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RESUMO: Apresenta-se de forma resumida análise multivariada de dados
categóricos, usando modelo log-linear para a situação de uma tabela de contingên-
cia 2 x 2 x 2.
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INTRODUÇÃO

A técnica de análise multivariada de
dados categóricos, mediante modelos log-
linear ou modelo logito, é bastante útil
em trabalhos na área de Saúde Pública
e Epidemiologia, onde é comum se ter
tabelas de contingência complexas, com
grande número de variáveis.

O objetivo do presente trabalho é
apresentar de forma resumida tal técni-
ca, para a situação particular de três va-
riáveis, cada uma com duas categorias
mutuamente exclusivas, ou seja, para a
situação de uma tabela de contingência
2 x 2 x 2 . Worcester 5 apresenta tra-
balho em linha semelhante, analisando
também a situação para tabela 2 x 2 .
Vitaliano 6 analisa situação mais comple-
xa em um estudo caso-controle.

O exemplo numérico consta de dados
referentes ao trabalho de Benício l, um
programa de computador que executa os
algoritmos necessários à análise - ECTA -,
escrito por Leo Goodman, encontra-se
à disposição no Centro de Computação
Eletrônica da Universidade de S. Paulo.
Sobre o assunto há vários textos, de
vários níveis de complexidade matemá-
tica 2,3,4.

MODELO LOG-LINEAR

Seja a distribuição teórica de freqüên-
cias da Tabela l , onde Fijk é a freqüência
teórica dos níveis i, j, k, respectivamente
das variáveis l , 2 e 3, onde i, j, k variam
de l a 2. F112 é o número esperado teó-
rico de indivíduos com a característica
l da variável l, com a característica l
da variável 2 e com a característica 2 da
variável 3.

Tomando-se logaritmo natural 1n (ba-
se e = 2,71828...), pode-se demons-
trar2,3 que
1n Fijk = B + B1 (i) + B2(j) + B3(k) +
B12(ij) + B13 (ik) + B23 (kj) + B123 (ijk)
onde os B's são parâmetros que repre-
sentam "efeitos", a exemplo da análise
de variância;
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Note-se que B é a média aritmética
dos logarítmos naturais das freqüências
teóricas; B1 (1) mede o desvio da média
aritmética dos logarítmos das freqüên-
cias teóricas da categoria l da variável l
em relação à média geral B, ou seja, me-
de o "efeito" l da variável 1; analoga-
mente tem-se B1 (2), B2 (1), B2 (2), etc.,
sendo B1 (1) + B1(2) = 0; B2 (1) +
B2(2) = 0; B3(l) + B3(2) = 0, etc.

Os parâmetros com subscrito duplo e
triplo são os mais importantes para a
análise, sendo aqueles que medem as pos-
síveis associações (interações) entre va-
riáveis. Assim, B12(11) é o parâmetro
que indica se as categorias l da variável
l e l da variável 2 estão associadas;
se B12(11) = 0 não há associação; se
B12(11) < O tem-se associação negativa;
se B12(11) > O tem-se associação posi-
tiva.

As freqüências F e os parâmetros B
são desconhecidos. A partir de modelos
e das freqüências observadas f i jk, obtém-
se estimativas das freqüências Fijk e dos
B's, denotados, respectivamente, por Eijk
e b.

AJUSTE E TESTE DE MODELO:
TESTE DE B

Considera-se modelo adequado para
descrever a estrutura de um conjunto
de dados [fijk] aquele que contém o
menor número possível de parâmetros e
apresenta um bom ajuste. A estatística

tribuição assintótica X2 com g graus de
liberdade 2, onde g é o número de parâ-
metros eliminados; o ajuste é bom quan-
do 2 for menor do que 2

g (crítico)
para um nível de significância desejado.

A decisão sobre o modelo final ade-
quado pode ser tomada seguindo um
processo de eliminação de parâmetros
um a um, a partir do modelo mais com-
pleto com todos os parâmetros, chama-
do modelo saturado. A cada passo é cal-
culada a estatística X2; em dois passos
imediatamente sucessivos, onde no pos-
terior um parâmetro foi retirado do mo-
delo, calculam-se as estatísticas X2 com



g-1 e g graus de liberdade. A diferença
entre elas tem distribuição assintótica X2

com l grau de liberdade e dá indicação
sobre a manutenção ou não do parâmetro
em questão no modelo. Se 2

g — 2
1 =

2
g-1 for maior do que o 2i para um

nível de significância desejado, o parâ-
metro é retido. A seqüência de testes se
encerra quando todos os parâmetros re-
manescentes têm indicações para não se-
rem retirados. Se os parâmetros B12, B13,
B23 e B123 puderem ser eliminados res-
tando o modelo 1n Fijk = B + B1 (i) +
B2 (j) + B3 (k), tem-se a situação de

completa independência entre as três va-
riáveis.

EXEMPLO DE AJUSTE;
EXAME DAS ASSOCIAÇÕES

A Tabela 2 apresenta dados sobre
gestantes quanto ao tabagismo (variável
3), sobre escolaridade da gestante (variá-
vel 2) e o peso do seu recém-nascido (va-
riável 1). Cada uma das variáveis tem
duas categorias mutuamente exclusivas:
— não fuma (1), fuma (2); escolaridade
alta (1), baixa (2); baixo peso: não (1),
sim (2).

O modelo log-linear completo, satura-
do, é o modelo 0. Modelo 0: l n Fijk =
B + B1 (i) + B2 (j) + B3 (k) + B12 (ij)
+ B13(ik) + B23(jk) + B123(ijk); o

2 para este modelo não é definido, pois
o número de parâmetros é igual ao núme-
ro de freqüências observadas. Há inte-
resse em verificar qual dos parâmetros
B123, B12, B13, B23 deve permanecer. O pri-
meiro passo é ajustar um modelo em que

B123 (ijk) é eliminado; é o modelo 123:
1n Fijk = B + B1 (i) + B2 (j) + B3 (k)
+ B12 (ij) + B13 (ij) + B23 (jk).

Calculado o 2 para o ajuste deste
modelo, toma-se a decisão sobre a eli-
minação ou não de B123 (ijk). A Tabela 3
mostra as freqüências esperadas para este
modelo; 2

1 = 0,509 é um indicador de
um bom ajuste.



O modelo seguinte a ser ajustado é o
modelo 123, 23, aquele em que foram
retirados os parâmetros B123 e B23, per-
mitindo verificar se o parâmetro B23 de-
ve ou não ser retirado. A Tabela 4 mos-
tra as freqüências esperadas para este
modelo; 2

2 = 8,328 indica que o ajuste

não é bom, ou seja, B23 deve permane-
cer. O teste de b23 pode ser feito me-
diante 8,328 - 0,509 = 7,819 que tem
distribuição aproximada 2 com l grau
de liberdade; o valor observado sugere
que B23 é diferente de zero e, portanto,
deve ser mantido.

A retirada ou não do parâmetro B12

é decidida a partir do modelo 123, 12.
A Tabela 5 mostra as freqüências espe-
radas; 2

2 = 15,956 indica que o ajuste

não é bom, ou seja, B12 deve ser man-
tido. O teste de b12 mediante a diferença
de x2 tem o seguinte resultado: 15.956
- 0,509 = 15,447.

Finalmente procura-se ajustar o mo-
delo 123, 13 para verificar se o parâ-
metro B13 pode ser retirado. A Tabela 6
mostra as freqüências esperadas sob este

modelo; 2 = 46,394 indica que o pa-
râmetro deve permanecer. O teste de b13

é 46,394 - 0,509 = 45,885.



Portanto, o modelo final que permite
um bom ajuste é o modelo 123. As es-
timativas b12, b13 e b23 são feitas usando
os E í jk da Tabela 3 e são apresentadas
no seu rodapé.

Tem-se as seguintes interpretações:
1) Quer para mães fumantes como para
não-fumantes, há associação positiva en-
tre baixa escolaridade da mãe e baixo
peso ao nascer do filho — parâmetro
B12 (11). 2) Qualquer que seja a escola-
ridade da mãe, há associação positiva
entre a mãe fumar e baixo peso ao nas-
cer — parâmetro B13(11). 3) Há asso-
ciação negativa entre escolaridade alta da
mãe e ela não fumar, ou associação po-
sitiva entre escolaridade alta e fumar —
parâmetro B23 (11). 4) Não há interação
simultânea das três variáveis — parâme-
tro B123(111).

RISCO RELATIVO; RAZÃO
DOS PRODUTOS CRUZADOS

Seja a variável l considerada "respos-
ta" e a distribuição das freqüências nas
duas categorias desta variável resposta
dependente das categorias das outras va-
riáveis chamadas "fatores". A categoria 2
da variável l (nascimento de uma crian-
ça com baixo peso) pode ser considerada
como representando um evento desfavo-
rável; assim a relação E2jk (E i jk +
E2jk), estimadas por f2 jk (f i jk + f2jk),
mede o "risco" de uma mãe com a com-
binação de características jk quanto às
variáveis 2 e 3 vir a ter um evento desfa-
vorável, qual seja, ter um recém-nascido
de baixo peso.

É possível, e muitas vezes desejável,
comparar riscos associados a diferentes
combinações de categorias dos fatores.
Por exemplo, no caso específico que está
sendo apresentado, uma comparação se-
ria entre riscos de baixo peso de recém-
nascidos de mães que têm baixa escola-

ridade com mães que têm alta escolari-
dade, entre as não-fumantes. Usando os

dados da Tabela 2, tem-se
[ f221 (f121 + f221)]

[f211 (f111 + f222)] = 1,36

O valor 1,36 é o risco relativo (esti-
mado) e diz que o risco de uma mulher
não-fumante de baixa escolaridade ter
um recém-nascido de baixo peso é 1,36
maior do que o risco de uma mulher
não-fumante de alta escolaridade. Uma
boa aproximação de risco relativo é a
razão dos produtos cruzados = RPC,
onde
RPC = (E2jk x Eij'k) (E1jk E2j'k)

Usando logarítimo:

Para a situação da tabela 2 x 2 x 2
na configuração aqui apresentada, pode-
se mostrar que, para as variáveis respos-
ta (1) e fator (2), 1n RPC(12) = 4
B12(11), e para as variáveis resposta (1)
e fator (3), 1n RPC(13) = 4 B13 (11),
desde que B123 = 0.

Vê-se que RPC até o momento foi
avaliado relacionando o risco de cate-
goria, "mais favorável" em relação à
"menos favorável", da variável 2, dentro
de cada uma das categorias da variável 3,
assim como relacionando o risco da ca-
tegoria "mais favorável" em relação à
"menos favorável", da variável 3, dentro
de cada uma das categorias da variável 2.

Pode-se também avaliar qual o risco
relativo quando o indivíduo pertence si-
multaneamente às categorias "menos fa-
voráveis" das variáveis 2 e 3, em com-
paração com indivíduo que pertence si-
multaneamente às respectivas categorias
"mais favoráveis". No exemplo, é o risco
relativo de ter recém-nascido de baixo
peso entre mães de baixa escolaridade



que fumam e mães de alta escolaridade
que não fumam. Em geral, existe este
interesse, de comparar riscos de combi-
nação de fatores desfavoráveis em rela-
ção a uma categoria basal, que é aquele
em que as categorias dos fatores são as
mais favoráveis. Para esta situação, tem-
se

1nRPC = 4[(B12(11) + B13(11)]

MODELO LOGITO; OBTENÇÃO DA
RAZÃO DOS PRODUTOS

CRUZADOS

É possível ajustar-se um modelo lo-
gito a um conjunto de dados [fijk]. Existe
equivalência de resultados entre modelo
log-linear e modelo logito e igualdade de
resultados quanto à obtenção de estima-
tivas de razão de produtos cruzados,
quando o modelo log-linear inclui todos
os B's correspondentes a efeitos princi-
pais e aqueles correspondentes a todas
as combinações possíveis de fatores, mais
os B que contenham combinações da va-
riável resposta com variável fator estatis-
ticamente significante.

No caso de três variáveis com duas
categorias cada, os modelos log-lineares
de interesse que seriam equivalentes a
modelos logitos são os modelos
1n Fijk = B + B1 (i) + B2 (j) + B3 (k)

+ B23(jk) + B12(ij)
1n Fijk = B + B1 (i) + B2 (j) + B3 (k)

+ B23 (jk) + B13 (ik)

1n Fíjk = B + B1 (i) + B2 (j) + B3 (k)
+ B23 ((jk) + B12 (ij) + B13 (ik)

Ajustado um modelo log-linear, as ra-
zões dos produtos cruzados (estimativa
dos riscos relativos) podem ser obtidas
diretamente dos Eikj. Assim, usando a Ta-
bela 3, tem-se:

Risco relativo entre escolaridade alta e
baixa = (210,6 2.713,6) (79,4

4.907,4) = (161,4 x 1.252,4)
(2.012,6 68,6) = e4b

12
 (11) =

1,47

Risco relativo entre fumantes e não-fu-
mantes = (2.713,6 68,6)
(79,4 1,252,4) = (4.907,4
161,4) (210,6 2.012,6) =
e4b

13
 (11) = 1,87

Risco relativo entre escolaridade baixa +
fumantes e escolaridade alta + não-
fumantes = (2.713,6 161,4)
(2.012,6 79,4) = e4[b1 2

 (11) +
b13

 (11)]= 2,74
onde escolaridade alta + não-fumantes
é a categoria basal.

Uma apresentação de resultados que
pode facilitar a visão geral de relações é
sob a forma da Tabela 7, onde se colo-
cam as possíveis combinações de catego-
rias das variáveis, a categoria basal e os
respectivos riscos relativos. É subenten-
dido que o risco relativo de combinações
de categorias de variáveis é calculado em
relação à categoria basal e que nas cate-
gorias que aparecem individualmente o
risco é calculado em relação à categoria
complementar. Costuma-se chamar tais
categorias de "fatores de risco", com ex-
ceção da basal. A apresentação exem-
plificada na Tabela 7 é apropriada quan-
do não há interação entre as três variá-
veis. Se houvesse interação (B123 0),
os riscos relativos de cada fator de risco
seriam diferentes para cada categoria da
outra variável.
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