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REsUMO:
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O teste tuberculinico, segundo a técnica de Mantoux, pretende

classificar as pessoas de acordo com o tamanho da rea¢do provocada por uma
unica e especificada dose de tuberculina. Dados empiricos mostram que as
medidas de tais reagbes, obtidas em populagbes genéricas, representam a mis-
tura de distintos grupos componentes. Com a finalidade de separar tais grupos,
objetivando a solug@o posterior do problema de classificacdo, foi wutilizado um
método grdfico de decomposicdo de uma distribui¢cdo de freqgiiéncias em com-
ponentes normais para decompor distribuicées de freqgiiéncias de medidas de
indurag@o e eritema. A decomposi¢cdo obtida permite verificar que o nimero
de componentes que descreve a distribuigdo da varidvel induraglo ndo é o

mesmo que para a varidvel eritema, para os dados considerados.

UNITERMOS :
Mistura de distribuicbes normais.

Teste tuberculinico. Técnica de Mantoux. Indurag¢do. Eritema.
Distribuigdo normal truncada.

1. INTRODUCAO

Ruffino Netto* (1970) afirma existir
evidéncias de que alguns aspectos men-
suraveis na prova tuberculinica devem ser
melhor elucidados. Neste sentido, tenta
quantificar a relagio induragfo-eritema
pressupondo que este par tenha uma dis-
tribuicio Normal bi-dimensional, o que
implica uma distribuigio Normal unidi-
mensional para cada uma das marginais.

* Extraido da tese:

tribuicdo de freqiiéncias em componentes normais.

Os resultados do teste tuberculinico, se-
gundo a técnica de Mantoux, como afirma
Guld ® (1953), tem por finalidade classi-
ficar pessoas em distintos grupos confor-
me o tamanho da reag¢fio provocada por
uma tnica e especificada dose de tuber-
culina. Assim sendo, os resultados do re-
ferido teste, obtidos em uma populagfo ge-
nérica, devem representar uma mistura
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de distintos grupos sendo de se esperar
que uma tnica distribui¢do de probabili-
dades dificilmente descreva, de maneira
satisfatéria, o conjunto de dados obser-
vados,

Logo, estudar as distribuigbes das me-
didas de induracdo ou de eritema, obtidas
em uma populacfo genérica, significa ten-
tar buscar as distribuicdes de probabilida-
des que descrevem os grupos componentes
e determinar as proporgBes em que ocorre
tal mistura para posteriormente, se de
interesse, estudar o problema de classifi-
cagéo.

O objetivo deste trabalho é, usando um
método grafico aproximado e os dados ob-
tidos por Ruffino Netto * (1970), verifi-
car se a distribui¢do de freqiiéncias para
um conjunto de medidas de induragio po-
de ser decomposta em trés grupos distintos
como evidencia o trabalho de Edwards et
al. 2 (1959) e, ao mesmo tempo, verificar
se a distribuicdo de f{requéncias da va-
ridvel eritema se comporta de forma ana-
loga ja que, conforme citagio em Ruffino
Netto * (1970), varios autores concordam
que a varidvel eritema é tdo boa quanto
a variavel induragdo para classificar indi-
viduos submetidos ao teste tuberculinico.

2. METODO GRAFICO PARA DECOMPOSI-

CAO DE UMA DISTRIBUICAO DE FREQUEN-

CIAS EM COMPONENTES NORMAIS COM OU
SEM TRUNCAMENTO

Distribui¢bes truncadas ocorrem comu-
mente na pritica, sendo o truncamento
uma conseqiiéncia da impossibilidade de
se observar determinados valores o que é
devido, em geral, & imprecisdo do apare-
tho de medida ou & pequena sensibilidade
do método de mensuragdo empregado.

Sanches ® (1973) estuda o método gré-
fico proposto por Bhattacharya® (1967),
para decomposicio de uma distribuicio de
freqiiéncias em componentes Normais, a
partir da pressuposicdo que as distribui-
gbes componentes sejam truncadas, com
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duplo truncamento em pontos conhecidos.
Esta hipdtese adicional leva ao mesmo re-
sultado obtido por Bhattacharya no que
diz respeito a decomposi¢io em si, haven-
do, no entanto, necessidade da correcdo
para o truncamento para a obtengfo das
estimativas das proporgdes da mistura. Os
casos de truncamento simples & direita ou
a esquerda, e os de nfo truncamento, sdo
obtidos facilmente como casos particulares.

O método proposto, ao mesmo tempo
em que permite obter a separacdo das dis-
tribuigbes componentes, permite também
obter estimativas dos parémetros das mes-
mas, desde que algumas hipéteses, as quais
serdo indicadas a seguir, estejam satisfei-
tas, pelo menos aproximadamente.

Seja:
k
f(x) = % pi fie(x)

a fungdo densidade de probabilidade de
uma mistura de k distribuigbes Normais
duplamente truncadas, onde:

a) os p; sdo nameros reais, tais que
k
0<Pi<182pi=1-
i=1

b) fi:(x) é a fungdo densidade de pro-
babilidade de uma Normal duplamen-
te truncada nos pontos £1; e &, &1 <
< £5;, ambos conhecidos, e de para-
metros u; € o 5 i 1,2,. k.

Admitindo como hipéteses que:

a) as distribui¢Ges componentes sdo su-
ficientemente separadas de tal modo a
existir uma regido, suficientemente ampla,
para cada componente, onde os efeitos das
demais componentes sejam despreziveis;

b) a variavel esteja agrupada em inter-
valos de classe de ampltiude suficiente-
mente pequena;
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consideremos:

Nj a freqiiéncia total da j™* compo-
nente

h amplitude constante de cada inter-

valo de classe;

freqiiéncia do intervalo tendo x
como ponto médio.

y(x):

Nestas condicGes, Sanches * (1973), va-
le o seguinte resultado:
h? °
)

Alog y(x) >~ — h (D§ -
h -
(X — Hj +-—2—-> 0'34

Alog y(x) = log y(x + h) — log y(x)

onde

Este resultado mostra que o grafico de
Alog y(x) é, na regido onde a j™* compo-
nente estd convenientemente separada das
demais, uma reta com inclinagfo negativa,
para h suficientemente pequeno.

. . = 2 .

Estimativas u; e ¢; para p; e o séo

obtidas diretamente do grafico e sdo da-
das por:

0 " h?
a) 0:2 = ifh— cotg §; — 5
1

onde ; é a medida do angulo agudo fei-
to pela reta, correspondente a j™ com-
ponente, com o eixo dos x e medido dire-
tamente no grafico; f; e f. sdo dois fato-
res de escala, respectivamente, para os
eixos x e Alogy, j4 que estas variaveis,
em geral, estdo em escalas distintas.

Se, na pratica, forem utilizados loga-
ritmos na base 10 entéo o valor de f, deve
ser corrigido multiplicando-o por log: e

L b

b) py = 8 5

onde &; é, no grafico de aAlogy(x), o
ponto onde a reta correspondente & j™*
componente corta o eixo dos x.

. . . * ®*2
Obtidas as estimativas pj e o; as pro-
porgbes da mistura podem ser estimadas,
por exemplo, por:

7
pJ = —I\—J'; j= 1327' wk
S N;
onde
NP = E*Y
2 F; (x)

sendo as somas do numerador e deno-
minador, nesta dltima expressdo, restritas
a regifo em consideragdo.

Dependendo da existéncia ou ndo de
# -
truncamento os Fj (x) sfo dados por:

K?t A¢*(X) 3

se o truncamento é duplo

Kj‘e Ag™*(x) 3

para truncamento s6 a esquerda

Pl o=1
Kjq A¢™(x);
para truncamento s6 a direita
Ae*(x);
se ndo ha truncamento
onde:
h
S
2
A¢*(x) = ¢ " -
O j
h #
X =T T
- ¢ i
'Uj
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¢(.):

funcdo distribuigio acumulada da

N(0;1)

Kj ={ ¢<$——2j _L) -
e <_$” _ﬁ> }‘1

W

Kj. ={1 -3 (i— 1y ) }—1

Convém ressaltar que em alguns casos
especiais onde a hipétese de conveniente se-
parabilidade entre as componentes nio esta
satisfeita para uma ou algumas das compo-
nentes da mistura e, nos casos mais gerais,
quando néo se sabe se as condigbes basicas
do método estio satisfeitas, a validade do
mesmo pode ser estabelecida numa primeira
etapa, a partir da construcio do grafico de
Alogy(x) para os dados que se tem em
mios. Nestes casos, inicialmente, determi-
nam-se aquelas componentes que sdo evi-
denciadas pelo gréafico. As {freqiiéncias
esperadas para estas componentes sfo en-
tao subtraidas das freqiiéncias observadas
obtendo-se o que denominamos freqiiéncias
residuais, Se tais freqiiéncias residuais nfo
s@o despreziveis o processo é entdo repe-
tido e novas componentes possivelmente
determinadas, Caso ocorra a existéncia de
freqiiéncias residuais nfo despreziveis e a
inexisténcia de mais componentes, isto sig-
nifica que o método nédo se aplica ao con-
junto de dados observados.

3. ESTUDO DAS DISTRIBUICOES DAS
VARIAVEIS INDURACAO E ERITEMA
3.1.

Induragdo

Os dados por nés utilizados, Tabela 1,
sdo uma adaptacdo daqueles obtidos por
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Ruffino Netto* (1970) nos anos de 1967
e 1968 no Complexo Hidroelétrico de Uru-
bupungi. Dos dados originais excluimos
as medidas O (zero) por significarem, ob-
viamente, auséncia de reagio. Além disto,
por razbes de sensibilidade do método de
mensuragio empregado, truncamos as ob-
servagdes, a esquerda, no ponto correspon-
dente & medida de 2 mm. A tuberculina
assim como a dose aplicada e as técnicas
de mensuracio empregadas encontram-se

descritas em Ruffino Netto * (1970).

A Tabela 1 apresenta, além das fre-
qiiéncias consideradas, uma coluna corres-
pondente as diferengas dos logaritmos, cal-
culados na base 10, das freqiiéncias dos
intervalos de classe adjacentes,

TABELA 1

Medidas de indurac¢édo na prova tuberculinica #
e diferencas dos logaritmos das fregiiéncias

In?;r;;;éo Freq('uyé)ncias Alogi y(x1)
2 |— 4 253 -0,3697
4 |— 6 108 —0,4652
6 — 8 37 0,0229
8 |— 10 39 -0,1140
10 [— 12 30 —0,0969
12 |— 14 24 -0,1761
14 |— 16 16 -0,3010
16 |— 18 -0,6021
18 |— 20
Total 512

* Dados adaptados de Ruffino Netto+* (1970)

A Fig. 1 mostra o grafico de
Alogioy(x1), onde x; é o ponto médio do
ime intervalo; 1=1,2,. ., 8.
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Fig 1 — Medidas de diametros de indura-
cdo, na prova tuberculinica. Dados da Ta-

bela 1.

Um exame deste grafico mostra 3 pon-
tos razoavelmente bem alinhados: os pon-
tos correspondentes a x = llmm, x =
13mm e x = 15 mm, o que indica, de
acordo com o método exposto, a existéncia
de uma componente Normal, Além disto,
observamos a possibilidade de outras duas
componentes correspondentes a retas pas-
sando por apenas 2 pontos, o (ue, possi-
velmente, estd vinculado a uma acentuada
intersec¢@o entre os grupos componentes.
Por este motivo a aplicagdo do método de
decomposigio ao presente conjunto de da-
dos, com a finalidade de obtencfo das esti-
mativas dos pardmetros das diferentes com-
ponentes, deve ser feito por etapas.

Inicialmente, utilizando-nos do grafico
da Fig. 1 obtemos as estimativas dos pa-
rametros correspondentes a reta por 3 pon-
tos a qual, como evidencia a Figura, deve
ser a terceira componente.

Da Fig. 1 obtemos:

85 = 1080 mm; 45 = 55

f, = 10,00; f, = 83,83
e desde que h = 2 mm. obtemos:

ph = 11,80 mm e o3 = 3,43 mm.

Considerando apenas as freqiiéncias dos
intervalos de classe na regido que contém
os pontos que determinam a reta, obte-
mos:

Com tais resultados foram calculadas as
freqiiéncias esperadas (aproximadas para
o inteiro mais préximo) para esta terceira
componente. Subtraindo-se tais freqiién-
cias das fregiiéncias observadas (Tabela
1) obtivemos as freqiiéncias residuais que
denominados y,1.

No mesmo gréafico da Fig. 1 so também
representados os pontos correspondentes a
Alogioyr1(x,), conforme legenda.

Observe-se que este procedimento de
agir por etapas permite corrigir as posi-
¢bes dos pontos no grafico, eliminando a
influéncia da interseccéio, pelo menos, com
uma das componentes,

Em virtude de tal fato calculamos as
estimativas dos pardmetros apenas para a
segunda componente usando a regido da
componente correspondente a reta que pas-
sa pelos pontos x = 7mm e x = 9 mm os
quais ja estdo livres, da influéncia da ter-
ceira componente. E claro que se ai exis-
tir uma influéncia da primeira componente
ela ser4d bem menor que na regido corres-
pondente aos pontos que estdo a esquerda
de x = 7mm.
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A partir da Fig. 1, considerando a reta
corrigida para a segunda componente, ob-
temos:

§» = 6,60 mm; 6z = 79°30
Os quais permitem obter:
,u; = 7,60 mm; 82 1,79 mm,

e finalmente:
Nz = 65

A partir destes dados foram calculadas
as freqiiéncias esperadas para esta segun-
da componente as quais foram subtraidas
de y,: obtendo-se novas freqiiéncias resi-
duais, que denominamos y,,. Como tais
freqiiéncias ndo foram despreziveis repe-
tiu-se o método para as mesmas e repre-
sentou-se no grafico da Fig. 1, conforme
legenda 14 indicada, as diferencas logari-
timas Alogioy,. obtendo-se a reta corri-
gida correspondente & primeira componen-

te, a qual, por pressuposi¢do inicial, foi
tomada como truncada, a esquerda, no pon-
to &1 = 2 mm,

Para esta reta obtivemos:

81 = 240 mm; 6y = 86°
o que nos permite obter:
pi = 340 mm; 8; = 094 mm

Ny 345

Finalmente foram estimadas as propor-
¢des da mistura:

*

pi = 6534%; p: = 1211%

e ps = 22,54%

A Tabela 2 é um quadro comparativo
onde apresentamos as freqiiéncias espera-
das para as trés componentes determina-
das e as {reqiiéncias observadas.

TABELA 2

Distribuicdo de medidas de induracfo: freqiiéncias esperadas para trés grupos componentes
e Ifreqiiéncias observadas

Freqiiéncias esperadas

tnauracso. o Triencs
12 comp. 2.2 comp. 3.2 comp. ’ Total
2 |— 4 251 1 2 254 253
4 |— 6 93 11 4 108 108
6 |— 8 1 26 10 37 37
8 |— 10 21 20 41 39
10 |— 12 5 27 32 30
12 |— 14 26 26 24
14 |— 16 18 18 16
16 |— 18 9 9
18 |— 20 3
Total 345 64 119 528 517
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A Fig. 2 mostra as trés distribuigGes TABELA 3
Normais esperadas em confronto com o  Medidas de eritema na prova tuberculinica *
histograma observado. e diferencas dos logaritmos das freqiiéncias
3 Eritema Freqiiéncias Alogio y(Xi)
Al (mm) )
:
' 1]— 3 29 0,3585
3 |— 5 226 -0,1898
5 |— 7 146 —0,4400
200+ 71— 9 53 0,0239
9 |— 11 56 -0,2711
@ 11 |— 13 30 -0,1984
< 13 |— 15 19 0,2895
g h 15 |— 17 37 -0,3921
W] d 17 I— 19 15 0,0000
]
M : 19 |— 21 15 -0,3310
x ". 21 |— 23 7 -0,3680
' 23 |— 25 3
1004 _n |
‘I 706
]
H * Dados adaptados de Ruffino Netto+t (1970)
\
\
A ] a 1091071
]
'. !
! 1.0 -
) i
hd -]
/o‘
[o] T et -
[o] 4 8 12 16 20
{NDURAGAO (mm) 0.5 \
Fig. 2 -~ Histograma observado e decompo- B
sicdo esperada, em componentes normais, para ] X
a distribuicAo de medidas de diametros de
induracéo. 7
= “
A +—t eH—+—+—+
3.2. [Eritema | 5 13 V1712 5 x4
4 . “‘
Os dados da Tabela 3 referem-se a me- | Y
didas de didmetros de eritema na prova ] X .
tuberculinica, segundo a técnica de Man- 0.5 * '
toux, e sio também uma adaptagio de da- e
dos de Ruffino Netto * (1970). A distri- |
buigdo desta variavel é estudada impondo- i
-se um truncamento, a esquerda, no ponto | s a 10010 7rj
correspondente 3 medida 1 mm 4 & 19910 7ry
p * - 1.0~ o a '°°107r2
A fig. 3 mostra o grifico de Alogs, X & 10990Yr,
y(xi) o qual evidencia a existéncia de, mig. 3 — Medidas de diametros de eritema,
pelo menos, 4 componentes, A mesma téc- na prova tuberculinica. Dados da Tabela 3.
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nica utilizada para a varidvel induragéo
é aqui repetida no que diz respeito & ob-
tengdo das estimativas dos pardmetros das

componentes.

A Tabela 4 mostra um quadro compa-

TABELA 4

rativo entre as freqiiéncias esperadas, para
as quatro componentes determinadas, e as
freqiiéncias observadas, enquanto que a

Tabela 5 mostra as estimativas obtidas
para os parametros das componentes da

mistura.

Distribuicfio de diametros de eritema: freqiliéncias esperadas para quatro grupos componentes
e freqiiéncias observadas

Freqiiéncias esperadas

Eritema (mm) Freqliéncias
observadas
12 28 38 4.8 Total
comp. comp. comp. comp.
1|— 38 113 113 929
3i— 5 207 207 226
5|— 7 151 151 146
71— 9 43 10 53 53
9 |— 11 5 51 56 56
11 |— 13 30 2 32 30
13 |— 15 2 18 20 19
15 |— 17 35 1 36 37
17 |— 19 16 7 23 15
19 [— 21 2 12 14 15
21 |— 23 5 5 T
23 |— 25 1 1 3
93 26 [ 711 706

Total . 519 ’

‘73

TABELA 5

Estimativas dos parametros das quatro componentes referidas na Tabela 4

Parametros estimados

Componentes
o [ p
(mm) (mm) (%)
Primeira (truncada em £u=1) 4,52 1,79 73,27
Segunda 10,50 1,22 13,15
Terceira 15,90 1,55 10,32
Quarta 19,60 1,40 3,25
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Finalmente, a Fig. 4 estabelece um con- 4. COMENTARIOS E CONCLUSOES

fronto entre o histograma observado e as

quatro componentes esperadas. Embora as medidas de didmetros de

induracdo e eritema, por nods utilizadas.

proviessem de um mesmo grupo de pes-

soas, a maneira como as utilizamos levou

a amostras de tamanhos distintos o que,

200. A para os objeti.vos que tinhamos fixado,
! nfo apresenta inconveniente algum.

O método proposto, embora aproximade,
mostrou-se util e permitiu, para os dados
que tinhamos em mados, obter a separagéo
das distribuigbes de freqtiéncias observa-
das em componentes Normais, apesar da
relativa interseccio entre os grupos com-
ponentes,

Dos resultados obtidos, parece existir evi-
déncia de que as varidveis induracio e

150

ooz

1004

FREQUENCIAS

D T T
-

50 %’ﬁa
| \

|
t

v

a
vy
1

Y

eritema, sob o ponto de vista em que fo-
ram estudadas, no se comportam de ma-
neira aniloga.

Finalmente, obtida a separagio da dis-
tribuigio de {freqiiéncias observada em
distintos grupos componentes, descritos por
uma bem especificada distribui¢do de pro-

\ L_‘?_' &,
/‘ ! \‘f_!,_: X babi}idades, é p.o'ssinzl, agora, estabelecer
8 }\/ T regies de classificacdo dos elementos aos
o TR aln e !r\LFT\L—..-* . distintos grupos, assim como estimar as
1 7 13 19 25 probabilidades de classificagdo errada.
ERITEMA (mm) Para os dados aqui estudados isto sera
Fig. 4 — Histograma observado e decompo- apresentado em outro artigo, no que se

refere a classificacdo segundo as medidas

sicio esperada, em componentes normais; dis-
de induracao.

tribuicdo de medidas de diametros de eritema.

RSPU-B/243

SANCHES, O. — [The erythema and induration measurements in the tuberculin
test: decomposition of the frequency distribution into normal components
by a graphic method.] Rev, Satude publ.,, 8. Paulo, 9:15-24, 1975,

SUMMARY: The tuberculin test by the Mantoux technique is used in order
to classify people according to the size of the reaction caused by a single standard
shot of tuberculin. Ewmpirical data seem to demonstrate that such reactions
obtained in general populations really represent a mixture of at least two sepa-
rate groups. Aiming at the separation of these groups, in order to solve the
classification problem later on, the Bhattacharya method was used. A decom-
position of the frequency distribution of the erythema and induration measu-
rements into normal components was thus obtained. The results of this decom-
position showed that the number of components belonging to the distribution
of the erythema variable was not the same as that for the induration one.

Tuberculin test by Mantoux technique. Induration. Erythema.

UNITERMS:
Truncated normal distribution.

Mixture of mormal distributions.
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