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RESUMO. Nesta contribuiciio analisaremos o problema inverso de identificacdo do coeficiente de rigidez
em vigas modeladas pela equagdo de Euler-Bernoulli, a partir de medidas da deflexdo. Apresentaremos o
problema na forma de uma equagdo de operador parimetro-para-medidas, para o qual, provaremos pro-
priedades importantes, como compacidade e continuidade. Mostraremos ainda que o operador parametro-
para-medidas é Fréchet diferenciavel e que satisfaz a condicdo do cone tangente. Essas propriedades sido
suficientes para recuperarmos de forma estdvel e convergente (método de regularizacdo) o coeficiente de
rigidez através de métodos iterativos como Landweber e Steepest descent. Por fim, apresentamos os efeitos
de estabilidade das solucdes aproximadas com relagdo as medidas com diferentes niveis de ruidos, através
de exemplos numéricos.

Palavras-chave: identificagdo do coeficiente de rigidez, métodos iterativos, regularizacdo, problemas

inversos.

1 INTRODUCAO

As vigas sdo um dos elementos mais bdsicos em sistemas estruturais, as quais sao as responsaveis
pela sustentac@o em projetos de engenharia [9]. Manter esses sistemas seguros continua a ser um
tema muito importante da pesquisa. Como os danos estio relacionados as alteracdes dos materiais
internos da estrutura (propriedades dos coeficientes do modelo), conhecer essas propriedades de
forma ndo-destrutiva possibilitam avaliar as condi¢des de risco [3, 11,14, 19].
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Nesta contribui¢do, assumiremos que a deflexdo u(x) de uma viga estitica unidimensional, de
comprimento L, devido a forga transversal f(x) € L*[0,L], possa ser modelada pela equacio de

Euler-Bernoulli [4,9]
d? d*u
dx? (a(x) dx2> A -

onde, a(x) = E(x)I(x) é coeficiente de rigidez da viga, resultante do produto do médulo de

elasticidade E e o momento de inércia /.

Utilizando o balanceamento das for¢ca e dos momentos, a equacdo (1.1) pode ser dividida em um
sistema de equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem [15], dado por

£ ,Zzgjz fx) , (1.2)
a(x)ﬁ(x) = M(x).

Existe na literatura duas abordagens associadas a teoria de vigas dadas pela equacdo de Euler-
Bernoulli (1.1) (equivalentemente! (1.2)). A primeira delas diz respeito ao problema tradicional
na mecanica, a qual consiste em avaliar a resposta de uma viga, quando conhecemos a forca
aplicada e os parametros da estrutura [17]. Matematicamente, significa determinar a deflexdo
u = u(x) satisfazendo a equagéo (1.1), quando o coeficiente de rigidez a = a(x) > 0 e a forca
atuante f(x) > 0 sdo dados, conjuntamente com quatro condi¢des de contorno apropriadas, e.g.,
[9]. A este problema denominamos problema direto [11,17,19]. Trataremos da boa colocagio do
problema direto na Se¢do 2.

A segunda abordagem estd relacionada aos problemas inversos: estes consistem em um problema
de identifica¢@o da fonte f(x), quando u, a e as condi¢des de contorno sdo conhecidas ou um
problema de identificacdo do coeficiente de rigidez a(x), quando u, f e as condi¢des de contorno
sdo conhecidas [14, 15, 18, 19]. E importante realgar o fato de que ambos os problemas inversos
relacionados com a equag@o de Euler-Bernoulli sdo mal-postos no sentido de Hadamard [1, 7],
pois, na pratica, ambos os problemas dependem da diferenciacdo de medidas da deflexdo u, que
inclui ruidos, e, por isso, instavel com relag¢do as medidas, e.g. [6, 10, 12, 15] e referéncias.

O problema de identificagdo da fonte f foi investigado em [8] e referéncias. O problema de
identificacdo do coeficiente de rigidez a(x) foi investigado anteriormente em [14,15, 18, 19] para
a equagdo de Euler-Bernoulli dada por (1.1). Em [19], um coeficiente de rigidez constante por
partes € analisado. Uma férmula explicita para obter tal coeficiente é apresentado. No entanto,
a técnica utilizada por [19] exige o conhecimento prévio de pontos da viga onde os coeficientes
mudam de valor. Tal hip6tese ndo tem sentido pratico, pois ter esse conhecimento implica em
saber onde a viga sofreu rupturas. Além disso, a equagdo obtida depende de um quociente que

!'Vale a pena ressaltar que a equivaléncia entre os problemas apresentados da forma (1.1) e (1.2) sdo uma consequéncia da
comparagdo dos mesmos e da unicidade de solug¢des de (1.1). No entanto, para o sistema (1.2) com certas condi¢des de
contorno, o nimero de reacdes excede o nimero de pontos de equilibrio independentes, tornando a viga estaticamente
indeterminada [9]. Para evitar esse percalgo, nesta abordagem, consideraremos as condi¢des de contorno (1.3, descritas
abaixo.
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envolve a segunda derivada dos dados (da deformagdo da viga). Ja € bem conhecido que o pro-
blema de derivagdao nos dados € um problema instavel [6, 12]. Em [14] uma férmula explicita
também é proposta para obter o coeficiente de rigidez, mas utilizando as fun¢des de Green. Con-
tudo, a equacdo obtida também depende da derivada dos dados. Entdo para tratar o problema da
diferenciacdo nos dados, [14] propde a utilizagdo de métodos de regularizacdo como Molificagdo
e Landweber afim de estabilizar o problema de diferenciacdo nos dados. Ja [15] propde como
método de regularizagdo, o método bem conhecido na literatura denominado método de Tikho-
nov para determinar uma aproximacio estavel com relacido as medidas. Resultados de unicidade
de identificagdo do coeficiente a(x) foram derivados em [15] e com condi¢des menos restritivas
na suavidade de a(x) em [20].

A identificagdo do coeficiente de rigidez a(x), além de ser instdvel com relagéo as medidas,
ainda impdem restri¢oes extras com relagdo a identificabilidade. De fato, note que, se u* = u(a*)
é uma solugdo da equagéo (1.1), entdo, para qualquer fungéo linear {, temos que u* satisfaz a

P . o ~ * d*u* - d*u*
equacdo (1.1), com coeficiente de rigidez @ = a* + § ( 2 ) , sempre que ‘-5 = 0. Portanto,
uma condicdo necessdria para que a equacdo (1.1) possua uma soluc¢do associada a um tnico

coeficiente de rigidez a(x) > 0, implica que o conjunto
J:={x€0,L] :u"(x) =0} = {x€[0,L] : M(x) =0}

seja ndo vazio. Por outro lado, se J é um subconjunto de [0,L] com medida néo-nula, entdo o
coeficiente de rigidez a(x) ndo é mais identificivel em J (veja a equacdo (1.2). As condicdes
que permitam a identificabilidade de a(x) em [0,L] e que J # 0, incluem '(0) = /(L) ou
M(0)M(L) = 0.

Desta forma, dentre todas as possibilidades para as condi¢des de contorno do tipo Dirichlet e/ou

Neumann?

, nesta abordagem consideraremos somente as condi¢des de contorno que garantam:
a) condicdes de contorno associadas com vigas estudadas na teoria de elasticidade, b) que J # 0,
¢) que a viga ndo seja estaticamente indeterminada [9]. Assim, assumiremos que a equacdo (1.2)

estd associada com as seguintes condi¢cdo de contorno

u(0) = u(L) = M(0) = M(L) = 0. (1.3)

Nesta contribui¢io, daremos énfase ao problema de identificagao estavel do coeficiente de rigidez
a(x). Este problema é importante, pois o conhecimento de parimetros como coeficiente de rigidez
a(x) em (1.2) permite avaliar imperfei¢des ou falhas nessas estruturas [5, 11, 16]. No entanto, ndo
existe uma maneira de obter informagdes sobre esse pardmetro de maneira direta [10, 15]. A
Unica informagdo disponivel sdo um conjunto de medidas indiretas ud, sujeitas a erros de nivel
0 >0, que dizem respeito a medic¢des da deflexdo u(x) da viga, quando conhecida a forga atuante
f(x) do sistema. Dessa forma, para obtermos um coeficiente a(x) estdvel e convergente, com
relagdo as medidas u®, é necessdrio utilizar alguma estratégia de regularizacdo [6, 10, 12]. Um

2Que somam 70 no total, se considerarmos as condi¢des de contorno que sdo invariantes pela mudanga de varidvel x —
(L—x).
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dos métodos mais tradicionais na teoria de problemas inversos ¢ a regularizagdo de Tikhonov
[6, 10, 12]. Neste trabalho, mostraremos propriedades suficientes do operador pardmetro-para-
medidas (veja Secdo 2) de forma que métodos iterativos, como Landweber e Steepest descent
[1,10], sejam caracterizados como estratégias de regularizag@o para o problema de identificagdo
do coeficiente de rigidez a(x).

As principais contribui¢des deste trabalho podem ser resumidas em: na Se¢do 2 formularemos o
problema de identificagéio do coeficiente a(x) na forma de uma equacio de operadores (opera-
dor pardmetro-para-medidas). Provaremos que tal operador é continuo, compacto, Fréchet dife-
rencidvel e que satisfaz a condi¢do de cone tangente. Na Secdo 3, discutiremos como tais propri-
edades sdo suficientes para provar que métodos iterativos, como Landweber e Steepest descent,
fornecam coeficientes iterados a,‘;, estdveis e convergentes com relagdo ao nivel de ruidos &
nas medidas da deflexdo da viga, se a estratégia de parada para as iteragcdes pelo principio de
discrepancia sdo aplicados. Por fim, na Secdo 4, apresentaremos alguns resultados numéricos
para o problema de identificagdo do coeficiente a(x), com niveis de ruidos distintos, mostrando
a estabilidade das solu¢des aproximadas pelos métodos iterativos propostos.

2 PROBLEMA COMO UMA EQUACAO DE OPERADORES

Nesta se¢do, apresentaremos o problema de identifica¢do do coeficiente de rigidez da viga a(x),
como uma equacdo de operadores parametros-para-medidas. Provaremos, primeiramente, que
tal operador parametros-para-medidas estd bem definido (veja defini¢do em (2.5) abaixo). Em
seguida, provaremos propriedades deste operador, como continuidade e compacidade, caracteri-
zando assim o problema de identificagdo do coeficiente de rigidez a(x) como um problema mal-
posto no sentido de Hadamard, e.g. [6, 10, 12]. Por fim, provaremos que o operador parametros-
para-medidas é Fréchet diferencidvel e que satisfazer a condi¢do do cone tangente. Tais pro-
priedades do operador parametros-para-medida formam um conjunto condi¢des necessarias e
suficientes para caracterizar alguns métodos iterativos, como 0s que apresentaremos na Secdo 3,
como métodos de regularizacdo [6, 10, 12], para problema de identificagdo do coeficiente de ri-
gidez da viga. Aproveitaremos ainda esta se¢dio para obter resultados preliminares que servirdo
como o suporte tedrico para a implementag¢do numérica na Secéo 4.

Para tal, consideraremos as seguintes hipdteses gerais:

H1) O coeficiente de rigidez a € Ad := {a mensurdvelem [0,L] : @ > a(x) > a >
0, com @, a, a(0), a(L)conhecidos }. Ainda, assumiremos que Fa* € Ad solugdo de (2.5).
A distribui¢do de forgas f € C[0, L] e satisfaz f(x) > 0 ao longo da viga.

H1’) O coeficiente de rigidez a(x) além de satisfazer H1) é tal que ||d’|| é uniformemente
limitada, ou seja, o coeficiente pertence ao conjunto
A={acl”| M <a<h,l|d|<Q}, onde | -| denota a norma L?(0,L) com
O<Ahi<lh<eoeQ>0.
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H2) As medidas u® € L?[0,L] diferem dos dados exatos u € L2[0,L], por um nivel de ruidos
6 > 0, i.e., ||M— u6||L2[07L] S 6

O primeiro resultado auxiliar para definirmos o operador pardmetro-para-medidas € o seguinte:

Lema 2.1. Considere a hipotese H1) satisfeita. Entdo, existe uma vnica solugdo “fraca’u €
H}[0,L], i.e., uma fungdo u que satisfaz

L LM
/u'¢'dx:/ —o¢dx Yo € H], .1
0 0 a

para o problema de valor de contorno (1.3)-(1.2).

Proof. Como f € C[0,L], segue da teoria eliptica cldssica [2, 13] que existe uma tnica M €
c? [0,L] solucdo’ da primeira equacio em (1.2) com condi¢des de contorno (1.3).

Vamos definir a forma bilinear A : H'[0,L] x H}[0,L] — R dada por

L
Alu,¢) :z/ u'¢'dx (2.2)
0
e o seguinte funcional linear / : H}[0,L] — R dado por
LM
1(¢) == / M oax. 2.3)
0 a

Notemos que u é solucdo fraca da segunda equagao do sistema (1.2) se e somente se u satisfaz

A(u,9)=1(0) Vo € HJ[0,L]. (2.4)

O préximo passo é mostrar que a forma bilinear (2.2) associada a formulagao variacional (2.1) é
continua e coercivaem H' [0, L]. Ou seja, existem constantes C,C, independentes de ¢ € H'[0, L],

tais que
1A G, @) < Cllull [l
e
Auyu) > Cllu3
respectivamente.

De fato, segue da defini¢cdo da forma bilinear, da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da hipétese
H1) que

L L L
A 0)] = ‘ | uaax) < [0 < [ a9 < 10

(Nullz + 12 1l2) YNl 2 + 1011 2) = eell 10,21 @ L1 0.1

IN

3Vale ressaltar aqui que M (x) solugdo da primeira equagdo em (1.2) é independente de a(x).
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o que prova a continuidade da forma bilinear. A coercividade segue de

L
A = [Pz Clullg,

onde usamos a desigualdade de Poincaré [2, 13] para obtermos a dltima estimativa.

O préximo passo consiste em provarmos que o funcional linear / definido em (2.3) é continuo
em H'[0,L]. De fato, segue da definicio do funcional / em (2.3) e da desigualdade de Cauchy-
Schwarz que

M M
1)l = ‘/Mm < [ iotar < 1o -l ol < ol

A imersio continua de H'[0,L] em L?[0, L] finaliza a prova.

Portanto, segue do Lema de Lax-Milgram [2] a existéncia de uma tdnica fungdo u € H& [0,L]
satisfazendo (2.1). O
Do Lema 2.1 segue que a equag@o de operadores (operador pardmetro-para-medidas),

F:Ad C L*[0,L] — L*[0,L] a+— F(a)=u(a), (2.5)

onde u(a) é a unica solucdo fraca de (2.1), estd bem definida. Assim, podemos considerar o
problema de identificacdo do coeficiente de rigidez a(x), como o problema de determinar a € Ad
na Equacao (2.5) para dados medidos ub e 12 [0,L] que satisfazem a hipétese H2).

2.1 Propriedades do operador

Nesta subsec¢do, provaremos propriedades do operador F' em (2.5). O teorema a seguir trata da
continuidade e compacidade do operador F na topologia de L*[0, L].

Teorema 2.1. Assuma a hipétese H1) satisfeita. Entdo, o operador F definido em (2.5) é continuo
e compacto.

Proof. Seja F(a,) = u(a,) := u, e F(a) = u(a) := u as respectivas solugdes de (1.3)-(1.2),
correspondentes a a,,,a € Ad. Para provar a continuidade, basta mostrar que F' é sequencialmente
continuo visto que L2[0, L] é um espago separdvel [2]. Dessa forma, consideremos (a,,) € Ad com
a, — a quando n — oo na topologia de L?[0, L]. Como Ad é fechado, segue que a € Ad.

Pela linearidade de (1.2), u,, — u satisfaz

a, —a
(W) —u") = ) )u;’ (2.6)
a
com condicdes de contorno homogéneas, haja visto que ambas as condicdes de contorno sio as
mesmas. Considere a funcdo teste v, := u, —u € H}[0,L]. Para concluirmos o teorema, basta
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12 L2 .
mostrar que v, — 0 quando a,, — a. Para demonstrar este fato, consideraremos v,, € H& [0,L],
como fungdo teste para o problema (2.6). Portanto,

L L _
/ ViIvadx = / —Mu;’vndx. 2.7)
0 0 a

Integrando por partes o lado esquerdo de (2.7) obtemos

L
L L
an—a
—/ vividx = —/ (ni)u;{vndx.
0 0 a

0

VeV,

Como v, € HO1 [0,L], segue que o termo de fronteira se anula. Assim, da desigualdade de Holder,
segue que

K L -
2
Wiley = < [ lan—almlar <Cla—alppglvalizgs: @)

onde C = a%, pois supyy ;) [M(x)| < K, haja visto que M € fungao continua em [0, L].

Pela desigualdade de Poincaré [2, 13] aplicado a v, € Hé [0,L] obtemos

Vallp2 < Cllan —allp2, 2.9)

onde C é uma constante que depende somente de C e da constante de Poincaré.

2 2
Assim, obtemos de (2.9) que se a, L, 4 entdo Vn L% 0. Provando assim que o operador F' é
continuo de L*[0,L] para L*[0,L].

Para demonstrar a compacidade do operador, considere a sequéncia (a,) € Ad convergindo fra-
camente para a. Como Ad é convexo e fechado, é, portanto, fracamente fechado [2]. Disto segue
que a € Ad. Vamos mostrar que u, — u, onde u, = u(a,) e u = u(a) sdo as respectivas solu¢des
fracas de (1.3)-(1.2).

Considerando ¢ € Cy’ na formulagdo variacional, obtemos
L L
/ an(ul) —u") dx = —/ (ay —a)aM @dx. (2.10)
0 0

Segue da regularidade de M [20] e de ¢ que aM ¢ € L? [0,L]. Como por hipétese de a, — a em
L?[0, L] segue que o lado direito de (2.10) converge para zero, isto &,

L
<ap—a,aMo >:/ (ar —a)aMedx — 0 k— oo, (2.11)
JO

Com isso, o lado esquerdo de (2.10) converge para zero.

Por outro lado, da Hipétese H1), do teorema de convergéncia limitada e da densidade de C’[0, L]
em L?[0,L], temos que u, —u — z em L?[0,L]. Segue de (2.10) que z satisfaz, no sentido das
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distribui¢des, o problema az” = 0 com condi¢des de contorno homogéneas, haja visto que u,, € u
possuem condi¢des de contorno homogéneas como em (1.3). Como a € Ad, e pelo Principio do
Maiximo [2,21], concluimos que z = 0. Portanto, u, — u. Além disso, tomando ¢ = u; —u como
fungio teste em (2.10), segue que ||ux — u||;2 — 0. Assim, ux — u convergem fraco e em norma
para zero. O que completa a demonstragao. g

E bem conhecido da teoria de problemas inversos [10,12] que a compacidade do operador implica
na necessidade de utilizarmos alguma estratégia de regularizacdo, a fim de obtermos solucdes
estaveis e convergentes para dados ruidosos. Para garantir condi¢des suficientes para o operador
(2.5), de modo que possamos utilizar algum método iterativo de regularizagdo, necessitamos do
seguinte resultado auxiliar.

Proposicio 2.1. Assuma as hipdteses HI) - H2) satisfeitas. Seja a € Ad e u := u(a) a tinica
solucdo fraca de (1.2) (dada pelo Lema 2.1). Defina

A(a): H*[0,L]NH[0,L] — L2[0,L],  u+— A(a)u:= —au”. (2.12)

Entao:

i) O operador A(a) € linear, limitado e bijetivo.
ii) O operador inverso de A(a), denotado por A~'(a), estd bem definido, é linear e limitado.

iii) O operador A(a) possui um operador adjunto que satisfaz A*(a)v = —(av)”, o qual é
inversivel. O operador adjunto inverso (A*(a))~' := (A~ (a))* satisfaz (A*(a))'w =1,
onde v é a tinica solucdo de —(av)" = w, com condigées de contorno homogéneas.

iv) O operador F(a) é Fréchet diferencidvel. O operador derivada Fréchet (denotamos por
F'(a)) é linear e limitado e satisfaz

F'(a)h = A~ (a)[hu"],Yh € L*[0,L)]. (2.13)
O operador adjunto de F'(a) também é um operador linear e limitado e satisfaz

Fl(a)'r=u"(a)(A" " (a))*r,Vr € L*[0,L). (2.14)

Proof. Que o operador A(a) é linear, segue diretamente da defini¢do. Vamos entdo provar que
A(a) é uma bije¢do. Considere w € L?[0,L]. Como a € Ad, segue do Teorema de Lax-Milgram [2]
que existe uma tinica solucdo u € H& [0,L] de —au” = w com condi¢des de contorno (1.3). Além
disso, da regularidade eliptica [2] segue que u € H> [0,L], o que conclui a afirmativa. Portanto,
existe A~!(a) (o operador inverso de A(a)) e também é um operador linear.

Para concluir a prova de i) e ii) nos falta provar que A(a) é limitado. Observe que, como a € Ad
e usando que [[u| 2 = {||u”||;2 + ||| 2 + ||ul| ;2 }, obtemos

||A(“)”||L2[07L] =| _au//HL2[0,L] < aH“H”L?[o,L] < a||”HH2[0.L]
(2.15)
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provando que A(a) é, de fato, limitado. O Teorema da Aplicagdo Aberta [13] garante que A~ (a)
¢ limitado.

A demonstracio de iii), segue diretamente da teoria de operadores lineares limitados [13] e de i)
e ii). O que temos que verificar € como o operador adjunto atua. Pela defini¢do de adjunto, temos
que

(A% (a)v,0)12 = v A(@) )2 = (v, —a@") 2 = (= (av)", @) 2
para qualquer ¢ € C3[0,L]. Por densidade de C7[0,L] C L?[0,L], segue que A*(a)v = —(av)".
Para provarmos iv), seja h tal que d := a+h € Ad. Denote por F(a+h) =u(a+h) =i, F(a) =
u(a) := u as respectivas solucdes de (1.2). Pela linearidade de (1.2), segue que a diferenca F (a +
h) — F(a) = ii — u := z satisfaz
—a7" =hi", (2.16)

com condi¢des do contorno homogéneas. Como, por hipétese, i € solucdo de (1.2), temos que
@' = a 'M € L*[0,L]. Assim, com argumentos similares aos usados no Lema 2.1, garantimos
a existéncia de uma tnica solugio z = z(h) € H*[0,L] C L?[0,L] de (2.16). Segue de (2.16) que
esta é linear em h. Defina F'(a)h =: z Gnica solugdo de (2.16). Assim, F'(a) é um operador linear
em h, sempre que a+h € Ad.

Como consequéncia da regularidade eliptica [2], obtemos ainda que F'(a)h =: z (dnica solugdo
de (2.16), satisfaz

1F"(@)hll 2100 = el 20,0y < @™ M 210 172111 210,01 -
Portanto, F'(a) pode ser estendido como um operador linear e limitado (que denotaremos ainda
por F’(a)) em L?[0,L]. Este satisfaz ||||F'(a)|||| < Qil||||M||HL2[o,L] =yl
De i) e ii) segue que F’(a)h = z = z(h) = A(a) " (hu").

Falta mostrar que o operador F’(a) definido acima € de fato a derivada de Fréchet do operador
F, definido em (2.5). Para isso, vamos definir w = F(a+h) — F(a) — F'(a)h = i — u — z, para
qualquer & € L?[0,L] com a+h € Ad. Segue de (1.2) e (2.16) que w satisfaz

A
—aw” =0,

com condi¢des de contorno homogéneas. Pelo principio de continuacdo dnica [2], segue que
w(x) =0,Vx € [0,L] é a tnica solu¢do da equagdo acima. Logo, o operador linear e limitado
F'(a) definido € a derivada de Fréchet de F.

Além do mais, existe o operador adjunto de F’(a), denotado por F’(a)*, que é linear e limitado.

Para acabar a demonstracdo do item iv) temos que verificar (2.14). Seja i € Cy. Portanto,
(F/(a) by = (F(@h) = (nA™ @]y = (' (@)(A (@) k), 217)

para qualquer que seja i € Ci. Como Cj'[0,L] o qual é denso em L?[0,L], o resultado enunciado

segue. Isso acaba a demonstracao. g
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O préximo resultado é um resultado auxiliar para provarmos que o operador F(a) satisfaz a
condi¢do de cone tangente.

Lema 2.2. Assuma as hipdteses HI’) e H2) satisfeitas. Sejam a,a € A. Defina F (a) = u(a) := u,
F(a) = 4(@) := @ e seja F'(a) a derivada de Fréchet do operador F (o qual existe pela
Proposigdo 2.1). Entdo

(F(a)~F(a)—F'(a)(@—a),w)p = ((a—u)",(@—a) (A" (a)"w) 2 (2.18)

para qualquer w € Cy, onde (A~'(a))* representa o operador adjunto do operador A~'(a) (o
qual existe pela Proposicdo 2.1). Proof. Segue das hipéteses que

(F(@) — Fl(a)—F'(a)(@—a),wyp={(@—u)—A""(a)(@—au"),w)p
= (AN @A(a)(@—u) =A™ (@)((@—a)u"),w) 2
a—a)u' ,w)» (2.19)
= (Ala)(@—u) —(@—ay", (A" () w)p2.
Multiplicando o termo (i — u) na equagio (2.19) pelo operador identidade I = A~!(a)A(a), pela

linearidade e continuidade de A~!(a) e como A~!(a) é linear e limitado, definido entre espacos
de Hilbert, sabemos que existe um operador adjunto, o qual foi denotado por (A~ (a))*.

Fazendo as manipulagdes apropriadas e colocando em evidéncia (d@ — a) obtemos de (2.19) que

((a—a)(@ —u"),(A~" (@)" )2

(F(@)—F(a)—F'(a)(a—a),w)p ;
=((@—uw)",(@—a) (A" (a))'w).2, (2.20)

concluindo a demonstracao. O

Para garantirmos a condi¢do do cone tangente precisamos fazer algumas estimativas que serdo
apresentadas nos seguintes lemas:

Lema 2.3. Assumindo as hipoteses do Lema 2.2 satisfeitas. Entdo existe uma constante C| > 0,
tal que

I@—a)a™" (a(A~" (@)"w)" |2 < Cil[(@—a) = | Wl - 22D
Proof. Segue do Lema 2.1 que |[(a(A~1(a))*w)"||;2 = [[(av)"|| 2 = ||[wl]2-

Agora a estimativa segue do fato de a € A C Ad, com C; =a~ ! /2. O

Lema 2.4. Assumindo as hipdteses do Lema 2.2 satisfeitas. Suponha ainda que a,d € A. Entdo

existe uma constante C, > 0 tal que

12((@ - a)a™"Y (a(A™" (@) w)' 2 < Calla —all w2 (2.22)
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Proof. Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
12((a—a)a™") (a(A™ (@) W)'ll2 < 2]|((@—a)a™")'|| 2 ]| (aA™ (@)w) || 2.

e como w € Cy, segue da desigualdade de Poincaré [2] e dos mesmos argumentos do Lema 2.3
que
I(aA™ (@)w)'[l 2 < Cll(aA™ (@)w)"[|2 < Cllwll 2,

_ d(a—a)ta(a—a)

Por outro lado, como ((d —a)a™ ')’ e

, temos da desigualdade triangular e do fato
dea €A, que

~ -1 ) ~ ~ ~
2[(@—a)a™") |2 <a*(lld'lle=lla—all 2 + llall =l (@ — a)'|l 2 < Clla—all

de onde o resultado enunciado segue. g

Lema 2.5. Assumindo as hipdteses do Lema 2.2, e do Lema 2.4 satisfeitas. Suponha ainda para

§ =0ou§ =L tenhamos a(§)=a(§) e d'(§) =a (). Entdo existe uma constante C3 > 0 tal
que

~ - - ~ /2 11/2
I((@—a)a)"(ad™ (@w)l|,2 < Csla—al| * wl],5* (2.23)
Proof. De acordo com as hipdteses do Lema e de uma integracio por partes temos
I((@=a)a™")"(a(A™" (@) +w)7> < (@~ a)a™") (a(A™" (@) *w)'l| 2.
Agora a estimativa segue com os argumentos do Lema 2.4. U

Vamos provar agora o dltimo resultado antes de verificarmos que a condi¢do do cone tangente é
valida para o problema de identifica¢do do coeficiente.

Proposicao 2.2. Assumindo as hipdteses dos Lemas 2.2 - 2.5 sejam satisfeitas. Entdo, existe uma

constante K (que depende somente de L,a,a), tal que

(@—u)’, (@—a)(A™ (@) W)z < KI|F(@) — F(a)]| 21— all g ] (2.24)

Proof. Primeiramente, da hipdtese de a € A, da integracdo por partes duas vezes e algumas
manipulagdes, obtemos

(@—w)" (a-a) A @) w)y = ((@—w)"[(a-a)a " laA (@)W).
= lla—ul20[(@-a)aa(a™ (@) w)" 2,

onde usamos novamente a nota¢do de que F(d) =iie F(a) = u.
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Derivando [(d@ —a)a~'a((A~"(a))*w]" e usando a desigualdade triangular, obtemos que
li@—a)a"la(A™ (@) w)" 2 < |l[@—a)a™"]"a(A™"(a)) w2
+ 2(@—-a)a™" (a(A™ (@) W)’ 2
+ |l@—a)a")(a(A™"(a))'w)" |2

Agora, o resultado segue diretamente das estimativas acima e dos Lemas 2.3, 2.4 e 2.5,
respectivamente. U

O préximo teorema garante a condi¢éo de cone tangente para o operador F(a).

Teorema 2.2. Assuma as hipdteses da Proposicdo 2.2 satisfeitas. Seja K como na Proposi¢do 2.2.
Entdo, a condigdo do cone tangente

IF(@) —F(a) = F'(a)(@—a)ll 2 < m||F(a) - F(a)ll2 (2.25)
é satisfeita, para N := K||@ —a||g < 1/2, sempre que d,a € Byp(a*), para p suficientemente
pequeno.
Proof. Segue do Lema 2.2 e da Proposi¢ao 2.2 que existe uma constante K > 0 (independente
de a,a) tal que

(F(@) - F(a)~ F'(a)(@—a),w)2 <Klla—alp [F@ - F@lzlwlz.  @226)

Tomando o supremo |[w|cz < 1 em ambos os lados da equagdo acima, juntamente com a
densidade de Cj’ em L%, obtemos

|F(a)=F(a)-F'(a)(@—a)l,z < Klla—aly|F(@)—F(a)l.- 2.27)

Disto, a demonstracdo segue da escolha de p como na hipétese.

3 METODOS ITERATIVOS PARA IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE DE
RIGIDEZ

Existe uma gama bastante variada de métodos iterativos de regularizagdo para problemas
inversos. Um apanhado geral de tais métodos podem ser consultados em [1, 10] e referéncias.

Neste trabalho, para a identificacdo do coeficiente de rigidez a(x), focaremos em métodos cuja
iteracdo € descrita por

af =ddvaysl,  sc=Faf) (u® —F(af)) (3.1)
onde, F(-) e F'(-)* sdo os operadores parimetros-para-medidas definido em (2.5) e o operador

adjunto da derivada de Frechet como na Proposi¢do 2.1- item iv). O sufixo § representa a iteragdo
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para dados com ruidos u®. A iteragdo para dados exatos & = 0 é definida da mesma forma, sem
o sufixo J.

Nesta contribui¢cdo consideraremos somente 0s casos em que 00,;s ¢ definido por
52
5. szl

'k e S 8 ]
1F"(a?)s? |2

ou a)k =1, (3'2)
cuja escolha define os métodos iterativos de steepest descent ou Landweber, respectivamente.

Veja [1, 10] para maiores detalhes da derivag@o de tais métodos iterativos.

O préximo teorema resume os resultados de convergéncia e estabilidade dos métodos iterativos
que serdo utilizados para os testes numéricos deste trabalho.

Teorema 3.3. [Convergéncia e estabilidade] Assuma as hipoteses H1) - H2) satisfeitas. Além
disso que ap = ag €B, (a*). Entdo a iteracdo (3.1), com qualquer escolha de a),gS dada por (3.2)
satisfaz:

i) [Convergéncia] klim ay = a* quando 6 = 0.
—$o0

ii) [Estabilidade] Seja 6 > 0. Assuma que a iteragdo (3.1) é parada de acordo com o principio
da discrepancia, isto ¢, no primeiro k% tal que |[u® — F(al.)|| < 8 < |[u® — F(ad)||
para algum T > 1. Entdo a iteracdo (3.1) produz uma sequéncia (a,’f*) que ¢ estdvel e
convergente, com relagdo ao nivel de ruidos 8, quando 6 — 0.

Proof. A demonstragdo segue da teoria geral de convergéncia de métodos iterativos em [10,
Cap 2], haja visto que o operador F(a) satisfaz os resultados de continuidade (Teorema 2.1),
da Frechet diferenciabilidade (Proposi¢ao 2.1) e da condi¢do do cone tangente (Teorema 2.2),
respectivamente. 0

4 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo, apresentamos algumas simulacdes numéricas para a identificacdo do coeficiente
a(x) utilizando os métodos iterativos discutidos na Seg¢do 3.

Neste trabalho, os dados sdo obtidos de forma sintética, a partir da solugdo analitica u = u(a*)
para (1.2), para o coeficiente a*(x) (solugéo do problema inverso) conhecido, para x € [0,1]. Os
dados com ruidos u® sdo obtidos a partir da solucdo u em (1.2) com um ruido de magnitude 6,
obtido aditivamente, gerado por uma varidvel aleatéria com distribui¢do uniforme I', tomando
valores em [—1,1]. Em outras palavras, consideramos que os dados sdo tal que u® = u+ 4T,
satisfazendo ||u — u®| < 8. Os valores de § serdo especificados em cada experimento numérico.

A Tabela 1 descreve, esquematicamente, os passos a fim de obtermos o coeficiente de forma
iterada®.

40 algoritmo apresentado na Tabela 1 foi implementado, passo a passo pelos autores, utilizado a linguagem Phyton.
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Tabela 1: Algoritmo para métodos iterativos

Passo 1 Escolha um chute inicial ay = ag € By(a*) e para os parametros 0, T, Y e p.
Passo 2 Enquanto k < k*, onde k* satisfaz o principio da discrepancia descrito
no Teorema 3.3, faca os passos a seguir:

Passo 3 Dada a forga atuante f;

Resolva o problema a,‘? u’ (al‘?) = M com as condig¢des de contorno (1.3).

Passo 4 Avalie o residuo r = u9 — F(a?) onde F(af) é a solugio calculada no
Passo 3.

Passo 5 Para calcular F'(a®)*ry resolva M /advy onde vy é a solugio de

—(a,f v)"” = ry com as condigdes de contorno apropriadas.

Passo 6 Atualize a,‘? 1 de acordo com a iterag@o (3.1).

Passo 7 Volte para o Passo 2.

Passo 8 Caso contrario a,‘j 1 € asolugdo regularizada.

Em todos os exemplos numéricos que seguem, as EDO’s a serem resolvidas nos passos do al-
goritmo descrito na Tabela 1 sdo obtidas pelo método de diferengas finitas, para x € [0,1], nos
pontos x; = i/N, onde i = 0,1,2,...,N, para N = 50 pontos. O custo computacional estd asso-
ciado, basicamente, a solu¢do de duas EDO’s de segunda ordem nos Passos 3 e 5 do algoritmo
apresentado na Tabela 1. Isto é, uma EDO, para determinar u(a;), solugédo do problema direto
(assumindo que M ¢é conhecida) e, em seguida, outra EDO para determinar F’(ay); (dire¢do do
passo no método iterativo).

Apresentaremos dois exemplos numéricos, o primeiro para o coeficiente a*(x) = 1 e o outro para

a*(x) = 5 ij' Para cada exemplo iremos mostrar as iteragdes dos métodos para dois niveis de

ruidos diferentes, obtendo os coeficientes aproximados em cada um deles. Em todos os exem-

plos apresentados abaixo, o chute inicial foi ag(x) = 0,75, para x € [0, 1]. Esta escolha para
ap foi tomada para os experimentos numéricos por representar uma escolha neutra, em termos
de informacdes a-priori de ambos os experimentos numéricos aprestados. Como o problema
de identificagdo do coeficiente de rigidez é ndo-linear, outras escolhas para ay, satisfazendo as
hipéteses do Teorema 3.3, podem, eventualmente, levar a resultados qualitativos e quantitativos
distintos. Mas esse nao € o foco de nossa abordagem.

Exemplo 1: Neste exemplo, supomos que estamos aplicando uma for¢ca f(x) = 1 em uma

viga que satisfaca a equagdo de Euler-Bernoulli (1.2), com condi¢des de contorno (1.3), com

X x x2

coeficiente a*(x) = 1. A solugdo de (1.2) para este caso é u(x) = 5 — % + 7.

As Figuras 1-(a)-(f) mostram os coeficientes recuperados a,‘f* pelos métodos iterativos apresen-
tados na Secao 3, implementados de acordo com o algoritmo apresentado na Tabela 1, para
diferentes niveis de ruidos 6. A Figura 1-(a)-(b) mostram o coeficiente identificado af* para o
nivel de ruidos 6 = 0,01. A iteragdo de Landweber e de steepest descent satisfizeram o principio
da discrepancia para k* = 118 e k* = 85, respectivamente, determinando a regra de parada de
cada método. Na Figura 1-(c)-(d) apresentamos a iteragdo a,f*, quando diminuimos o nivel de
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ruido para 6 = 0,001. Para este caso, os critérios de parada pelo principio de discrepincia foram
atingidos em k* = 651 para a iteragdo de Landweber e em k* = 132 para a iteracdo de stee-
pest descent. Por fim, a Figura 1-(e)-(f) apresentamos a iteragao a,‘j*, para o nivel de ruido para
6 = 0,0001. Para este caso, os critérios de parada pelo principio de discrepancia foram atingidos
em k* = 905 para a iteracdo de Landweber e em k* = 161 para a iteragio de steepest descent.

E possivel verificar nos exemplos numéricos apresentados na Figura 1 que o critério de parada
k* = k*(0), dado pelo principio da discrepancia, é um fungdo mondétona do nivel de ruidos &,
como enunciado no Teorema 3.3-ii).

Na Figura 2, apresentamos o comportamento do residuo para a iteragdo de Landweber (Figura 2-
a)) e para a iteracdo de steepest-descent (Figura 2-b)), respectivamente, para a recuperagdo do
coeficiente a do Exemplo 1, com nivel de ruidos 6 = 0,001, até o critério de parada dado pelo
principio da discrepancia (como no Teorema 3.3) ser atingido.

Exemplo 2: Para este exemplo, suponha que uma for¢a f(x) = 1 é aplicada em uma viga sa-
tisfazendo a equacdo de Euler-Bernoulli (1.2), com condi¢des de contorno (1.3), cujo coefi-

ciente de rigidez é dado por a*(x) = ﬁ A solugéo de (1.2)-(1.3) para este caso é u(x) =
3 2

BUAE Bt o Rk R

Nas Figuras 3-(a)-(d) mostram os coeficientes recuperados a,‘g* pelos métodos iterativos apre-
sentados na Sec¢do 3, implementados de acordo com o algoritmo apresentado na Tabela 1, para
diferentes niveis de ruidos &, para o Exemplo 2. As Figuras 3-(a)-(b) mostram o coeficiente iden-
tificado a,f* para o nivel de ruidos 6 = 0,0001. A iteracdo de Landweber e de steepest descent
satisfizeram o principio da discrepancia para k* = 6075 e k* = 173, respectivamente, determi-
nando a regra de parada de cada método. Na Figura 3-(c)-(d) apresentamos a iteragao a,‘f*, quando
aumentamos o nivel de ruido para 8 = 0,001. Para este caso, os critérios de parada pelo principio
de discrepancia forma atingidos em k* = 5601 para a iteracdo de Landweber e em k* = 152 para
a iteracdo de steeped descent.

Podemos perceber pelos testes numéricos apresentados que os métodos iterativos recuperam o
coeficiente de rigidez af* de forma estdvel e convergente comprovando o que discutimos na
Secdo 3. Além disso, os resultados obtidos nos exemplos quando comparados os métodos, em
cada nivel de ruido, sdo muito semelhantes. Contudo, a disparidade estd no nimero de iteracdes
calculadas até que cada método atinja o critério de parada. Isso nos mostra que para o problema
de identificac@o do coeficiente estudado a iterag¢do de steepest descent converge mais rapido que
a iteracdo dada por Landweber. De fato, esse resultado ja era esperado pois, enquanto que em
Landweber a escolha de @, = 1 € fixa, na iteracdo de steepest descent a escolha de co,;S depende
de cada nova iterag¢do. Esta escolha adaptativa de @y na iteracdo de steepest descent favorece
o algoritmo ainda mais na recupera¢do de um coeficiente menos trivial, como o apresentado
no Exemplo 2. Ainda, o fato do critério de parada nos resultados numéricos serem uma fun¢do
mondétona do nivel de ruidos 8 confirmam os resultado tedrico previstos no Teorema 3.3.
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a(x)
20
== - Coeficiente exato.
150 —— Coeficiente reconstruido — Landweber.
1.0
051
I I I I = ox
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Coeficiente reconstruido a,‘?* pelo método iterativo de
Landweber para k* = 118 quando 6 = 0,01.

a(x)
201
--- Coeficienteexato.
15 — Coeficientereconstruido — Landweber.
10
05F
. . . . Loy
00 0.2 04 0.6 0.8 1.0

(c) Coeficiente reconstruido a,‘?* pelo método iterativo de
Landweber para k* = 651 quando 6 = 0,001.

a(x)
20
— — - Coeficiente exato.
15+ — Coeficiente reconstruido — Landweber.
1.0
05-
I I I I = x
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(e) Coeficiente reconstruido a]f* pelo método iterativo de
Landweber para k* = 905 quando 6 = 0,0001.

a(x)
20
— - Coeficiente exato.
150 —— Coeficiente reconstruido — Steepest Descent.
o— e T e
0.5+
I I I I = x
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b) Coeficiente reconstruido af* pelo método iterativo de
steepest descent para k* = 85 quando 6 = 0,01.

a(x)
20
—— - Coeficiente exato.
15+ —— Coeficiente reconstruido — Steepest Descent.
w———- -
05
I I I I = x
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

(d) Coeficiente reconstruido af* pelo método iterativo de
steepest descent para k* = 132 quando & = 0,001.

a(x)
20
— — - Coeficiente exato.
15+ —— Coeficiente reconstruido — Steepest Descent.
1.0 —
0.5
I I I I =X
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(f) Coeficiente reconstruido a,‘; pelo método iterativo de
steepest descent para k* = 161 quando 6 = 0,0001.

Figura 1: Identificac@o do coeficiente de rigidez a(x) para o Exemplo 1.
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0.5

A L L L L h L P A,
20 40 60 80 100 120 k lleragoes

(a) Norma L? do residuo pelo método iterativo de
Landweber quando 6 = 0,01.

k iteragoes

(b) Norma L? do residuo pelo método iterativo de steepest
descent 6 = 0,01.

Figura 2: Norma L? do residuo para a simulagdo apresentada Exemplo 1 com 8 = 0,01.

a(x) a(x)
1.0 1.0
— — - Coeficiente Exato. 7 — — - Coeficiente Exato.
081 . 7 081 .
—— Coeficiente Reconstruido — Landweber. T AC— —— Coeficiente Reconstruido — Steepest Descent.
=
061 _—
0.4
02r 02r
I I I I , I I I I ,
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 x 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 x

(a) Coeficiente reconstruido a,‘?* pelo método iterativo de
Landweber para k* = 6075 quando 6 = 0,0001.

a(x)

— — - Coeficiente Exato. .
0.8+ - -
—— Coeficiente Reconstruido — Landweber.

(b) Coeficiente reconstruido af* pelo método iterativo de
steepest descent para k* = 173 quando & = 0,0001.

a(x)

— - Coeficiente Exato. .

—— Coeficiente Reconstruido — Steepest descent. R

04
02F 02}
. . . . Cx . . . . Cx
00 02 04 06 038 1.0 0.0 02 04 06 038 10

(c) Coeficiente reconstruido a,‘?* pelo método iterativo de
Landweber para k* = 5601 quando & = 0,001.

(d) Coeficiente reconstruido a,‘f* pelo método iterativo de
steepest descent para k* = 152 quando 6 = 0,001.

Figura 3: Identificac@o do coeficiente de rigidez a(x) para o Exemplo 2.
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Os resultados de reconstrugio apresentados nesta contribuicdo sdo comparaveis, em termos qua-
litativos, aos obtidos em [14] usando regularizacdo por molificagdo e em [15] usando o método
de regularizacao de Tikhonov.

5 CONCLUSOES

Neste trabalho provamos condigdes suficientes com relag@o ao operador pardmetro-para-medidas
F(a), num problema de vigas modelado pela equacéio de Euler-Bernoulli, de forma a garantir que
métodos iterativos de regulariza¢@o, como os de Landweber e steepest descent fornegam solucdes
estdveis e convergentes para a reconstrucdo do coeficiente de rigidez a(x), com relagéo ao nivel
de ruidos nos dados das deflexdes da viga u®. Tal abordagem tedrica se mostra necessdria, haja
visto que o problema de identificagdo do coeficiente de rigidez a(x) é mal posto no sentido de
Hadamard. De fato, este problema ¢é instdvel com relacdo as medidas, uma vez que, qualquer
inversa para o operador F(a) (mesmo que linearizado) deve ser um operador ilimitado, pois
F(a) é compacto (veja Teorema 2.1). Apresentamos ainda uma série de exemplos numéricos que
suportam os resultados tedricos de convergéncia e estabilidade das solu¢des aproximadas para o
problema de identificag¢do do coeficiente de rigidez, através dos métodos iterativos de Landweber
e steepest descent. De fato, os resultados numéricos mostraram que tais métodos recuperam o
coeficiente aproximado de forma estdvel com diferentes niveis de ruidos nas medidas. Ainda,
em termos qualitativos, € possivel perceber que as iteragdes de Landweber e steepest descent
proporcionam resultados bem semelhantes. No entanto, estes diferem sensivelmente quanto ao
nimero de iteracdes necessarias até que seja atingido o critério de parada. Haja visto que, em
cada iteracdio sdo necessdrias a solucdio de duas EDO’s, a iteracdo de steepest descent é muito
mais rapida e acumula menos erros (devido a discretizacdo) que a iteragdo de Landweber.

Outros métodos iterativos de regularizacdo, em especial, métodos de segunda ordem como
métodos do tipo-Newton [10], serdo fruto de investigacdes futuras.

ABSTRACT. In this contribution, we analyze the identifiability of the stiffness coefficient
inverse problem in beams modeled by the Euler-Bernoulli equation, from measurements of
the beam deflection. We present the problem in the form of a parameter-to-measure opera-
tor equation, for which we prove important properties, such as compactness and continuity.
We also show that the parameter-to-measure operator is Fréchet differentiable and that it
satisfies the tangential cone condition. These properties are sufficient to recover in a sta-
ble and convergent way (regularization method) the stiffness coefficient through iterative
methods such as Landweber and Steepest descent. Finally, we present the stability effects
of the approximate solutions concerning measurements with different noise levels through
numerical examples.

Keywords: beam stiffness coefficient identification, iterative methods, regularization,
inverse problems.
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