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ANALISE COMPARATIVA DO MODELO DE COBB-DOUGLAS
COM ERRO ADITIVO E MULTIPLICATIVO *

MANUEL LUIZ FIGUEIRDA **
F. PIMENTEL GOMES **
INTRODUGAO
Como e do conhecimento dos estudiosos do assunto, a fun-
cao de Cobb-Douglas tem sido ajustada a dados de observacao a

traves de modelo matematico com erro multiplicativo.

0 procedimento geral tem sido o de adotar o modelo

B8
Y =o¢x?‘ X°2 .. x N (1 +e).
2 n

com, a >0, X,>» 0, (h=1,2...,n).
Apos aplicacao de logaritmo, obtém-se
log Y=Tloga+By log Xy + By log X, + ... + By log X, +

+ log (1 + €).
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onde para
y = log Y
a = log o
xp = log Xp
e = log (1 + ¢€)
tem=-se
y = a+ Byxp + Boxa + ...+ Byx, + e,

que e uma equacao de regressao linear multipla de aplicacao
bem conhecida.

0 que se pretende com este trabalho e, para a formamais
simples da funcao de Cobb-Douglas, adotar a praxe, isto e,
usar no modelo matematico o erro como fator multiplicativo, e
logo em seguida trabalhar o mesmo modelo com erro aditivo.

Adotando o criterio da menor soma de quadrado de resi-
duo, se pretende comparar as regressoes obtidas atraves dos
procedimentos citados.

MODELQOS ESTATTSTICOS
Primeiro modelo (erro multiplicativo)
Seja
B
comA>0,B>0eX; >0, (i =1, 2,...,N).
Apos aplicacao de logaritmo, obtém-se

LYi = LA + BL Xi + L(1 + Ei).

aqui se indica por LYi o logaritmo neperiano de Yi'
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Com
vp =Lt Yo
a =LA,
x. =L X, ,
i [
e. = L1 + Ei)
tem-se,
y. = a + Bxi + ei R

-

que € uma equacao de regressao linear simples.
Como e do conhecimento geral, a solucao do sistema

Na + B X X, = Zyi

ain+BZx%=inyi

fornece as estimativas a e B, onde A = exp a.

Segundo modelo (erro aditivo)
Seja

YI=AX'EB+ei

comA >0, B>0, X, > 0, (i =1,2,...,N), onde A e B sao pa-

rametros, e, e o erro aleatorio que se supoe com distribui-
cao normal de media zero e variancia o2, logo:

z =7 e? = z(\/i - AX?)Z. (1)

Diferenciando (1) obtém=-se:

0z 0z

dZ=-é-KdA+-8-§dB

onde,

B

i

"2- 'a'—"—"-Z(Y' - AXI
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] 9z

_ _ By B
T IB - A Z(Yi AXi) Xi (in) (3)
AT indica-se por LX, o logaritmo neperiano de X Por-
tanto, as equagoes normalé sao:
(Y, - 9 X0 =0 (4)
(v, - 9) X2 (1x;) =0 . (5)
b

com ?i = aXi.

Note-se que a e b sao as estimativas de A e B, respec-
tivamente.

E evidente que se esta admitindo a condigao suficiente,
para a e b serem pontos de minimo da soma de quadrado dos des
vios, isto €, que a diferencial segunda de (1) em relagdo a a
e b seja definida positiva.

Admite -se existentes as condigoes para o desenvolvimen
to de uma fungao pela formula de Taylor, e aplicou- se esse pro
cedimento as equacoes (4) e (5), temos o sistema

/
azxPo (x) - )
o i i
*
zxfbo Aa + Ap=2(Y, -Y.) x?o
* b
N £(Y, - Y.) X0 (LX,)
i | i i
(
a 5 x2Po (LX.)? - w
o | | .
*
%xzbo (in% pa + Ab=E (Y=Y )X 0 (LX)
*
- (Y, - v.) xPo(Lx, )
i i i Ny
~ | * b
onde a, e b, sao estimativas preliminares, e Y. = apX;°.
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*
Fazendo-se f, = X?bo , 9y = (Yi - Yi) X?O e 2

| . = LX.,

] i

esse sistema, escrito na forma matricial e:

(Zfl a, Zf] Q] - ZQIQA\ Qa\ (Zg] \
2 ) = ()
xf, 2 a f., ¢ g, 4% Ab 2g,2
1 71 o 1 7l 171 171
\ ) V)L )

Ocorre, porem, que a primeira matriz acima pode ser de-
composta da seguinte forma:

Zfl a, ZF]R] 0 Zglﬁl
2 | 2
Os elementos da segunda matriz ou sao nulos ou sao so-
mas ponderadas de desvios. Entao, os valores absolutos dos
seus elementos devem ser pequenos em comparacao com os valo-
res absolutos dos elementos da primeira matriz. Assim sendo,
temos, aproximadamente:

/ (
Zf] a, ZFIR{\ Aa \ %g] \
) _ (8)
Zflll a, ZFIQI Ab Zglﬂl
\ ) o\ \ /

Tais sao as equacoes do método de Gauss-Newton.

Admite-se que a primeira matriz do primeiro membro do
sistema (B) seja nao-singular, de onde resulta ser ele compa-
tivel e determinado, isto €, com uma unica solucgao.

Dada uma amostra de tamanho N de pares (X., Y.) e esta-
belecidos os valores das estimativas preliminares 'a eb ,
obtém-se, com a soluc3o do sistema (B), na aplicacao do mét3-
do de Gauss-Newton, os valores dela elAb. Se essas corregoes
nao forem despreziveis, obtém-se aj, = a} + la, b} = by + Ab.
A seguir, utilizando-se aj e bj como novas estimativas preli-
minares, os calculos sao refeitos, obtendo-se novas corregoes
de Aa e Ab.



470 Anais da E.S.A. "Luiz de Queiroz'

Admitindo-se que o processo seja convergente, isto e ,
que os valores das corregSes tendam a zero, os calculos sao
repet:dos até que as corregoes Aa e Ab sejam consideradas des
preziveis. Chega-se, assim, as estamatlvas aeb deA e B,
obtidas pelo método dos quadrados minimos.

EXEMPLO DE APLICAGAO

Tabela 1 - Dados obtidos por simulagao, por PERRE DA  SILVA
(1978). A dose zero com suas repeticoes foram re-
tiradas pelo autor

Repeticoes Totais
X 12 22 33 42
0,2 52,8 50,4 55,0 56,2 214, 4
0,4 70,0 68,4 66,2 75,0 279,6
0,6 88,0 87,0 85,8 84,0 344,8
0,8 103,0 101,0 100,8 99,2 LokL,0
1,0 109,4 111,0 110,0 109,6 L40,0
1,2 120,0 119,8 121,0 115,2 476,0
1,4 128,0 129,0 127,0 128,0 512,0
1,6 133,4 132,6 131,0 131,0 528,0
1,8 135,0 132,0 134,0 131,0 532,0
2,0 - 132,0 134,0 130,0 128,0 524,0
2,2 130,0 127,0 130,0 129,0 516,0
2,4 119,0 117,0 124,0 120,0 480,0

Calculando-se a regressao pelo primeiro modelo (erro

multiplicativo) obteve-se a equagao estimada

Y = 103,5268 x 03705

usada na analise de variancia da Tabela 2.
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Tabela 2 - Analise de variancia da regressao, onde se adotou
o erro multiplicativo

Causas devariagao  G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao ] 26.934,1767 26.934,1767 5.783,96*%*
Desvios da regressao 10 L.073,7000 Lo7,3700 87,48**
(Tratamentos) (11) (31.007,8767)

Res iduo 36 167,6400 L 6567

Total L7  31.175,5167

Observa-se na Tabela 2 efeito altamente significativo,
tanto para a regressao como para os desvios da regressao.

Ao aplicar a regressao pelo segundo modelo (erro aditi-
vo), pelo método de Gauss-Newton, com valores iniciais a, =

2 - %
103,5268, by = 0,3705, obtiveram-se, apos cinco iteragoes,
a = 104,8620,
b= 0,3248,

cuja equagao correspondente e:

¢ = 104 8620 x0»3248

A Tabela 3 mostra as correcoes obtidas com as iteracoes,
quando se aplicou esse metodo.

A Tabela L4 apresenta a analise da variancia da regres-
sao com a funcao ajustada pelo metodo de Gauss-Newton.

Observa-se na Tabela 4 efeito altamente significa

tivo, tanto para a regressao como para os desvios de
regressao.
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Tabela 3 - Corregoes correspondentes as iteracoes do modelo
em estudo pelo méetodo de Gauss-Newton

| teracgoes
COrregoes  =======mmmmmme e ecmmcm—e——eee--
12 28 32 La 5a
Aa 6,1111 -0,8316 0,07250 -0,01360 0,002200
Ab -0,0515 0,0068 -0,00120 0,00021 -0,000042

Tabela 4 - Analise de variancia da regressao, onde se adotou
o erro aditivo

Causas de variacao G.L. S.Q. Q.M. F
Regressdo I 27.351,2295 27.351,2295 5.873,52%%
Desvios da regressao 10 3.656,6472 365,6647 78,52%%*
(Tratamentos) (11) (31.007,8767)

Residuo 36 167,6400 L,6587

Total L7 31.175,5167

CONCLUSOES

a) Para o modelo ajustado aos dados do ensaio conclui-
se que o modelo que adotou erro aleatorio aditivo a-
presentou um melhor ajustamento que o tradicional de
erro aleatorio multiplicativo;

b) a convergéncia ocorreu com bastante rapidez, de tal
sorte que poucas iteracoes foram necessarias.
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Tabela 5 - Demonstrativo do comportamento das funcoes ajusta

139,3510

das
X Y9 =103,5268x3705 §_¢ (Y - 17?2
0,4 69,90 73,7252 -3,8252 14 6322
0,6 86,20 85,6757 0,5243 0,2749
0,8 101,00 95,3120 5,6880 32,3533
1,0 110,00 103,5268 6,4732 41,9023
1,2 119,00 110,7617 8,2383 67,8696
1,4 128,00 117,2717 10,7283 115,0964
1,6 132,00 123,2195 8,7805 77,0972
1,8 133,00 128,7156 4,28L44 18,3561
2,0 131,00 133,8395 - 2,8395 8,0628
2,2 129,00 138,6502 - 9,6502 93, 1264
2,4 120,00 - 143,1928 -23,1928 537,9060
1018,4250
Y 7 =104,862%x0,3248 7 -9 7 - 92
0,2 53,60 62,1716 - 8,5716 73,4723
0,4 69,90 77,8694 - 7,9694 63,5113
0,6 86,20 88,8303 - 2,6303 6,9185
0,8 101,00 97,5307 3,4693 12,0360
1,0 110,00 104,8619 5,1381 26,4001
1,2 119,00 111,2591 7,7409 59,9215
1,4 128,00 116,9715 11,0285 121,6278
1,6 132,00 122,1563 9,8437 96,8984
1,8 133,00 126,9200 6,0800 36,9664
2,0 131,00 131,3385 - 0,3385 0,1146
2,2 129,00 135,4679 - 6,4679 41,8337
2,4 120,00 -19,3510 374, 4612

914,1618
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METODO

Na execucao do exemplo de aplicagao utilizou-se uma ma-
quina HP-25, através dos seguintes programas:

Agustamento do primeiro modelo (erro multiplicativo)

PROGRAMA - 1

fLN RCL7
0 X
gxz CHS
STO+2 RCLL
Ry +
x VY RCL3
fLN :
I+ ge X
GTO 00 STO O
RCLS R/S
RCL7 RCL1
RCLY R/S
X x2Y
RCL3 Ry

: X

- RCL2
RCL6 RCLA
RCL7Y g x2
g x? RCL3
RCL3 :

GTO 00

STO |
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~ Dados de Dados de
Etapa Instrucoes entrada Teclas calda
| Gravar o programa f REG f PRGM
2 Iniciar f REF f PRGM
3 Para i=1,...,n introduzir
o valor de X Xi 4
e o valor de Y Yi R/S i
L Computar as constantes GTO 10 R/S a
o
R/S b,
5 Coeficiente de determinagao R/S r2

Ajustamento do segundo modelo (erro aditivo)

Programa - 2

fLN
ST06
fLASTx

FYX
STO5
R/S
x¥Y

RCLS

STO+7
RCL6

STO+2
RCL6

STO+1
RCL5S

gx2

STO+3
RCL6

STO+4
RCL6

ST0+0
GTO 00
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~ Dados de Dados de
Etapa Instrucoes entrada Teclas salda
] Gravar o programa
2 Iniciar f PRGM
3 Para i=1,...,n introduzir
o valor x X R/S
e o valor de Y Y. R/S
. RCLO=Ex?Po(Lx) 2
RCLI=ZxE°(AY)(Lx2)
o
RCL2=Zx2 (AY) (Lx)
bo
RCL3=A XZbO(LX)
RCL4=A x, (Lx)
bo
RCL5= x
RCL6= Lx
RCL7= Z(AY) xP©
*
Obs.: Aqui AY =Y. - Y,

Inversao de uma matriz de 22 ordem

Programa - 3

RLCL RCLO
RCL1 ; :

X CHS
RCL2 R/S
RCL3 RCL3
X RCLO
STO O CHS
R/S R/S
RCL4 RCL1
RCLO RCLO
R/S GTO 00

RCL2
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Etapa Instrugoes nggiagg Teclas ng?zade
] Gravar o programa

2 Armazenar a matriz an STO 1
a2 STO 2
aj STO 3
assy STO 4

Calculo de determinante 0 PRGM R/S DET

L Calculo damatriz inversa R/S a;;

R/S a;%

R/S ai%

R/S aié

SUMMARY

A COMPARATIVE ANALYSIS OF COBB-DOUGLAS MODEL WITH
ADDITIVE AND MULTIPLICATIVE ERROR

Thispaperdiscussesthefittingcﬁ’aCobb;Douglasresponse

curve Yi = aX? , with additive error, Yi = uX? e, instead

of the usual multiplicative error Y, = aX? (1 + e;).

The estimation of the parametersa and RBis discussed.
An example is given with use of both types of error.
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