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Resumen

En este documento nos interesa abordar el problema de la ensefianza del &lgebra bajo el punto de vista del marco
tedrico de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM). En nuestro estudio, realizamos dos experimentaciones,
una en Québec y otra en México. En la investigacion, hemos considerando la visualizacién que se pone en
marcha, una vez que el individuo comunica sus ideas a otros (0 a si mismo), y construye relaciones entre los
elementos en juego, incluyendo articulaciones entre representaciones. La evolucidon de estas construcciones
cognitivas dentro de una perspectiva de los procesos de significacién, necesita de experiencias compartidas, en
lo que nosotros hemos designado como una ensefianza y aprendizaje en colaboracion, debate cientifico y
autorreflexién (ACODESA), bajo el punto de vista de la teoria de la actividad. Especificamente, se investiga en
torno a los numeros poligonales (en especial los nimeros triangulares), en un ambiente de papel, lapiz y
tecnologia. Nuestra interpretacion sobre los procesos cognitivos de una poblacién de alumnos (14-15 afios) de
una escuela secundaria en México siguen el marco teérico de los ETM. Esta interpretacion se centra en el paso
de un plano epistemolégico hacia un plano cognitivo en donde la actividad matemética permite una articulacion
de procesos de visualizacion, produccion y procesos de validacion aritmético-algebraicos que proporcionan un
suporte precisamente a un pensamiento aritmético-algebraico.
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Abstract

In this paper, we want to address the problem of teaching algebra from the point of view of the theoretical
framework of Mathematical Working Spaces (MWS). In our study, we carried out two experiments, one in
Quebec and one in Mexico. In this research, we consider the visualization has started, once the individual
communicates his ideas to others (or himself) and builds relationships between the elements involved, including
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articulations among representations. The evolution of these cognitive structures within a perspective of the
processes of objectification, requires shared experiences in which we have designated as a teaching and
collaborative learning, self-reflection and scientific debate (ACODESA) under the point of view of activity
theory. Specifically, it investigates polygonal numbers (especially triangular numbers) in an environment of
paper, pencil, and technology. Our interpretation of students’ (14-15 year old) cognitive processes of a
population at secondary school in Mexico, following the theoretical framework of the ETM. This interpretation
focuses on a step towards a cognitive epistemological plane, where mathematical activity enables articulation
among visualization processes, production processes, and arithmetico-algebraic validation providing a support
precisely to an arithmetico-algebraic thinking.

Keywords: ACODESA. Mathematical Working Spaces. Arithmetico-Algebraic Thinking.

1 Introduccién

Nuestra investigacion se centra en la importancia de generar un pensamiento
articulado al pensamiento aritmético y al pensamiento algebraico. Realizamos
experimentaciones en Quebec (alumnos de 12-13 afios) y México (de 14-15 afios). En este
documento, nos restringiremos a la poblacion de México, alumnos de 3° de secundaria sobre
la posibilidad de construir un pensamiento aritmético-algebraico lo suficientemente solido,
que les permita validar a los alumnos sus procesos de abstraccion y generalizacion (aspectos
que discutiremos mas adelante) hacia un pensamiento algebraico, desde un apuntalamiento
ligado al pensamiento aritmético y viceversa. De hecho, nuestra propuesta consiste en la
construccién de un pensamiento aritmético - algebraico (de aqui en adelante lo denotaremos
como PA-A) con estudiantes de secundaria. Para llegar a ello, primero analizaremos lo que en
la literatura se entiende por pensamiento aritmético y por pensamiento algebraico, enseguida
haremos referencia a la importancia de considerar una articulacién entre dichos pensamientos
y lo relacionaremos con los ETM, para considerar nuestra experimentacion bajo este marco

tedrico, finalizando con una discusion sobre los resultados encontrados.

1.1 ¢ Qué es un pensamiento aritmético?

Verschaffel y De Corte (1996), caracterizan el pensamiento aritmético en la escuela
primaria como la estructura cognitiva que tiene que ver con:
e Conceptos numéricos y sentido de los nimeros,
e El significado de las operaciones aritméticas,
e Control de hechos béasicos de la aritmética,
e Calculo mental y escritura de la aritmética,

e Lecturay escritura de problemas verbales y habilidades aritméticas.
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En cierta medida, podemos decir que la estructura promovida por Brownell (1942) ha
prevalecido en el siglo pasado, él propuso que la inteligencia se debia medir en la resolucion
de problemas verbales aritméticos en el contexto escolar y no como los psicologos de la época,
que se centraban en intentar medir la inteligencia con problemas de tipo puzzle en donde el
insight era el elemento principal para la resolucion de ese tipo de problemas.

Regresando a Verschaffel y De Corte, podemos decir que estos autores implicitamente
incluyen los procesos de abstraccion en la resolucion de problemas verbales; sin embargo, los
procesos de generalizacion no parece que fueran considerados de manera explicita en la
década de los 90s. La particion en esa época era muy clara, aritmética para primaria y el
algebra para secundaria. De hecho, esta tradicion curricular impulsé un cierto tipo de
investigacion, centrada en la busqueda de cortes entre la aritmética y el algebra (FILLOY;
ROJANO, 1989), o la nocién de obstaculo epistemolégico (BROUSSEAU, 1997) utilizada
para dar cuenta de los problemas de aprendizaje del algebra (VERGNAUD, 1990), entre otros.

Asi, dado que los programas de estudio hacian una particion entre la aritmética y el
algebra, la investigacion se desarrollaba de la misma manera, como lo mencionamos antes,
algunos investigadores se dedicaron a analizar el pensamiento aritmético (p.e.
VERCHAFELL; De CORTE, 1996 o VERGNAUD, 1990 en primaria), y otros el
pensamiento algebraico en secundaria (KAPUT, 2000, 2008; FILLOY; ROJANO, 1989;
KIERAN, 2007, entre otros). Bajo este punto de vista, era primordial para los investigadores
determinar las diferencias entre un tipo de pensamiento. En la seccion siguiente presentamos

algunos trabajos en esta direccion, ligada al pensamiento algebraico (PA).

1.2 ¢ Qué es un pensamiento algebraico?

De acuerdo a Kaput (2000, 2008), el pensamiento algebraico debe comportar en
general dos aspectos principales:
1. Realizar y expresar la generalizacion de los sistemas simbolicos de manera mas
formal y convencional, y
2. Razonar con formas simbdlicas, incluyendo la manipulacién sintactica guiada
de estas formas simbdlicas.
Bajo este enfoque, Kaput nos propone considerar estos aspectos como etapas, bajo un
punto de vista holistico, en la formacion del pensamiento algebraico. Kieran (2007), por el

contrario, intenta caracterizar de manera minuciosa los subconceptos que integran un
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pensamiento algebraico. Asi, bajo el modelo de Kieran (2007, p. 714), podemos saber mas
sobre los aspectos locales del contenido a desarrollar en los estudiantes a través de su modelo
GTG, que en resumen trata de:
G) La actividad generacional (por ejemplo, los patrones);
T) La actividad de transformaciones (factorizacion, expansion, ecuaciones
equivalentes, etc.);
Gm) La actividad global / meta (resolucion de problemas, modelado,

justificacién, reconocimiento de patrones, etc.)

Los trabajos de Kaput repercutieron fuertemente en el medio de investigacion. Kaput,
que tenia ya una tradicién intentando promover conceptos del calculo desde la escuela
primaria, sobre variacion y cambio, posiblemente tuvo un eco importante en su propuesta de
proceso de desalgebrizacion que consistia en introducir ideas algebraicas en la escuela
primaria. Ello promovio el llamado movimiento Early algebra.

Este movimiento (Early algebra) ha influido en cambios en los curriculos en algunos
paises, por ejemplo en los de USA (ver CAIl; KNUTH, 2011). Bajo esta linea, Artigue (2012),
analizando las nuevas tendencias en los cambios curriculares con respecto a primaria y
secundaria, opina que la entrada al pensamiento algebraico se puede realizar bajo diferentes

caminos:

En algunos paises, es el recorrido histérico de las ecuaciones asociadas con el
enfoque analitico cartesiano que se ha elegido, en otros, incluyendo la cultura
anglosajona, es la forma de reconocimiento de patrones y la generalizacion que se ha
seleccionado. Esto no intenta ensefiar estructuras algebraicas sino identificar lo que
se llaman patrones en secuencias de nimeros, en configuraciones geométricas, para
expresar algebraicamente y utilizar esta expresion algebraica para estudiar,
caracterizar, comparar. En otros paises, es el camino de modelaciéon que se ha
elegido, a menudo vinculados con situaciones extra-matematicos. (p. 4).

Es asi que el movimiento Early algebra ha promovido, entre los investigadores, el uso
de patterns (podemos decir entre los investigadores mas moderados) y el uso de series (un
acercamiento funcional) sin pasar por los patterns (entre los investigadores que ven un pasaje
mas rapido hacia el &lgebra). En el movimiento Early algebra se distinguen esas dos
tendencias (ver CAl; KNUTH, 2011). Una tendencia moderada que investiga limites y
potencialidades de aspectos sobre la abstraccion y la generalizacién, digamos mas centrada en
aspectos estructurales de la matematica (CARPENTER; FRANKE, 2001; CARPENTER,;
FRANKE; LEVI, 2003; RADFORD, 2011; WARREN, 2006), y otros mas entusiastas que
van al extremo de promover un acercamiento algebraico en primaria desde una perspectiva
funcional (CARRAHER; SCHLIEMANN; BRIZUELA; EARNEST, 2006; SCHLIEMANN,;
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CARRAHER; BRIZUELA, 2012). En las secciones que siguen mostraremos nuestra posicion

con respecto a esas dos tendencias en educacion matematica.

2 Construccion de aspectos tedricos

Nuestra intencidn en este documento, es el de utilizar la nocion de Espacio de Trabajo
Matematico, término acufiado por Kuzniak (2011). Sabemos que con un ejemplo basado en la
geometria pero con la posibilidad de extenderlo a otras ramas, Kuzniak consideré un plano
epistemoldgico y tres elementos relacionados a la abstraccion: la intuicion, la experiencia y la
deduccion. En términos epistemolégicos, Kuzniak se refiere al espacio real y local dentro de
un Espacio de Trabajo Geométrico (ETG) y a los artefactos repositorios que permiten a los
alumnos generar procesos cognitivos en relacion a la visualizacion, las matematicas, la
construccion y la prueba.

En un proceso de comparacion e integracién, discutimos enseguida lo que
consideramos como representacion institucional, representacion funcional, visualizacién y
generalizacién, con la finalidad de integrar estos constructos tedricos con el marco de los
ETM de Kuzniak y con ello realizar posteriormente un analisis de los resultados de nuestra
experimentacion.

En nuestro estudio, nosotros le proporcionamos mas importancia a las
representaciones espontaneas producto de las representaciones funcionales (HITT, 2013;
HITT; GONZALEZ-MARTIN, 2015); que las que le proporciona Duval (1993, 1995, 2006).
Asi, en nuestro acercamiento, utilizaremos las siguientes definiciones:

e Representacion institucional. Representaciones encontradas en libros de texto
0 en pantallas de ordenadores, o las que utiliza el profesor.

e Representacion funcional. Representacion mental que emana de la actividad
matematica no rutinaria, que se expresa por una representacion (representacion
espontanea) ligada a la accion.

e Visualizar. Es encontrar relaciones entre diferentes representaciones (no
necesariamente institucionales) en un proceso de resolucion de situaciones
problema. Es decir, que nosotros incluimos las representaciones espontaneas
que surgen en la resolucion de problemas y de situaciones problema, por ello,
estas representaciones no necesariamente pertenecen a un sistema especifico de

signos (p.e. un dibujo ligado a una situacién) y ademaés, consideramos su
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evolucion en un medio de co-construccion sociocultural que tienden a
transformarse, en un proceso de comunicacion en el aula, en representaciones
institucionales que son reconocidas en los registros de representacion (ver
HITT; GONZALEZ-MARTIN, 2015).

e La generalizacion, en nuestro caso particular de este documento, tiene que ver
con procesos de visualizacion y deduccion que comprende aspectos
intermedios de anticipacion, conjetura y validacion a partir de casos
particulares.

Como lo sefialamos antes, el curriculo de matematicas clasico hace una distincion
entre aritmética y algebra. Esta particion generé investigaciones para distinguir el
pensamiento aritmético y el pensamiento algebraico. De acuerdo a la notacion de Montoya y
Vivier (2014) y a la explicacion de Kuzniak (2014, p. 387) sobre el acercamiento de
Chevallard (1999) sobre la organizacion de dominios, seria natural en pensar en dos ETM, el
ETMavitmatico Y €l ETMaigenraico Y €N 1 posibilidad de conectarlos construyendo un puente entre
los dos ETM. Considerando el marco tedrico de Duval (1993, 1995) relativo a la existencia de
diferentes registros de representacion en un solo dominio (p.e. Duval menciona el registro de
nameros decimales de dos cifras, el de notacion cientifica, el de nimeros fraccionarios, todos
ellos dentro del sistema de signos aritmético), y a la existencia de representaciones transitorias
(DUVAL, 2006), nuestra hipotesis consistiria en la construccion de un ETM aritmético-Algebraico
basado sobre contenidos mateméaticos como los de incdgnita, cuasi-variable, variable y
covariacion entre variables en un contexto aritmético-algebraico.

Bajo este punto de vista, la estructura cognitiva de los alumnos a considerar, esta
ligada principalmente a procesos de generalizacion, en donde la visualizacion, anticipacion,
sensibilidad a la contradiccién, validacion y prueba estan intimamente relacionados. Estos
elementos nos darian a priori los primeros elementos a considerar en un pensamiento
aritmético-algebraico. De acuerdo al trabajo de Saboya (2010), los elementos antes
mencionados forman parte de una estructura de control sobre la actividad matematica que
desarrolla el individuo.

Como lo hemos expresado antes, nosotros estamos interesados en la construccion de
un pensamiento aritmético-algebraico (PA-A), ligado a un ETMa_a. En la Figura 2 mostramos

una adaptacion del modelo de Kuzniak a nuestros propositos.
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Plano epistemolégico

Figura 1 — EI ETMj_ en una adaptacién segin el modelo de Kuzniak (2011).

Este proceso de integracion de aspectos teéricos de Duval y Kuzniak, nos serviran de
base en nuestra propuesta para la creacion de un pensamiento aritmético — algebraico (PA-A).

3 Preguntas de investigacion y metodologia

Una pregunta general que nos hemos planteado es: ¢(El pensamiento aritmético-
algebraico se diferencia del pensamiento aritmético y del pensamiento algebraico?

A partir de esta pregunta general, hemos disefiado preguntas especificas de
investigacion. En un proceso de construccion sociocultural del aprendizaje ligado a un
pensamiento aritmético-algebraico,

1. ¢promueve la resolucion de tareas sobre generalizacion de patrones la
construccién de un pensamiento aritmético-algebraico?

2. en los procesos de generalizacion de patrones, ¢qué papel juega la
visualizacion, la anticipacion, la sensibilidad a la contradiccion, la validacion?

3. en los procesos de generalizacion de patrones, ¢como los alumnos modelan la
situacién a través de expresiones algebraicas?

El método de ensefianza que hemos elegido tiene que ver con ACODESA, el cual
toma en cuenta el acercamiento de construccion sociocultural e individual-social del
aprendizaje, el método de ensefianza que se puede realizar con ACODESA (ver PAEZ, 2004;
HITT, 2007; HITT; CORTES, 2009; HITT; GONZALEZ-MARTIN, 2015). Este método de
ensefianza considera 5 etapas: el trabajo individual (en un contexto social del aprendizaje),
trabajo en equipo, debate en el aula, auto-reflexion y proceso de institucionalizacion. Es una

integracion de un aprendizaje en colaboracion (PAINTZ, 2001), un debate cientifico a la
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manera de Legrand (2001) y de auto-reflexion de acuerdo a las ideas de Hadamard (1945) y
de Sfard (2008). Un resumen del método de ensefianza ACODESA se presenta en la Figura 2.
Como lo muestra esa figura, en las primeras etapas, el profesor es un guia y solo es en la etapa
de institucionalizacion que el profesor presenta los resultados utilizando representaciones
oficiales ligadas a los registros de representacion, haciendo énfasis en las producciones de los
estudiantes. A continuacion se presentan las etapas y su relacion con el tipo de produccién
esperada:

1. Trabajo individual (produccion de representaciones funcionales y producciones
semioticas asociadas para comprender la situacion problema),

2. Trabajo en equipo sobre una misma situacion. Proceso de discusion y
validacion (refinamiento de las representaciones funcionales y producciones
asociadas),

3. Debate (que puede convertirse en un debate cientifico). Proceso de discusion y
validacion (refinamiento de representaciones funcionales y producciones
asociadas),

4. Auto-reflexion. Regreso sobre la situacién (trabajo individual de
reconstruccion y auto-reflexion de lo realizado en clase).

5. Institucionalizacion. Utilizacion de representaciones institucionales por parte

del profesor dentro del proceso de institucionalizacion de saberes.

é Institucionalizacion (profesor)\

Debate de grupo ]

N,

Trabajo en equipo i' Profesor

Alumno kS (guia)
(trabajo individual) . [ Alumno

N (Auto-reflexion)
-7 | Reconstruccion del trabajo
realizado en equipo y debate

\
1
1
1
.

Tarea matematica
Produccién (representaciones)
Utilizacién de materiales p

Proceso de validacion J Proceso de validacion

Proceso de validacién
. vy

\. J
Figura 2 — ACODESA en el aula de matematicas

4 Disefo de actividades

La elaboracion de actividades, dentro de la metodologia ACODESA, implica una
estructuracion de manera que favorezca la produccion de representaciones funcionales, de sus
correspondientes representaciones externas (representaciones espontaneas) y procesos de

conversion entre representaciones. Nuestro interés en la promocion de un PA-A, nos lleva a
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considerar los patterns como el elemento clave tomando en cuenta los resultados de Kaput
(2000), Kieran (2007) y reflexiones practicas de Artigue (2012) y sobre el disefio de
actividades, Prusak, Hershkowits y Schwarz (2013).

Especificamente, con el uso de patrones (patterns), nos interesa el entender cémo los
alumnos construyen el siguiente término de una serie con respecto a una configuracion
puntual, como pueden generalizar a un término ligado a un nimero muy grande (dados los
primeros elementos de una serie), como construir una figura dado un término ligado a un
numero muy grande y cémo calcular un valor determinado por la serie. Y finalmente, como
generalizar ese célculo a cualquier término de la serie.

Conociendo los resultados de la investigacion sobre procesos de generalizacion con
patrones en la escuela primaria e inicio de la secundaria, debemos hacer un énfasis especial en
la construccidn de tareas para promover el PA-A, que de acuerdo a nuestro modelo (Figura 1),
consiste en promover la visualizacion, inferencia y uso préctico de artefactos (en nuestro caso
la tecnologia). Desde nuestro punto de vista, en la construccion de conceptos, todas las
representaciones de los objetos matematicos son importantes, incluyendo representaciones
espontaneas no institucionales. Es decir, cada representacion del objeto matemaético en
cuestion representa parcialmente el objeto, es por ello que la articulacién entre
representaciones es primordial.

Una vez que decidimos que el uso de patrones era lo mas adecuado para nuestros
propdsitos de investigacion, nos dimos a la tarea de seleccionar una actividad que pudiera
promover procesos de visualizacidn y necesariamente articulacion entre representaciones. ES
asi que elegimos los nimeros poligonales (desde el punto de vista numérico y figural) y
relacionar esta actividad con la historia de las matematicas relativa a esos nimeros que se
conocian desde la época de oro de los griegos.

Desde el punto de vista tecnolégico y uso de nimeros poligonales, analizamos el
trabajo de Healy y Sutherland (1990) en donde se muestra que alumnos de 2° de secundaria en
Inglaterra llegan a producir representaciones espontaneas ligadas a procesos de iteracion en el
contexto de Excel: trig. An = na before + position. En el trabajo de Hitt (1994), él sefala la
importancia de proporcionar a los estudiantes otra actividad que promueva que los alumnos
no queden anclados a un proceso de iteracion en el contexto de Excel y puedan avanzar en
procesos algebraicos que permitan calcular cualquier numero triangular sin necesidad de

conocer todos los anteriores.
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Todas estas consideraciones nos llevaron a concebir y disefiar actividades en papel y
l4piz y uso de tecnologia (Excel o calculadora y el applet POLY) en un medio de aprendizaje
sociocultural en el aula de matematicas. Este applet (CORTES; HITT, 2012) permite calcular

el nimero poligonal deseado y propone una representacion visual (ver ejemplo en Figura 3).

120

ke lie v iR

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Figura 3 — Ejemplo del applet POLY con los nimeros :[fiangularés

En resumen, la actividad es la siguiente:

1. Se introduce la resolucién de problemas en un ambiente de papel y lapiz y
posteriormente tecnologico. Se explica qué son los nameros triangulares
(desde un punto de vista historico).

2. Se solicita calcular algunos numeros triangulares usando lapiz y papel. Se hace
promocion de representaciones funcionales y de representaciones espontaneas

asociadas.

Cuestionario (primeras preguntas)

No. triangular  No. triangular
1

No. triangular
2 3

No. triangular
4

° 30 11
[ ] 1] (11 o000
1 3 6 10
Pregunta 1. Observa bien estos numeros. ;Cual es el quinto nimero triangular ? Represéntalo y explica
cémo lo hiciste.
Pregunta 2) En tu opinidn, ;como se construyen estos nimeros triangulares? ;Qué observas?
Pregunta 3. ¢ Cual es el vigésimo quinto nimero triangular?

Figura 4 — Primeras preguntas del cuestionario.

Como se puede observar, las primeras dos preguntas tenian la intencién de promover

una estrategia ligada a aumentar un elemento en la base, en un lado, o sobre la diagonal y

llenar con los puntos necesarios. Se pensaba que un cambio de estrategia se produciria al
solicitar el 25° namero triangular, en donde seguir dibujando seria una tarea tediosa.

3. Se solicita calcular los nimeros triangulares usando Excel o calculadora y

comprobar sus conjeturas utilizando POLY. Con ello se queria promover la

conjetura y prueba en el sentido de Balacheff (1997), ya que la demostracion

no forma parte en el nivel de estudios de estos estudiantes,
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4. Se solicitan procesos de generalizacion que proporcionen maneras de
comunicar un resultado utilizando un nimero muy grande (triangular 30°,
triangular 83° y triangular 120°). Enseguida se solicita el calculo para cualquier
numero. Que, de hecho, implica en cierto sentido el encontrar una expresion
algebraica para cualquier nimero triangular. En este sentido, se promueven los
procesos de generalizacion, prediccion y conjetura. Se espera, desde un punto
de vista institucional, la produccion de una expresion algebraica de la forma

Triangular, = n(n+1)/2.

5 Resultados con la poblaciéon de México

En esta parte, presentaremos algunos resultados significativos obtenidos en México,
nos interesa resaltar las estrategias y procesos de visualizacion que permitieron procesos para
la construccién de expresiones algebraicas y del rol del trabajo en colaboracion de las
primeras etapas de ACODESA, asi como la etapa de auto-reflexion. Nos interesa ademas, el

papel jugado por la tecnologia en el proceso de la generalizacion.

5.1 Resultados obtenidos con la experimentacién en México

5.1.1 Trabajo Individual

En la primera fase de la metodologia ACODESA el alumno de 3° de secundaria
trabaja de forma individual. El andlisis de las producciones de los estudiantes nos permite
destacar tres tipos de estrategias asociadas. En la primera, la percepcion domina y las
producciones estan ligadas a representaciones iconicas sin contar con otro tipo de relacion
explicita. Como ejemplo, la Figura 5 presenta lo que hizo una alumna para calcular el nimero

triangular 25°.

Figura 5 — Estrategia ligada a la percepcion.
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También surgié la estrategia planificada por los investigadores (ver Figura 6) de ligar

a un triangulo e ir afiadiendo una bolita a la base, al lado y completar la diagonal.

1) Observa bien estos numeros. ;cudl es el quinto numéro triangular?
Representalo y explica ;cé6mo le hiciste ?

-3
o \
D8 o 2 &I aVe ‘.\(&, ~\(‘ 1 @, Ve gfumex
Qo oo o
O © Qs e
=
-«
-
S
2) (En Tu opinién, ;c6mo se construyen estos niimeros triangulares? ;Qué
observas ?
Con OO nOMEro  ondie [<TaN L= Qoo Cn
T3 ad y - \c =) aha’ o S boReq
« S S
X \Cy 4 e Wi’ ’(\\ . :

Figura 6 — Un ejemplo de estrategia en la que el proceso de visualizacién matematica es explicito, realizado por
Karla

En la produccion de la Figura 6, la respuesta del estudiante muestra que la
configuracién triangular juega un papel importante. Incluso, algo interesante es que en esta
produccién la estudiante en su mensaje utiliza representaciones no usuales para comunicar su
resultado. Menciona que para construir el siguiente poligonal, hay que afadir un punto sobre
la diagonal (\) sobre la fila horizontal ( —) o sobre la fila vertical (|). Esto es a lo que
nosotros llamamos representacion espontanea no institucional, que esta ligada a la accion de
resolver una situacién no conocida por el estudiante (representacion funcional en la mente del
estudiante ligada a la accion). Este tipo de representaciones no las podemos catalogar en
algun registro de representacion.

En la tercera estrategia, el alumno sigue un proceso de visualizacibn matematica
precisando que cada numero triangular se puede representar como la mitad de un cuadrado
(ver Figura 7). La conjetura no implica un resultado correcto, pero como el estudiante no

comprobd su conjetura, no la utiliz6 para responder la 32 pregunta.

1) Observa bien estos numeros. jcudl es el quinto numéro triangular
Representalo y explica ;como le hiciste ?
00
'S f e L » ndo f
do
ofro base & j M
5 v
olocor e | 2 g mer
{ ST
qre & llor pora compole feor vienguk
2) (En Ta opinién, ;como se construyen estos nimeros triangulares? ;Qué
observas ?
Que son r\L'(JvC ¢ »:,‘4:.«((‘ ({e nedod de en craodm
| / iy N7
JC‘) w ¢ va gumeniondo purdol en kb BC ‘;7-:/;'
y drea soun Cormfponde, e

Figura 7 — Visualizacién, construccion de un cuadrado, realizado por Diana
En la Figura 8, se muestra otra estrategia utilizando tabla de valores. Este cambio de

estrategia nos indica:
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a) Un abandono de la representacion figural,

b) Un control sobre el calculo a realizar desde un punto de vista numérico.
5+ numéro triangular ? Explica ;como le hiciste \

i S el i Uf
> . L anfohdo vna tedle
)1\’ oo A oW 0 1

[y haciendolq )
J f ¢ “,(.’4" """C N/t v
236 o Jusih o] s o o o O
Figura 8 — Un ejemplo de cambio de estrategia realizado por Omar

En el trabajo en equipo, cada alumno proporciona su propia estrategia (correcta o no),
que sufrird modificaciones de acuerdo a la discusion entre los miembros de su equipo. En este
proceso de comunicacion, se espera que las representaciones funcionales evolucionen y poco
a poco los estudiantes precisen sus representaciones para resolver la situacion presentada.

Al contrario de lo que paso con el grupo de Quebec con el uso de tecnologia (HITT;
SABOYA; CORTES, 2015), con el grupo mexicano, la tecnologia jugé un papel menos
importante. Los estudiantes se centraron en la resolucion de la actividad utilizando papel y

l&piz y movilizando procesos de visualizacion.
5.1.2 Trabajo en Equipo (segunda etapa)

Se formaron cuatro equipos de tres estudiantes y uno de dos. En el trabajo individual,
el estudiante Omar contaba con la estrategia de utilizar una tabla de valores (ver Figura 8).
Una vez que se integro el EQ4 (equipo 4 conformado por Omar, Karla y Diana), fue notoria la
influencia de Omar entre sus miembros del equipo. Asi, Karla y Diana, que en el trabajo
individual habian seguido un proceso figural dibujando bolitas sin utilizar tablas (ver Figuras
6y 7), con la interaccion con Omar, cambian su estrategia, pasando a una tabla de valores. Se
pueden seguir las huellas dejadas por ellos, ya que la consigna en el trabajo en equipo era la
de utilizar tinta roja.

No se cuenta con rastros que permita explicar de donde salio el resultado que Karla
sugiere como conjetura con su interaccion con Omar y Diana. Solamente aparece en el
cuaderno, la expresion algebraica: y = 0.52 * x°. Ademas, ellos no la someten a discusion
cuando se pasa al debate en gran grupo. Esta produccion va en el sentido del propdsito de la

investigacion. Aunque los procesos de validacion no estan claros en su documento.
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Figura 9 — Hoja de Trabajo de Karla.
Resumiendo, en esta etapa de trabajo en equipo contamos con tres aspectos:

1° La importancia del trabajo en colaboracién, ya que éste promueve cambios en
las ideas iniciales de los alumnos. Es notoria la influencia del estudiante Omar
sobre las representaciones iniciales de Karla y Diana, promoviendo un cambio
de estrategia; y a su vez, en equipo, les permitio proponer una conjetura.

2° El surgimiento de conjeturas, ya sea de tipo verbal o de tipo algebraico, como
la proporcionada por Karla en su interaccién con Omar y Diana: y = 0.52 * x°.

3° Segun lo previsto en el disefio de la actividad, proponer el uso de lapiz y papel
promoveria diferentes tipos de estrategias no directamente ligadas a la iteracién
como en el caso de Healy y Sutherland (1990).

Estos cambios de estrategia nos proporcionan elementos de reflexion sobre los
procesos de visualizacion matematica donde la articulacion entre las representaciones
espontaneas, numéricas y algebraicas estd en el corazon mismo de la actividad de
comunicacion entre los estudiantes. Especificamente, en el equipo de Karla, han pasado de la
representacion figural a la numérica y ello les ha permitido anticipar y, a su vez, proporcionar

una conjetura de corte algebraico.
5.1.3 Trabajo en Grupo (tercera etapa)

En el trabajo con todo el grupo, la formula ligada al area de un triangulo fue la primera
que se presentd por el equipo que paso al pizarrén y la discusion se generd a partir de esta
formula. Como lo concebimos en el disefio de la actividad, la forma de los numeros
triangulares en forma de triangulo rectangulo hizo que los alumnos propusieran una férmula
ligada al calculo del area presentado.

Monica, frente al pizarron, ejemplifica el célculo del nimero triangular 8°. La Figura
10 presenta lo que ella realizd. Monica menciona que para calcular el 8° numero triangular:

Monica: Es que sacaremos lo que es el area del tridngulo, que seria 8 por 8, que son
64, y lo dividimos entre 2 es 32....
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Se oye una voz muy baja de una nifia que dice pero no, ¢no seria 36?
[Dirigiéndose a sus comparfieros de al lado]

P
::....-5

Figura 10 — Primer calculo ligado al area del triangulo formado con 8 bolitas en la base (trabajo de Ménica)

En el andlisis de la grabacion, pudimos detectar que otra alumna de la clase (nos se
pudo saber quien era en su intervencion espontanea fuera de la cdmara) habia detectado una
contradiccion entre el calculo numérico y lo presentado en la Figura 10 (contradiccion
cognitiva, ya que no es el profesor quien la ha sefialado). Podemos destacar que el calculo
numeérico o la representacion figural de los nimeros triangulares proporciond una estructura
de control que permitié evidenciar a la estudiante la contradiccion (o ambos). Los alumnos se
apoyan entonces sobre este ejemplo genérico (el octavo numero triangular, intentando
acomodar la férmula para obtener los 36 puntos esperados en vez de los 32 obtenidos
numericamente.

A continuacién mostramos dos episodios en los cuales el grupo de estudiantes llega a

construir la formula final.

5.1.3.1 Episodio 1 : Primera conjetura hacia la formula general

Ménica: Es que sacaremos lo que es el area del triangulo, que seria 8 por 8, que son
64, y lo dividimos entre 2 es 32.

[El investigador escuché a la alumna e intervino. Pero en lugar de solicitar a la alumna que
explicara, menciond lo siguiente:]

Inv: A ver, revisa esa teoria que me estas diciendo con un numero triangular que tenga...
[el investigador es interrumpido por Roberto]

Observacion: felizmente, el alumno Roberto interrumpié al investigador,
proporcionando argumentos propios de los alumnos. Es decir, el experto (investigador o
profesor), sabe de la contradiccion formal, pero es importante que sean los alumnos quienes
deben detectar la contradiccion (contradiccion cognitiva).

Roberto: ...Pero..este, el numero triangular del 8 seria 36 y no 32, entonces no puede ser.
Inv:  Pasa por favor al pizarrén Roberto.

El equipo de Roberto pasa al pizarron y va a calcular el 6° nimero triangular. Ese

namero triangular habia sido dibujado en el pizarrén al principio de la discusién en grupo y
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por eso lo retoman. Maria, del equipo de Roberto, empieza a hacer la figura escribiendo 6
bolitas en la base y 6 bolitas en la altura (Figura 11).

Figura 11 — Célculo del 6°, 4° y 8° nimero triangular realizado primeramente por Maria y luego por Roberto

Roberto: Este es el nimero 6 [sefialando la figura que acaba de realizar Maria],
aplicamos la férmula que dice base por altura dividido entre; dos (ver Figura 12) seria 6 por
6, da 36, entre 2 tocaria a 18; mientras que el nimero triangular seria 21, entonces no daria
la formula esta [y sefiala la formula de la Figura 12].

Figura 12. Formula asociada a la conjetura.

Prof: ¢Qué diferencia hay entre... ?, si aplicas la férmula que te dice, aplica la formula
apuntale ahi [se refiere a que escriba en el pizarrén].

Maria: [escribe la formula]

Prof. En este caso ¢cudl es la base?

Roberto: [Escribe] 6*6/2 son 18, y no es el nUmero triangular.

Prof: ¢Cual es el nimero triangular?

Los alumnos: 21 [contestan a coro]

Roberto: Su diferencia seria 3.
Prof:  ;Su diferencia seria...?
Roberto: 3. [Roberto esta calculando el nimero triangular 8° escribiendo la formula,

les sale 32, ver Figura 13].

ae
A & =~

Figura 13. Contra-ejemplo, calculo del nimero triangular 8° para mostrar que la formula no funciona.

Prof: y el nimero triangular 8°, ;cudl es?

Roberto: Es 36.

Prof: ¢el del 8°?

[Roberto empieza a contar las bolitas de la figura que ya tenia en el pizarrén]
Roberto: 36 [Se oyen voces que dicen la diferencia es 4]

Observacion: Cuando el Profesor (Experto) hace la pregunta, Roberto duda y tiene que

recurrir nuevamente a la estructura de control méas elemental, que es contar bolitas, para
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asegurarse de que verdaderamente estd construyendo un contra-ejemplo. Esto es lo que
sefialamos en el modelo de la Figura 1 como proceso de validacion.

5.1.3.2 Episodio 2: jEUREKA! Rectificando la formula en un debate cientifico

El debate continta:

Unalumno: vy del 8°es cuatro, entonces seria un medio [una voz sorprendida]

Gaby: La mitad de 8 es 4y 4, son los nimeros que le faltan a 32 para ser 36, entonces en la
formula tenemos que poner base por altura entre dos, mds .... [PAUSA] Mas la mitad del
[PAUSA] maés la mitad del namero triangular, la mitad [PAUSA] la mitad de la base.

Observacion: Es importante sefialar aqui que Gaby interviene explicitando una
relacion numérica y, poco a poco (en su discurso hubo varias pausas), completd su idea
pasando de lo numérico a lo geométrico. EI elemento de control es claro que fue
proporcionado por la relacion aritmética y de alli pasé a una relacion geométrica (en un
proceso de visualizacion). Pero hubo algo maés, en el proceso de comunicacion, al verbalizar
lo que estaba pensando hubo un proceso de deduccién. En estos momentos estan desechando
su conjetura inicial y dando pie a una nueva. Los argumentos son utilizados para refutar la
conjetura.

Prof: Pasa a escribirlo..
Alumna: Creo que entre todos ya va saliendo algo porgue de uno solo no.

Observacion: La construccion sociocultural del conocimiento se ha dado en esta etapa
de debate cientifico de acuerdo a ACODESA. La alumna expresa abiertamente la co-
construccién generada en el debate.

[Gaby pasa al pizarron a escribir la idea que acaban de tener.]
Gaby: ¢Como represento la mitad de la base?

Es interesante observar que ahora Gaby tiene dificultades para transformar el
argumento geometrico mitad de la base en términos algebraicos.

Inv: ... Un medio, o eso entre la mitad.
[Gaby escribe bxh/2+1/2 y entonces le dicen un medio del nimero triangular.]

Muchos estudiantes intervienen al unisono, proponiendo la escritura final, solicitando
a Gaby de cambiar lo que habia escrito. De hecho, en este proceso, Gaby se deja guiar por sus
compafieros ya que ella no entiende bien el proceso de mitad de la base a la escritura b/2.

Finalmente ella escribe:
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Figura 14 — Nueva conjetura, producto del debate en gran grupo (Gaby escribe)

Prof: Y ¢coémo representas el nimero triangular ?, en esa formula que estas escribiendo
ahi, ¢como representas el nimero triangular ?

Alumnos: .... La base o la altura...

[Gaby escribe la formula bxh/2+b/2]

Prof: Precisamente lo que él decia, la altura, a qué es igual...

Alumnos: A la base.
Prof: Entonces sustitlyela para que no metas la altura.
Alumnos: Seria base por base

[Gaby escribe mal la formula y le corrigen.. y la escribe correctamente bxb/2+b/2.]
Prof: Ok, entonces, base por base ¢cuanto es?

Alumnos: Base cuadrada.

[Gaby escribe finalmente la formula b%/2+b/2.]

Prof:  ¢Ustedes creen que esa es la férmula ?, pruébenla con el nimero triangular 15°.
Gaby: Tengo que hacer bolitas...

Prof:  No, no, no ya tienes la férmula.

Observacion. El profesor tiene una tendencia a desechar las representaciones figurales
una vez que ya se ha obtenido la formula. En este caso, podemos ver una distancia entre los
propositos de los investigadores y el profesor en accion. Nuestra intencion es dejar a los
alumnos libremente para que sean ellos los que decidan en qué momento abandonar las
representaciones figurales y utilizar las algebraicas; y lo mas importante, que los alumnos
realicen procesos de control transitando de lo algebraico a lo numérico o figural, como en el
caso de Roberto frente a la pregunta del profesor. Esto responde a nuestras expectativas
generales de nuestra pregunta de investigacion y sobre la importancia de la construccion de un
pensamiento aritmético-algebraico que permita al estudiante transitar de un tipo de
pensamiento al otro en caso de necesidad frente a la resolucion de una situacion.

El debate en grupo nos permite hacer resaltar que los alumnos en conjunto rechazaron
su conjetura inicial, proponiendo contraejemplos, construyendo una nueva conjetura hacia la
formula. Es notoria la articulacién que realizaron los alumnos con aspectos aritméticos,
geométricos y algebraicos. Esto sefiala precisamente el camino de nuestras hipotesis de
trabajo. La construccion de un pensamiento aritmético-algebraico es esencial para la
construccion del pensamiento algebraico, en donde una estructura cognitiva ligada al control
es primordial. Los procesos generados por los alumnos y el analisis de los resultados

proporcionan una repuesta a nuestras preguntas de investigacion.
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5.1.4 Auto-reflexion y reconstruccién individual (cuarta etapa).

Esta etapa, que denominamos Auto-reflexion, consistié en volver a aplicar la hoja de
trabajo a cada uno de los participantes. La cuarta etapa se realizé 30 dias despues de las
primeras tres; la asistencia fue solamente de 10 estudiantes de entre los 14, la idea principal
de esta etapa dentro del proceso de ensefianza utilizando ACODESA consiste en auscultar
sobre lo que el estudiante retiene después de pasar por varias etapas en donde la construccion
paso por un trabajo en colaboracion.

Se les solicito a los alumnos la realizacion de la siguiente tarea en forma individual:

1 Pregunta: Calcula el niumero triangular 27°.

2% Pregunta: Escribe la formula para calcular cualquier nimero triangular.

3% Usando tu formula, calcula el nimero triangular 313°.

Los resultados de los 10 estudiantes que participaron en la 42 etapa, son los siguientes:

e Dos, de entre los diez, continuaron con el proceso de dibujar bolitas. Ello indica
un retroceso a su posicion original antes de las discusiones en equipo y en gran
grupo.

e Cuatro, de entre los diez, reconstruyeron una expresion similar a la primera
conjetura escribiendo: bxh/2.

e Un alumno pudo reconstruir la férmula, pero confundio el resultado de calcular
el nimero triangular 27° con encontrar un triangular que proporcione 27 como
resultado y el més préximo es el 7° nimero triangular, que es 28. jPosiblemente
contd mal el nimero de bolitas! Su estrategia la siguio en el calculo del nimero
triangular 313° (ver Figura 15).

e Tres reconstruyeron la formula exhibiendo un conocimiento estable (Figura 16).
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1. Calcula el nimero triangular 27?

i \\ \ \ ;
P o XconaLex

P 000 O on

2. Escribe una férmula que te permita calcular cualquier nimero

triangular. ,
\on AOMRIDD Gt QUANK 2
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3. Usando tu férmula, calcula el numéro triangular 313?

g - ‘
) 4, 200,25 + Y

74.9 X 24.% « J

Figura 15 — El alumno que reconstruye la formula pero confunde lo que tiene qué calcular.

2. Escribe una férmula que te permita calcular cualquier nimero

triangular. : l
Ny mero +.-;,,\}V/(,r al (u(«Jrg@G/ entre 008 * €

WS(,‘H(«‘C!@ ee le  Svmg lo /\,w:?llrfl A(g‘ numero

VA
teiangular, ejemplo (F=16_ ¢ 0= 10 (xI” , *
— = 1" = Sl

L

3. Usando tu férmula, calcula el numéro triangular 313?

44,14,

Figura 16 —Reconstruccion correcta de la formula

Ello nos indica que, en el proceso de auto-reflexion y reconstruccion de lo sucedido en
el debate, solamente tres de los alumnos realizaron una reconstruccion adecuada y uno que
confundi6 el tipo de calculo a realizar. El resto (seis), mostré un retroceso, regresando a su
posicion inicial antes del debate en gran grupo. El estudiante Roberto parece haber
comprendido la idea de que su contra-ejemplo solamente lo podia validar con la
representacion figural. Los tres estudiantes que pudieron realizar la reconstruccion son
Alejandra, Roberto y Omar. En el caso de Roberto todo parece indicar que ha construido este
tipo de pensamiento PA-A. No creemos que haya sido exclusivamente con nuestra actividad,
pero ella permitio corroborar la existencia y posibilidad de tal tipo de construccion.

Especificamente en las producciones que se muestran en las Figuras 15y 16, podemos
observar diferentes tipos de comportamiento:

a) Retorno a las representaciones figurales para encontrar el numero triangular
solicitado y errores para reconstruir o acordarse de la expresion algebraica
correspondiente.

b) Alumnos que son capaces de recordar una formula ligada a la primera conjetura,

pero que han perdido la relacién con la figura. ElI alumno que considera el 313°
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namero triangular como el resultado 313 al que debe llegar y realiza un célculo
que le permite aproximarse al 313 proponiendo 24.5. Este alumno, ain cuando
reconstruyé la férmula, confundié el calculo a realizar con los ndmeros
poligonales.

c) Notacion que esta ligada totalmente a los procesos geomeétricos.

d) Notacion algebraica precisa que le permite al alumno calcular el numero

triangular solicitado.

Estos resultados confirman la importancia de considerar una etapa de autorreflexion en
el proceso de ensefianza, para poder determinar con mayor claridad los conocimientos
estables en los estudiantes. Resultados similares son reportados por Thompson (2002), sobre
un retroceso después de un periodo de consenso en la resolucion de un problema. De hecho,
inspirados por este tipo de resultados y de la importancia de reflexionar mas tiempo sobre una
actividad matematica (ver también HADAMARD, 1945) es que nosotros incorporamos la
etapa de autorreflexion en el proceso de ensefianza ACODESA (HITT, 2007, 2013). Esta
etapa puede proporcionarnos mayor informacion acerca de quiénes verdaderamente han
construido un conocimiento estable.

Desde nuestra perspectiva, los resultados nos muestran que lo importante no es que
resuelvan un problema, sino que se pueda construir un pensamiento aritmético-algebraico mas
solido que permita desarrollar una estructura de control que sirva no solamente para aprender
algebra, sino también para aprender cualquier concepto matematico, en donde la estructura de

control juegue un papel fundamental.

6 Conclusiones

En nuestra investigacion, hemos querido presentar otra tendencia, un nuevo enfoque
para estimular el debate en torno a la transicion de la aritmética al algebra basado en el
fortalecimiento de la interseccion existente entre la aritmética y el algebra. Si sequimos el
modelo propuesto por Kuzniak, necesitamos construir un plano cognitivamente vinculado al
PA-A, que tenga un amplia interseccion entre el pensamiento aritmético y el razonamiento
algebraico. Por lo tanto, proponemos que en el PA-A y también en el ETMa.a tenemos que
tener en cuenta:

) La visualizacibon matematica relacionada con la articulacién entre

representaciones y produccion de representaciones:
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a) Reconocimiento de un patron,

b)Visualizacién asociada con un algoritmo de célculo y un proceso aritmético-
geomeétrico,

¢) Visualizacion de un algoritmo general aritmético-algebraico.

I1) Estructura de control cognitivo:

a)La actividad debe ser presentada de manera que las conjeturas de los
estudiantes puedan ser corroboradas.

b)La aritmética y representaciones figurales como una fuente de
retroalimentacion permanente. Por tanto, es necesario promover un proceso
reversible entre el algebra y la aritmética.

En resumen, con el enfoque presentado en este trabajo, queremos que los estudiantes
se apropien del concepto de generalizacidén en matematicas y al mismo tiempo que desarrollen
una estructura de control sobre la actividad matematica que se trate (esto podria ser
importante para desarrollar una sensibilidad a la contradiccién en matematicas).

Los resultados obtenidos en la etapa de autorreflexion nos muestran la importancia de
crear un conocimiento estable. Aun con todo el trabajo desarrollado por los estudiantes en
cada una de las etapas, el hecho de que, un mes después de la experimentacién, solo 3
alumnos de 10 hubieran podido reconstruir la formula exacta, muestra la fragilidad del
conocimiento. Sin mencionar que algunos, en su reconstruccion, estaban en posicién de
contradiccion y que ellos mismos no la detectaron.

La experimentacién que realizamos fue corta y exclusiva de los numeros triangulares.
De acuerdo con nuestros resultados, creemos que se debe continuar con las actividades para
construir los siguientes nimeros poligonales de forma que la actividad completa pueda
proporcionar mejores resultados.

Un dltimo sefialamiento es que, de todas las representaciones que utilizaron los
alumnos tanto en Québec como en Mexico, la representacion oficial n (n+1)/2 jamas la

utilizaron.
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