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Resumo

Neste artigo, visamos determinar as relagBes pessoais dos estudantes do 1° ano do curso de licenciatura em
ensino de Matemdtica, em Mogambique, sobre o teorema do confronto e a eficicia didatica do software
Geogebra na discussdo desse teorema na sala de aula. As perguntas da pesquisa foram: como os estudantes
participantes do experimento compreendiam o teorema do confronto e como o Geogebra capitalizaria a
discussdo desse teorema na sala. Usamos a Teoria Antropoldgica do Didatico e a Teoria de Instrumentacdo. A
pesquisa foi de natureza qualitativa, na forma do estudo de caso. Estrategicamente, fizemos: analise preliminar e
a priori do conteldo visado, o experimento, a anélise a posteriori e validacdo interna dos resultados. O
experimento possibilitou compreender como o uso do computador, articulado com as préticas usuais, pode
auxiliar a compreensdo dos estudantes sobre o teorema do confronto.

Palavras-chave: Mediacdo Didatica. Teoria Antropolégica do Didatico. Teoria de Instrumentag&o.

Abstract

In this article, we aim at determining the personal relationship of 1%-year Mozambican undergraduate prospect
teachers in mathematics with the Squeeze Theorem and the didactical effectiveness of Geogebra in its discussion
in the classroom. The research question was: how did the students, who participated in the experiment,
understand the Squeeze Theorem and how would the Geogebra software capitalize the discussion of this theorem
in the classroom? We used the Anthropological Theory of Didactics and the Theory of Instrumentation. It was a
qualitative research in the shape of a case study. Strategically, we did a preliminary and a priori analysis of the
target content, the experiment itself, a posteriori analysis and internal validation of the results. The experiment
allowed us to understand how the blended teaching through the computer and usual practices can assist students
in understanding the Squeeze Theorem.

Keywords: Didactical mediation; Anthropological theory of didactics; Instrumentation theory.
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1 Introdugéo

Ficamos motivados para discutir neste trabalho o teorema do confronto pela sua
caracteristica pouco clara no que tange ao raciocinio dedutivo implicado, o qual apresenta um
nivel de abstracdo de dificil compreensdo pelos estudantes, impedindo-os de usa-lo
corretamente nas atividades matematicas em que o teorema é requerido. Esse teorema é um
dos cléssicos problemas de analise matematica, aparecendo quase sempre em publicacdes
dessa area de conhecimento, por um lado, e motivo de inquietacdo didatica na sala de aula,
por outro. Para dar exemplos dessa inquietacdo, destacamos a pesquisa de Hitt (2011),
intitulada “Construction of mathematical knowledge using graphic calculators (CAS) in the
mathematics classroom” com estudantes canadenses em formagdo para serem professores do

Ensino Médio, na qual encontramos a tarefa apresentada no Quadro 1:

xzsen(lj se x=0

X

Considere a funcdo definida por f(x)= . Encontre a
0 se x=0

funcdo derivada de f e seu valor (da funcéo derivada) no ponto x = 0.

Quadro 1 — Tarefa Teorema do Confronto
Fonte: Hitt (2011, p. 723)

Na resolucdo efetuada pelos estudantes canadenses da tarefa acima, percebemos a
real complexidade do teorema do confronto, pois as calorosas e longas discussdes entre 0s
formandos ndo conduziram a um consenso no sentido de descobrir se a funcdo dada era ou
ndo diferencidavel no ponto dado x = 0. Alguns entre os estudantes envolvidos na discussao
achavam que funcdo dada era diferenciavel no ponto considerado, mas ndo foram capazes de
apresentar argumentos plausiveis que justificassem a resposta. Os argumentos plausiveis,
neste caso, seriam a caracterizacdo da funcdo razdo incremental e a evocacdo do teorema do
confronto, pois ela (fungdo razdo incremental) relne as premissas desse teorema. Os
estudantes que apresentavam a opinido contraria arguiam que a funcdo dada aparentava uma
descontinuidade em x = 0, mas sem caracterizar precisamente a natureza dessa
descontinuidade.

Antes da leitura do estudo de Hitt (2011), ndo estavamos conscientes do que
realmente poderia acontencer em termos do desenvolvimento do raciocinio matematico dos
estudantes diante dessa tarefa. Depois de termos lido essa discussdo, consideramos

experimentar e discutir a mesma tarefa com um grupo de sete estudantes voluntarios do 1° ano
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do curso de licenciatura em ensino de Matematica da Universidade Pedagogica, no campus da
Beira, em Mogambique, procurando verificar como eles reagiriam a tarefa e de que forma a
incorporacdo do recurso computacional Geogebra seria uma opc¢do didatica complementar
para alimentar a discussdo desse teorema.

Assim, escolhemos como referencial tedrico da pesquisa a Teoria Antropolégica do
Didatico de Chevallard - TAD (CHEVALLARD, 1999, 2014) e a teoria de instrumentagdo de
Rabardel (RABARDEL, 1995, 2002), que nos ajudaram a identificar de forma mais clara os
objetivos da pesquisa, a metodologia, a interpretacdo e justificacdo dos dados encontrados. Na
TAD, consideramos as nocgdes de praxeologia, objetos ostensivos e ndo ostensivos na
atividade matematica e ecologia dos saberes matematicos. A teoria de instrumentacdo deu-nos
suporte para refletir sobre o significado da relacdo que o pesquisador e os estudantes foram
construindo na interacdo com as tarefas e com o computador durante as discussdes nas
sessdes experimentais. Destacamos que esse estudo é parte de uma pesquisa de doutorado por
nods desenvolvida em 2014, intitulada “Derivadas de funcdes reais de uma variavel real e
integral de Riemann: construcdo e aprendizagem de conceitos mediadas por midias e
praticas usuais”. Adiante, destacamos resumidamente as duas teorias escolhidas para realizar

0 estudo proposto.

2 Teoria Antropoldgica do Didatico

A Teoria Antropoldgica do Didatico — TAD enquadra a atividade matematica no
conjunto das atividades humanas regularmente desenvolvidas, descrevendo o conhecimento
matematico em termos de organizacgdes praxeoldgicas ou praxeologias g cujas nocoes basicas
sdo as nocdes de tipos de tarefas T, técnicas t (maneiras de resolver as tarefas de um dado
tipo), tecnologias 0 (um discurso racional visando justificar, explicar e produzir técnicas) e
teorias ® (objetivando justificar, explicar e produzir tecnologias) que possibilitam modelar
as praticas sociais em geral e as atividades matematicas, em particular, conforme Chevallard
(1999, 2014). A partir desse ponto de vista, segundo o autor, a praxeologia g consiste de um
bloco préatico técnico, [ (praxis) [tipos de tarefas (T)/técnicas (7 )], que corresponde a um
saber fazer, e um bloco tecnoldgico-tedrico, A (logos) [tecnologia (&) /teoria (®)], que
corresponde a um saber.

Segundo Chevallard (2014, 1999), a nocéo de tipo de tarefas pressupde um objeto

relativamente preciso, para o qual existe uma técnica r acompanhada de um discurso
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tecnoldgico-tedrico mais ou menos preciso. Em muitos casos, um tipo de tarefas se expressa

por meio de um verbo evocando uma acao, o que ha para fazer. Por exemplo, derivar a funcdo

X
f(x)= no ponto x = 0 é um tipo de tarefas que pode ser
se x=0

xzsen(lj se x#0

resolvido com a técnica do Teorema do Confronto, e a0 mesmo tempo justificada com a
tecnologia associada ao mesmo teorema no contexto da Teoria de Limites de Funcdes.
Como exemplo da teoria, apresentamos na figura 1 a formulacdo de Guidorizzi

(2008) desse teorema e dois exemplos de sua aplicagao:

Teorema (do confronto). Sejam f, g, h trés funcBes e suponhamos que exista r > 0 tal que
f(x) <g(x) <h(x)

para 0 < |x — p| < r. Nestas condicdes, se

lim f(x)=L= lim h
xﬁyp ) xﬂqp )

ta li =L
entédo xinp a(x)

[...]
Exemplo 2: Sejam f e g duas fungdes com mesmo dominio A tais que x@p f(x)=0 e [g(X)] < M para todo x em

A, onde M > 0 é um ndmero real fixo. Prove que XIi_rT)1p fx)g(x)=0

Solucgéo
[FG)g0 = [F)19(x) < MIf(x)|

para todo x em A. Dai, para todo x em A
-MIf()] < f(x)g(x) < M[f(x)]

De lim f(x)=0segueque lim M| f(x)|=0 e lim —M]| f(x)|=0. Pelo teorema de confronto
X—p X—p X—p

Xlﬂyp f(x)g(x)="0
[...]

) 2 1 se xeQ
Exemplo 3. Calcule lim x“g(x)onde g(x)=
X—>0 -1 se x¢Q

Solucgdo

Xliﬂlo x2 = 0; como XIi_n;0 g(x) ndo existe (verifique) ndo podemos aplicar a propriedade relativa a limite de um

produto de fungdes. Entretanto, como g é limitada, (Jg(x)| < 1 para todo x) e
limitada

i E - \1 =
lim x2 =0, pelo exemplo anterior _‘h_'h"k # M{. 0-
X—>0 0

Figura 1 — Teoria do Confronto e sua aplicacéo
Fonte: Guidorizzi (2008, p. 90-92)
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E particularmente interessante observar que a opgao do autor, de acordo com a figura
acima, assim como seu ambito de aplicacdo, ndo fazem apelo a nenhuma intuicdo gréfica, o
que consideramos que pode ser uma fonte adicional de dificuldade para um aprendiz que
ainda pode estar dependente de alguns elementos intuitivos de referéncia para compreender o
teorema em sua plenitude. Obervamos ainda a importancia dos exemplos que o autor
apresenta, pois eles mostram o &mbito de aplicacdo do teorema.

Contudo notamos a auséncia do discurso tecnoldgico associado a demonstracdo do
teorema que seria importante ter sido apresentado para primeiro prover uma justificativa no
sentido de que, segundo Chevallard (2014, 1999), essa prética leva-nos ao resultado desejado
e que é correto proceder dessa maneira. Pensamos que esse discurso pode ser melhor
compreendido quando Ihe damos um suporte, por meio da representacédo grafica, que auxilia a
fundamentar as propriedades utilizadas na demonstracdo do teorema e dos exemplos
considerados, pois ao utilizar o ostensivo escrito Teorema do Confronto para demonstrar que
o limite do produto das fun¢des f e g quando x tende a p € igual a zero, estamos nos referindo
ao ndo ostensivo Teorema do Confronto, que corresponde ao conceito que lhe €
institucionalmente associado.

Dessa forma, a necessidade de prover alguns elementos intuitivos no processo de
aprendizagem do teorema do confronto nos conduziu a incorporar nas atividades por nos
denominadas experimentais a representacdo grafica de algumas etapas da andlise desse
teorema, pois, por meio do ostensivo grafico, podemos auxiliar os estudantes a criarem
imagens mentais importantes para a compreensao do teorema e de sua aplicacao.

Consideramos que essa opc¢do didatica é pertinente, quando nos propomos a analisar a
atividade matematica na perspectiva da TAD, pois segundo Chevallard (2002), as condi¢des e
restricdes que permitem a producdo e o uso de tarefas matematicas nas diferentes instituicdes
(a ecologia de uma praxeologia matematica) dependem dos objetos ostensivos, aqueles
perceptiveis aos sentidos humanos e capazes de serem manipulados, tais como 0s sons,
gréficos, gestos, escritas e dos objetos ndo ostensivos que correspondem aos conceitos, nogoes
e ideias que podem ser evocados quando se manipulam os ostensivos que lhes séo associados.
Para tal, enquanto opcdo didatica que possibilita uma discussdo por meio da dialética
ostensivos e ndo ostensivos, assumimos o Geogebra como um objeto ostensivo que torna
possivel materializar e manipular as nocdes, conceitos e ideias associadas a0 Teorema do
Confronto.

Reiteramos ainda, citando Chevallard (2002), que os objetos ndo ostensivos néo

podem ser vistos, percebidos ou mostrados por si mesmos. Assim, eles s6 podem ser
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evocados por meio de uma manipulacdo adequada de certos objetos ostensivos e estes Ultimos
dependem das escolhas que Ihe sdo associdas nas diferentes instituicdes. Por exemplo, para
determinar a derivada da funcdo como a dos exemplos acima considerados, evocamos
algumas ideias, principios e leis de derivacdo que ndo podem ser vistas, mas elas guiam as
acOes da pessoa que a usa para obter o resultado pretendido, como a solucéo proposta para o
exemplo 3, que utiliza as propriedades de limite para as fungdes dadas a fim de encontrar o
resultado do limite do produto dessas funcdes, quando x tende a zero. O exemplo coloca em
evidéncia a dialética ostensivos e ndo ostensivos necessaria para o desenvolvimento desta
tarefa, cuja tecnologia esta associada a teoria que a sustenta.

Assim, justificamos nossa escolha do software Geogebra, como um ostensivo rico na
materializacdo dos objetos ndo ostensivos que constituem os conceitos associados a nocao de
derivada de funcGes reais a valores reais.

Para melhor compreender o papel do software Geogebra no desenvolvimento da nossa
pesquisa, consideramos a teoria de instrumentacdo de Rabardel (1995, 2002), para a qual
apresentamos na sequéncia algumas ideias que serviram de apoio ao trabalho por nds

desenvolvido.

3 Teoria de instrumentagdo

Destacamos alguns aspetos da teoria de instrumentacdo/instrumentalizacdo na
perspectiva de Rabardel (1995, 2002), tendo em conta sua importancia para a analise das
relacBes entre o pesquisador e os estudantes nos seus esforcos de interacdo com as tarefas
propostas, mediadas pelo computador durante as discussdes nas sessdes experimentais.

Para Rabardel (1995, 2002), o instrumento esta no coracdo da atividade humana, ele
substitui algumas funcBes (mentais) pelas outras e reconstréi toda a estrutura do
comportamento.

Ao propormos o Geogebra, pressentimos e imaginamos que esse software modifica as
praticas de ensino e de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral, em geral, e da
diferenciacdo, em particular, pois em funcdo do aprimoramento da articulacdo entre as
representacdes algébricas e graficas, € possivel criar imagens mentais importantes que
auxiliam na abstracdo e generalizacdo de conceitos e nocgdes associados ao Calculo
Diferencial e Integral.

Assim, iniciamos ressaltando que, consoante Rabardel (1995, 2002), a posicao

intermediaria do instrumento faz dele um mediador das relagbes entre o sujeito e 0 objeto
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finalizado. E um mundo intermediério, cuja caracteristica principal ¢ adaptar-se, tanto ao
sujeito, quanto ao objeto. Para o autor, essa adaptagdo ocorre em termos materiais e em
termos das propriedades cognitivas e semidticas, de acordo com o tipo de atividade na qual o
instrumento é inserido ou é supostamente inserido. Dessa forma, segundo o autor, dois tipos
de mediacéo sdo identificados:

- mediacdo do objeto ao sujeito, descrita como sendo uma mediacao epistémica, na
qual o instrumento é meio que permite ao usuario conhecer o objeto pretendido. Diante dessa
mediacdo, as retroacdes que a interface emite para o sujeito provocam nele imagens visuais ou
acusticas que vao se reestruturando na sua mente em conceitos, objeto finalizado da
mediagéo.

- uma mediacdo pragmatica, do sujeito ao objeto, na qual o instrumento € um meio
para acao transformadora, num sentido mais amplo, incluindo controle e regulacéo, dirigida
ao objeto.

A elaboracdo instrumental pelo usuério €, assim, dirigida tanto para si mesmo, sendo
esta a dimensao da génese instrumental chamada instrumentacdo, quanto para o artefato, que é
a dimensdo da génese instrumental denominada instrumentalizacdo. Assim sendo, destacamos
abaixo dois processos associados considerados pelo autor como estando na génese
instrumental.

Processos de instrumentacéo. Estes processos estdo relacionados com a emergéncia e
evolucdo do uso de esquemas e acbes mediadas pelo instrumento: sua constituicdo, seu
funcionamento, sua evolucdo por acomodacdo, combinagdo, coordenacdo, inclusdo e
assimilacdo matua, assimilacdo de novos artefatos ao conjunto de esquemas ja existentes.

Processos de instrumentalizacdo. Estes processos estdo relacionados com a
emergéncia e evolucdo de componentes artefatuais do instrumento: selecdo, consolidacéo,
producdo e instituicdo de funcBes, desvios e catacreses, atribuicdo de propriedades,
transformacéo artefatual (estrutura e fungéo, entre outras) que prolongam as criacoes e ganhos
dos artefatos. Apos apresentacdo de algumas ideias subjacentes a Teoria de Instrumentacéo,

destacamos a seguir as consideracdes metodoldgicas do estudo.

4 Método da pesquisa

A pesquisa foi de natureza qualitativa na forma do estudo de caso, segundo Lidke e
André (1986):
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e tem o ambiente natural como sua fonte de dados e o pesquisador como seu
principal instrumento;

e 0s dados coletados sdo predominamente descritivos;

e apreocupacdo com 0 processo € muito maior do que com o produto;

e 0 significado que as pessoas ddo as coisas € foco de atencdo especial pelo
pesquisador;

e aanalise dos dados tende a seguir um processo indutivo.

Em termos de estratégias, para realizarmos a pesquisa, operacionalizamos alguns
elementos da engenharia didatica (ARTIGUE, 2010), mais especificamente: analise
institucional, concep¢do e analise a priori das tarefas preparadas para a experimentacdo;
experimentacdo; analise a posteriori e validagdo interna dos resultados. Neste artigo, em
razdo do espaco disponivel limitado, destacamos apenas os resultados referentes a
experimentacao, analise a posteriori e validacdo interna para a tarefa relacionada ao teorema
do confronto.

Essa tarefa foi discutida na 10% sessdo das 12 sessOes que compreenderam O
experimento, no dia 08 de junho de 2013, com uma duracgdo de cerca de 1 hora e 30 minutos,
no horario das 10h30min as 12 horas, e participaram da discussdo sete estudantes dos oito que
regularmente faziam parte do estudo. As discussfes decorriam na sala de informatica, com
cerca de 40 computadores operacionais e 0s estudantes trabalhavam em duplas, sendo um
computador para cada dupla, com o objetivo de propiciar discussdes entre 0s componentes de
cada dupla durante a resolucdo das tarefas propostas pelo pesquisador. Na sequéncia, 0s
estudantes discutiam no grupo, sob a mediacdo do pesquisador, os resultados encontrados.
Finalmente, os resultados eram validados e a nog¢éo ou o conceito em jogo institucionalizado.

Usamos duas categorias de analise dos dados, abstraidas do referencial tedrico estabelecido:

Categoria A: tipo de relacBes pessoais dos estudantes participantes da sessdo diante das

relagOes institucionais vigentes sobre o Teorema do Confronto;

Categoria B: alcance da mediacdo didatica com recurso ao software Geogebra sobre o

Teorema do Confronto.

A seguir destacamos alguns extratos de como a experimentagéo foi conduzida.
No inicio, 0 pesquisador entregou aos estudantes o formulario com as tarefas para

resolver. Aqui apresentamos apenas a tarefa que sera analisada neste artigo.
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Tarefa 6: Funcao derivada.

xzsen(ij , se x=0
X

Considere a funcéo f definida por: f(x) =
0 , se x=0

Encontre a funcdo derivada de f.
Estude a derivabilidade de f no ponto x = 0. Justifique a sua resposta

Figura 2 — Tarefa proposta aos estudantes para derivar
Fonte: O autor (2014)

Em seguida, o pesquisador recomendou que o0s estudantes resolvessem em duplas a

tarefa proposta.
A seguir, apresentamos algumas passagens da discussdo e a analise da tarefa 6.

5 Os resultados e analises da tarefa 6

Depois de cerca de 30 minutos de discussdo entre os estudantes, surgiram alguns

resultados que apresentamos a seguir:

Grupo 2: Grupo 1
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Figura 3 — Derivacdo de uma fungdo composta pelo Teorema do Confronto
Fonte: O autor (2014)
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Os resultados acima sinalizam que os grupos 1 e 2 ndo discriminaram bem as
condigdes de definicdo da funcdo dada por intervalos e, por isso, todas as justificativas por
eles apresentadas ndo eram adequadas, embora a aplicacdo do Teorema da Funcdo Composta
tenha sido bem interpretada. Por outro lado, notamos nas respostas dos grupos referidos o
efeito da técnica de substituicdo aplicada no célculo de limites, conduzindo o estudante a
interpretar o limite da funcdo em um ponto como sendo seu valor nesse ponto, 0 que nao é
correto, conforme a prépria definicdo do conceito de limite. Em termos de ecologia
matematica para esses estudantes, segundo Chevallard (2002), diriamos que existe uma
adaptacdo inadequada as restricdes e as condicGes da tarefa proposta. As suas relacGes
pessoais ndo sdo conformes as relagdes institucionais vigentes sobre o teorema do confronto.

Ja o grupo 4 refletiu convenientemente e deu uma resposta conceitualmente bem
justificada, baseada no Teorema do Confronto. Pela nossa experiéncia, podemos afirmar que
muitos estudantes do Ensino Médio e mesmo do Ensino Superior em Mogambique ndo estéo
habituados a elaborar respostas desse tipo, baseadas em conceitos. O que eles normalmente
produzem sao respostas respaldadas em tecnicas, fato compreensivel, uma vez que 0s
estudantes apresentam uma sequéncia de manipulacdo de ostensivos sem evocar 0S ndo
ostensivos que lhes sdo associados. No caso, mesmo 0 grupo 4, ao utilizar o Teorema do
Confronto, ndo explicita qual é o ndo ostensivo em jogo. Trata-se de uma maneira de trabalhar
com a Matemdtica que ndo é caracteristica da propria Matematica, mas do ensino de
Matematica em alguns paises, em particular, em Mocambique e no Brasil, como foi possivel
constatar pela nossa experiéncia no caso de Mocambique e por meio do trabalho de Avila
(2005), no qual se destaca que os objetivos do primeiro curso de Calculo estdo
prioritariamente associados ao provimento de técnicas.

Parece-nos importante a discussao tecnoldgico-tedrica dessas técnicas, que além de
auxiliar a compreendé-las, podera também ser fonte para a introducdo e desenvolvimento de
novas técnicas. Assim, consideramos que, embora o ponto de vista de énfase as tecnicas seja
pertinente na perspectiva do autor, € importante que estas técnicas ndo aparecam do nada, mas
sejam alicercadas em algum discurso tecnolOgico-tedrico que as torne exequiveis,
transparentes, justificaveis e explicaveis.

Essa nossa observacdo é também sustentada por Chevallard (1999) e Bosch, Fonseca
e Gascon (2004) de modo que, segundo eles, uma tecnica deve ser compreensivel, legivel e
justificavel para proporcionar o seu controle e garantir a eficacia das tarefas que ela permite
realizar. Ainda de acordo com os mesmos autores, em qualquer instituicdo I, qualquer que

seja o tipo de tarefas T, a técnica r relativa a T estd sempre acompanhada de ao menos um
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embrido, ou mais frequentemente dito, de um vestigio da tecnologia 6. Portanto, como ja
indicado, ndo é interessante que se apliquem técnicas de substituicdo, como os estudantes
acima fizeram, sem justificativas e explicacdes do que é feito.

Desse modo, perante as dificuldades como as mostradas pelos grupos 1 e 2,
consideramos usar a ferramenta computacional para tentar discutir os equivocos. Nos extratos
abaixo, tentamos resumir essa discussao que, na pratica, foi muito longa.

Na Figura 4, que corresponde a discussdo do grupo dos estudantes com a mediagéo do
professor, apos os trabalhos em duplas, os estudantes estdo indicados com os cddigos 1A, As,
AAs, N, G........ e o professor com o cdédigo P, com o significado de: 1A — um estudante; As —
Os estudantes (geralmente em coro), AAs — alguns estudantes; N — estudante de nome N; G —

estudante de nome G, e assim por diante.

1A — Na 12 tarefa usamos o seletor. A mesma ideia pode ser usada aqui. Sim, pode ser usada.
P — Pode ser usada, é uma possibilidade. Entdo vamos usar. Para poder usar o seletor, devo ter um ponto no
qual devo tragar a reta tangente e determinar o declive da reta tangente naquele ponto.
Os estudantes juntamente com o pe§quisador fazem o seguinte desenho:

B // a=004
1
——
a=-062 "
- " A
Vi 3 2 4 17 2
s 3 2 ] _}( Ol- 1 0d 2 m=-1 5 i
1 14
14
/1
/ y

P — Temos |4 o gréfico de f, a reta tangente no ponto A, e o declive
da reta tangente no ponto A. Ou também, como vimos, chamamos 1
de taxa de variagdo, ndo é? E a variacdo da ordenada para a
variacdo de uma unidade na abscissa. O que acontece : i A i i
movimentando o ponto A? 2 2 - o T ?
As — Declive altera.
P — Estamos nas proximidades de zero, qual é a inclinagdo da reta
tangente aqui? (Veja que a traducdo de Stewart usa mais o termo
inclinacdo da reta tangente).
AAs — Zero.
1A — N&o existe.
P — H&?
AAs — Ali est zero.
P — Bem, é mudar a cor da reta tangente para ver bem. (O pesquisador sugere a um estudante que ndo
destacou bem no seu desenho). Mude a cor da reta tangente para vermelho (Cor foi uma variavel muito
importante para distinguir os objetos nessa experimentacéo). Talvez aumentar um pouco o tamanho da reta
tangente.
P — Este é 0 a, (aponta 0 a a indicar zero, a = 0), qual é o declive da reta tangente?
As — Zero. A reta tangente esta sobre o eixo das abscissas.
P — Quer dizer, nas proximidades de zero existe a reta tangente, e mesmo no zero. E mesmo no zero, entéo o
que ha a dizer?
N — E derivavel no ponto zero. A derivada é zero. Mas calcular analiticamente, vai sair?
Figura 4 — Derivacdo de uma funcdo composta pelo Teorema do Confronto: discussao
Fonte: O autor (2014)
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Até 0 momento em que essa tarefa foi discutida, os estudantes ja sabiam usar os
recursos basicos do Geogebra: inser¢do de fungdes na entrada de comandos, uso do controle
deslizante para desencadear animacdes, producdo de reta tangente num ponto do gréafico de
uma funcao e incorporagdo do recurso declive na reta. Convém indicar ainda que na sessao
anterior a esta em que discutimos o Teorema do Confronto, analisamos os diferentes pontos

de vista da derivada, segundo Thurston (1995):

1. Como infinitesimal: a derivada como uma relacdo de mudanca infinitesimal
do valor da fun¢do a mudanga infinitesimal da variavel;

2. no sentido simbdlico: a derivada como resultado de uma certa manipulagdo
simbodlica. A derivada de x" é nx™*, a derivada de sen(x) é cos(x), a derivada de fog é
f’ogog’ etc.

3. no sentido légico: a derivada como objeto definido sob certas condicGes
l6gicas. f'(X) = d, se e somente se, para cada ¢, existe um ¢ tal que se

0<|AX|<§5 entdo f(X+Ax)—f(X)_d <g

Ax
4. no sentido geométrico: a derivada como o declive da reta tangente ao gréfico
de f em um ponto P dado, se o gréfico tiver uma reta tangente nesse ponto;
5. taxa de variacao: a derivada como taxa de variacdo instantanea de f(t) se t for
o0 tempo;
6. uma aproximacdo: a derivada como aproximac&o linear de uma funcéo f nas
proximidades do ponto A dado;
7. do ponto de vista microscépico: a derivada de uma fungdo como o limite do

que se vé sob um microscopio ampliando cada vez mais (THURSTON, 1995, p. 10,
traducdo nossa).

Com recurso ao software Geogebra, consideramos que a discussdo da existéncia ou
ndo da derivada da funcdo dada no ponto x = 0 foi efetiva. Visualmente foi observado e
justificado que a derivada da funcéo dada, no ponto x = 0, era zero. Nesse contexto, pensamos
que as possibilidades de validacdo visual, experimentacdo e inducdo a formulacdo de
conjecturas, proporcionadas pelo software Geogebra, sejam alguns dos grandes méritos
didaticos do Geogebra em Matematica. Os argumentos dos estudantes foram conceitualmente
coerentes. O questionamento do estudante N: “... Mas calcular analiticamente vai sair?”
achamos ser de grande valor didatico para capitaliza-lo rumo a elaboragdo do discurso técnico
tecnoldgico do teorema do confronto.

Como encaminhar o discurso algébrico, articulando-o com a representacdo gréafica?

O extrato seguinte mostra essa tentativa:
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P — Este x tende para onde?
As — Para zero.

1
P — Esta expressao aqui (sen(—)) tende para onde?
X

AAs — Tende para infinito.

P — Como? Como vai tender para infinito?
O pesquisador plota o gréafico de sen().
P — O que é que estao a ver?
Siléncio

X
por volta de zero, oscila entre menos um e um. Enquanto este

. 1
P — Entdo estamos a ver que esta expressdo aqui sen(—j ,

1
pedaco (x) tende para zero, este pedaco sen(—} oscila entre
X

menos um e um.

. . 1 . - .
Quer dizer o valor daqui sen(— estd entre menos um e um. E multiplicado por zero, quanto vai dar?
X

As — Zero.
P — Este é o problema de substitui¢des. Quando falamos de limite, ndo estamos a dizer que x é igual a zero.

X
estava a dar erros porque ele esta a dizer, x tem de ser zero, ndo, nas proximidades de zero. ... Como eu

1
Estamos sim nas proximidades de zero. Por exemplo, esta substituicdo (02 - sen(—j ), que ele estava a fazer,

. - . 1 L . .
disse, esta funcéo aqui sen(— nas proximidades do zero varia entre menos um e um, claro aqui entre
X

menos um e um hé outros valores, inclusive o zero. Entdo, todo valor que esta entre menos um e um,
multiplicado por zero, da zero.
Figura 5 — Analise com auxilio da representacdo gréafica do Teorema do Confronto
Fonte: O autor (2014)

Percebemos, na figura acima, parte do decurso da sessdo, na qual vemos a

xzsen[lj , sex#0
X

complexidade do estudo da derivada da funcao f(x) = no pontox =0, e
0 , se x=0

as reais dificuldades que surgem e que estdo intimamente relacionadas com a definicdo do
conceito de limite, quando se generaliza por meio da técnica de substituicéo.

Ndo se sabe ao certo como essa técnica € construida no meio estudantil, porque
institucionalmente ndo é destacada. Todas as definicdes de limites de uma funcdo em um
ponto apontam que o nimero a para o qual determinamos o limite de f ndo precisa estar no
dominio de f. Mediante essa observacao, fica a questdo: Por que os estudantes desenvolvem a
técnica de substituicdo? Seria essa pratica uma consequéncia de insuficiéncias praxeoldgicas
locais? A praxeologia local é definida por Chevallard (1999, 2014) como sendo aquela

envolvendo técnicas, justificacdes e explicacGes de um discurso matematico. Acreditamos que
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a articulacdo entre as varidveis visuais e o discurso tecnoldgico utilizado no encaminhamento
do problema proposto melhora o entendimento do que se pretende construir. Com essa
observacdo, queremos enaltecer o valor didatico do software Geogebra usado nesse
experimento: sua riqueza na dinamicidade. N&o obstante, estamos conscientes de que esse
recurso poderia ter sido usado de melhor maneira do que esta que destacamos na nossa

experiéncia.
6 Conclusao

Consideramos a media¢do com o recurso computacional como forma de proporcionar
uma imagem muito significativa para levar os estudantes a terem algum crédito do resultado
obtido, pois no ponto x = 0, tivemos o declive da reta tangente ao grafico de f igual a zero e a
reta tangente e seu declive estavam visiveis. Enaltecemos ainda o valor didatico das variaveis
cor, espessura e animagao desse software, permitindo uma representacdo com sentido dos
objetos ndo ostensivos subjacentes.

Outra representacdo grafica que se revelou Util na discussdo foi a da funcdo f(x) =

sen(—j, ja que, por meio da imagem visual, dissipou-se o equivoco de grande parte dos
X

estudantes, pensando que quando x tendesse a zero, f(x) tendia a mais infinito.
Além disso, com a imagem grafica presente, foi possivel argumentar que o produto de

um ndmero entre -1 e 1, por 0 era igual a zero. Reconhecemos, contudo, que esta Ultima
imagem teria sido mais efetiva se se plotasse junto todo produto x.sen(—), como indicamos
X

na figura a seguir:

Figura 6 — Gréficos de funcGes fatores e da funcéo produto
Fonte: O autor (2014)
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. - L . . . 1 .
Talvez com esta visualizacgdo, ficaria mais evidente que Ilmoxsen = =0 e assim
X—> X

poderiamos concluir que /°(0) = 0.

Consideramos que a discussdo tenha sido efetiva, pois oportunizou aos estudantes
agirem sobre o contelido em causa e, dessa acdo, foram sendo constatadas as suas relacdes
pessoais com 0 objeto matematico visado, algumas das quais ndo conformes as relacbes
institucionais vigentes.

Nesses casos, buscou-se ultrapassar os equivocos, 0 que julgamos ter surtido efeitos,
pois 0s argumentos trazidos foram logicamente construidos e os estudantes mostraram ter
conquistado um discurso apropriado ao que estava sendo discutido.

Na visdo de Korner (1985), diriamos que houve efetivamente uma fase de construgdo
de conhecimentos, pois 0 autor explica que construir um conceito é proporcionar-lhe um
objeto de referéncia, e, na discussdo havida, as intervencfes dos estudantes estdo carregadas
desse contetido. No caso, diriamos que a articulacdo entre os ostensivos algébrico e grafico,
na discussao, oportunizou a criagdo de imagens mentais importantes para o desenvolvimento
dos conceitos e noc¢des associados a introducdo do Caélculo Diferencial e Integral, como a
utilizacdo do Teorema do Confronto para justificar a derivabilidade da funcdo dada no ponto
x=0.

Na oOtica de Rabardel (1995, 2002), diriamos que a discussdo com recurso ao
instrumento proporcionou a reconstrucdo da relacdo pessoal dos estudantes quanto ao teorema
em discussao.

Finalmente, consideramos pertinente destacar o efeito positivo da ferramenta
computacional na conduta matematica dos estudantes, pois as afirmac6es deles, que aparecem
na Figura 4, sdo exemplos de uma mudanca qualitativa do pensamento matematico daqueles

que participaram ativamente da pesquisa.
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