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ABSTRACT

A design method for tracking system with disturbance re-
jection applied to nonlinear systems using fuzzy control is
proposed in this paper. Fuzzy feedforward controllersM(α)
andN(α) are designed in order to obtain the tracking system.
These controllers minimize theH∞-norm from the reference
input signalr(t) to the tracking error signale(t), where the
tracking error signal is the difference between the reference
input signalr(t) and the output signalz(t). A dynamic feed-
back fuzzy controllerKc(α) is designed in order to mini-
mize theH∞-norm from the disturbance inputw(t) to the
outputz(t). The designs are formulated in Linear Matrix In-
equality (LMI) framework, such that the optimal solutions
of the stated control problems are obtained. Simulation of a
practical problem illustrates the effectiveness of the proposed
method.
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RESUMO

Neste trabalho é proposta uma metodologia de rastreamento
de sinais e rejeição de distúrbios aplicada a sistemas não-
lineares. Para o projeto do sistema de rastreamento, projeta-
se os controladores fuzzyM(α) e N(α) que minimizam o
limitante superior da normaH∞ entre o sinal de referência
r(t) e o sinal de erro de rastreamentoe(t), sendoe(t) a dife-
rença entre a entrada de referência e a saída do sistemaz(t).
No método de rejeição de distúrbio utiliza-se a realimentação
dinâmica da saída através de um controlador fuzzyKc(α)
que minimiza o limitante superior da normaH∞ entre o si-
nal de entrada exógenaw(t) e o sinal de saídaz(t). O proce-
dimento de projeto proposto considera as não-linearidades
da planta através dos modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Os
métodos são equacionados utilizando-se inequações matri-
ciais lineares (LMIs), que quando factíveis, podem ser facil-
mente solucionados por algoritmos de convergência polino-
mial. Por fim, um exemplo ilustra a viabilidade da metodo-
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logia proposta.

PALAVRAS-CHAVE : Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno, Ras-
treamento, Sistemas Não-lineares, LMIs, NormaH∞.

1 INTRODUÇÃO

Os sistemas de rastreamento são amplamente utilizados em
projetos de engenharia de controle, tais como controle de
temperatura, controle de velocidade, controle de processos
químicos, entre outras aplicações. Em grande parte dos pro-
cessos físicos, industriais, mecânicos, etc, observa-se apre-
sença de fatores de natureza não-linear em sua estrutura. En-
tretanto, em projetos de sistemas de rastreamento aplicados
a sistemas não-lineares utilizam-se na maioria das vezes me-
todologias desenvolvidas para sistemas lineares. Neste con-
texto, considera-se um ponto de operação do sistema não-
linear. Este procedimento pode comprometer o desempe-
nho do sistema de controle projetado caso o comportamento
da planta não-linear não opere próximo ao ponto de opera-
ção especificado no projeto. Deste modo, o desenvolvimento
de metodologias de sistemas de controle considerando-se as
não-linearidades da planta pode resultar em um melhor de-
sempenho do processo dinâmico a ser controlado.

Recentemente, estudos sobre sistema de controle fuzzy tem
sido objeto de pesquisa na comunidade científica mundial,
vide por exemplo, (Teixeira et al., 2003), (Teixeira and
Zak, 1999), (Han et al., 2000), (Teixeira et al., 2000). Nes-
tes trabalhos, a planta não-linear é representada pelo modelo
fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (Takagi and Sugeno, 1985), que
é baseado nas regras fuzzy SE-ENTÃO.

Um dos estudos mais recentes na área de sistemas de rastre-
amento aplicados a sistemas não-lineares é descrito em (Lin
et al., 2006), o qual propõe um método de rastreamento utili-
zando controladoresH∞ e ainda utiliza o sistema de modela-
gem das não-linearidades da planta via T-S. Lin et al. (2006)
equacionou o projeto em termos de LMIs, e a metodologia é
aplicada a sistemas com atraso. O sistema de rastreamento
abordado em (Lin et al., 2006) adota a realimentação de es-
tados estimados e não permite a escolha de freqüência para o
sinal a ser rastreado.

Neste trabalho é proposta uma metodologia de rastreamento
de sinais para sistemas não-lineares. O método baseia-se na
minimização do limitante da normaH∞ entre o sinal de re-
ferência e o sinal de erro de rastreamento, sendo o erro de
rastreamento a diferença entre o sinal de referência e o sinal
de saída do sistema. A metodologia proposta possibilita a es-
colha da faixa de freqüência do sinal a ser rastreado como es-
pecificações de projeto e utiliza-se a realimentação dinâmica
da saída. No processo de rejeição de distúrbio minimiza-se
o limitante da normaH∞ entre o sinal exógeno e o sinal da

saída do sistema. Utiliza-se neste projeto a metodologia de
modelagem do sistema não-linear pelo modelo T-S (Takagi
and Sugeno, 1985), o qual permite ao projetista considerar as
não-linearidades da planta ao projeto do sistema de controle.
O projeto do rastreamento e rejeição de distúrbio aplicado
a sistemas não-lineares é descrito em termos de LMIs, que
quando factíveis, podem ser facilmente solucionadas através
de algoritmos de convergência polinomial disponíveis na li-
teratura (Gahinet et al., 1995). Neste caso, determina-se a
solução ótima para o problema. Por fim, um exemplo ilustra
a viabilidade da metodologia proposta.

2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Um sistema não-linear descrito através da metodologia fuzzy
T-S pode ser representado pelas regras fuzzy Se-Então. Este
conjunto de regras representa localmente as relações lineares
entre a entrada e a saída do sistema não-linear.

A representação local da planta dinâmica não-linear está dis-
ponível em termos dos modelos lineares locais:

ẋ(t) = Aix(t) + B2iu(t) + B1iw(t),

z(t) = C1ix(t), (1)

y(t) = C2ix(t),

sendoi = 1, 2, · · · , v, x(t) é o vetor de estados(x(t) ∈ ℜn),
Ai ∈ ℜn×n, B1i ∈ ℜn×q, B2i ∈ ℜn×p, C1i ∈ ℜm×n,
C2i ∈ ℜm×n, y(t) é a saída medida(y(t) ∈ ℜm), z(t) é a
saída de referência(z(t) ∈ ℜm), u(t) a entrada de controle
(u(t) ∈ ℜp) ew(t) é uma entrada exógena (do tipo distúrbio
ou perturbação).

O sistema descrito em (1) é então fundido com as regras Se-
Então disponíveis, sendo que a enésima regra pode ser des-
crita da seguinte forma:

Modelo Regra i:

Seh1(t) éMi
1 e · · · hp(t) éMi

p, (2)

Então







ẋ(t) = Aix(t) + B2iu(t) + B1iw(t),
z(t) = C1ix(t),
y(t) = C2ix(t),

Mi
j , j = 1, 2, · · · , p é o conjunto fuzzy ev é o número

de modelos locais relacionados às regras fuzzy. As funções
h1(t), · · · , hp(t) são denominadas de variáveis premissas e
h(t) será utilizado para denotar o vetor que contém todos
os elementos individuaish1(t), · · · , hp(t). Neste trabalho
utilizou-se a forma generalizada dos sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (Taniguchi et al., 2001), e o número de modelos lo-
cais (v) é 2ns, sendons o número de não-linearidades no
sistema.

Sejaµi
j(hj(t)) a função de pertinência do conjunto fuzzy

Mi
j . Comoµi

j(hj(t)) ≥ 0, pode-se descrever o nível de
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ativação da enésima implicação,ϕi(h(t)), da seguinte ma-
neira

ϕi(h(t)) ≥ 0 e
v

∑

i=1

ϕi((h(t)) > 0. (3)

Na obtenção do modelo fuzzy T-S para sistemas não-lineares
adota-seh(t) = x(t), sendox(t) o vetor de estado do sistema
não-linear. Esta escolha é realizada em todos os desenvolvi-
mentos teóricos deste trabalho.

Considerando-se um sistema com(x(t), u(t), w(t)), pode-se
descrever uma planta não-linear através de um sistema fuzzy
inferido da seguinte maneira:

ẋ(t) =

v
∑

i=1

ϕi (h(t)) {Aix(t) + B2iu(t) + B1iw(t)}

r
∑

i=1

ϕi (h(t))
,

z(t) =

v
∑

i=1

ϕi (h(t))C1ix(t)

r
∑

i=1

ϕi (h(t))
, (4)

y(t) =

v
∑

i=1

ϕi (h(t))C2ix(t)

r
∑

i=1

ϕi (h(t))
,

sendo

h(t) =
[

h1(t) h2(t) · · · hp(t)
]

,

ϕi (h(t)) =

p
∏

j=1

µi
j(h

′
j).

Pode-se reescrever (4) como

ẋ(t) =

v
∑

i=1

αi (h(t)) {Aix(t) + B2iu(t) + B1iw(t)} ,

z(t) =
v

∑

i=1

αi (h(t)) C1ix(t), (5)

y(t) =

v
∑

i=1

αi (h(t)) C2ix(t).

O sistema (5) pode ser descrito de forma compacta por

ẋ(t) = A(α)x(t) + B2(α)u(t) + B1(α)w(t),

z(t) = C1(α)x(t), (6)

y(t) = C2(α)x(t),

sendo

A(α) =

v
∑

i=1

αi (h(t))Ai, B2(α) =

v
∑

i=1

αi (h(t)) B2i,

B1(α) =

v
∑

i=1

αi (h(t))B1i, C2(α) =

v
∑

i=1

αi (h(t)) C2i,

e C1(α) =
v

∑

i=1

αi (h(t))C1i.

Os escalares,

αi (h(t)) =
ϕi (h(t))

v
∑

i=1

ϕi (h(t))

,

sendo,






v
∑

i=1

αi (h(t)) = 1,

αi (h(t)) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , v,

são os pesos normalizados de cada regra dos modelos fuzzy
T-S, e neste trabalho são determinadas a partir dos estados
da planta não-linear, utilizando-se o(s) valor(es) máximo(s)
e mínimo(s) da(s) função(ões) não-lineares que descrevem
o sistema dinâmico em espaço de estado, vide (Taniguchi
et al., 2001) para maiores detalhes. As equações (4)-(6) re-
presentam o sistema não-linear descrito pelo modelo fuzzy
T-S (Takagi and Sugeno, 1985). De uma forma geral, o mo-
delo fuzzy T-S consiste da descrição de um sistema não-
linear como a combinação fuzzy de um certo número(v)
de modelos locais lineares e invariantes no tempo, sendo
que estes modelos descrevem aproximadamente o comporta-
mento deste sistema em diferentes pontos do espaço de esta-
dos (Teixeira and Zak, 1999). A modelagem fuzzy T-S tam-
bém pode descrever exatamente certas classes de sistemas
não-lineares (Taniguchi et al., 2001).

2.1 Problema 1

O problema de rejeição de distúrbio utilizando a realimen-
tação dinâmica da saída é minimizar o limitante superior da
normaH∞ entre a entrada exógenaw(t) e a saídaz(t). Neste
processo deve-se projetar um controlador fuzzyKc(α), que
atenue o efeito do sinal de distúrbio na saída do sistema não-
linear. Para o rastreamento deve-se projetar controladores
fuzzy M(α) e N(α) que minimize o limitante superior da
normaH∞ entre a entrada de referênciar(t) e o erro de ras-
treamentor(t) − z(t).
Observação 1:O diagrama de blocos do sistema de controle
proposto para resolver o Problema 1 é ilustrado na Figura 1,
ondeKc(α) = (Ac(α), Bc(α), Cc(α)) é um compensador
dinâmicoH∞ aplicado a sistemas não-lineares. As matrizes

258 Revista Controle & Automação/Vol.19 no.3/Julho, Agost o e Setembro 2008



+

+

+ -

r(t)
N(α)

u(t)

Planta Não-linear
w(t)

ẋ(t)=A(α)x(t)+B2(α)u(t)+B1(α)w(t)

y(t)
y(t) = C2(α)x(t)

M(α)

ẋc(t)=Ac(α)xc(t)+Bc(α)uc(t)+M(α)r(t)

yc(t) = Cc(α)x(t)

e(t)

Controlador Fuzzy

z(t)

z(t) = C1(α)x(t)

yc(t)

uc(t)

Figura 1: Sistema de controle de rastreamento de sinais e
rejeição de distúrbios.

M(α) e N(α) proporcionam o rastreamento er(t) é o sinal
de referência do sistema de controle.

Neste trabalho realiza-se a atenuação do efeito do sinal de
distúrbio na saída do sistema e rastreamento de sinais de re-
ferência através de controladores que utilizam a normaH∞

como critério de desempenho. O Teorema 1 descreve o li-
mitante superior para a normaH∞ aplicada a sistemas não-
lineares.

Teorema 1 Considere o sistema não-linear com entrada
w(t), saídaz(t) e realização em espaço de estadoT (α) =
(At(α), Bt(α), Ct(α), Dt(α)). Se existe uma matrizP =
P ′ que satisfaz as seguintes LMIs,




At(α)P + PAt(α)′ Bt(α) PCt(α)′

Bt(α)′ −I Dt(α)′

Ct(α)P Dt(α) −δI



 < 0, (7)

P > 0. (8)

então, a solução ótima para o limitante superior da norma
H∞ da realizaçãoTt(α) é a solução para o seguinte pro-
blema de otimização,

||T ||2∞ = min δ

s.a (7) e (8).

Prova: Considere a realização em espaço de estado do sis-
tema não-linearTt(α),

Tt(α) = (At(α), Bt(α), Ct(α), Dt(α)). (9)

A normaH∞ da realizaçãoTt(α) pode ser interpretada pela
norma induzidaL2 → L2 (Boyd et al., 1994), isto é,

||Tt||∞ = γ ⇔ ||z||2 ≤ γ||w||2, ∀w(t) ∈ L2,

ouγ−1||z||2 ≤ ||w||2. Neste contexto,z(t) é o sinal de saída
do sistema não-linear ew(t) é a entrada do sinal de distúr-
bio. Em (9), pode-se verificar que a normaH∞ não excede

ao valorγ se e somente se existir uma função quadrática de
LyapunovV (x) = x′Qx tal que,

V̇ (x) + γ−2z′z − w′w < 0, sendo Q = Q′ > 0, (10)

(para maiores detalhes, vide (Boyd et al., 1994)).

Integrando (10) e considerando as condições iniciais nulas,
obtém-se

V (x) +

∫ T

0

γ−2z′zdt −

∫ T

0

w′wdt < 0, (11)

V (x) + γ−2||z||22 − ||w||22 < 0.

No processo de solução de (11), considerando umT (tempo)
suficientemente grande, sempre teremosT , ||z||22 > 0,
||w||22 > 0 e V (x) > 0. Neste caso,||w||22 > γ−2||z||22. De
(10),V (x) = x′Qx eV̇ (x) = ẋ′Qx+x′Qẋ, então obtém-se,

ẋ′Qx + x′Qẋ + γ−2z′z − w′w < 0.

Entretanto, de (9),̇x(t) = At(α)x(t) + Bt(α)w(t) e z(t) =
Ct(α)x(t) + Dt(α)w(t), o que resulta em

(At(α)x + Bt(α)w)
′
Qx + x′Q (At(α)x + Bt(α)w)

+γ−2(Ct(α)x+Dt(α)w)′(Ct(α)x+Dt(α)w) − w′w < 0,

e,

x′At(α)′Qx+w′Bt(α)′Qx+x′QAt(α)x + x′QBt(α)w +

γ−2x′Ct(α)′Ct(α)x + γ−2x′Ct(α)′Dt(α)w + (12)

γ−2w′Dt(α)′Ct(α)x+γ−2w′Dt(α)′Dt(α)w − w′w < 0.

Escolhendo-se um novo vetor[x′ w′], pode-se reescrever a
inequação (12) na seguinte forma matricial:

[

x′ w′
]

Ah

[

x
w

]

< 0, (13)

ou,

Ah < 0, (14)

sendo,

Ah =

»

Ah1 Ah2

Ah3 Ah4

–

.

e,

Ah1 = At(α)′Q + QAt(α) + γ−2Ct(α)′Ct(α),

Ah2 = QBt(α) + γ−2Ct(α)′Dt(α),

Ah3 = Bt(α)′Q + γ−2Dt(α)′Ct(α),

Ah4 = γ−2Dt(α)′Dt(α) − I.

O limitante superior da normaH∞ é obtido pela minimiza-
ção deγ em (10). Utilizando-se a modificação de variável
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δ = γ2, e usando o complemento de Schur em (14), o pro-
blema de otimização tem a forma equivalente descrita a se-
guir:

||Tt||
2
∞ = min δ

s.a





QAt(α) + At(α)′Q QBt(α) Ct(α)′

Bt(α)′Q −I Dt(α)′

Ct(α) Dt(α) −δI



 < 0, (15)

Q > 0,

δ > 0.

Pré e pós multiplicando-se a inequação (15) porK, sendoK
dado por,

K =





Q−1 0 0
0 I 0
0 0 I



 ,

é obtida a inequação (7), sendoQ−1 = P > 0. 2

O Teorema 2 é proposto para o projeto do controlador fuzzy
H∞ utilizado na realimentação dinâmica da saída do sistema
(5). No projeto deKc(α) utiliza-se uma restrição na região
de estabilização da planta não-linear em malha-fechada. A
Figura 2 ilustra a região de restrição, que consiste de uma
circunferência de raioρ com centro em(0, q). A função deste
compensador no sistema de controle é a rejeição do efeito
do sinal de distúrbio presente na planta. Pode-se obter uma
metodologia para projeto de controladoresH∞ com restrição
para região de estabilidade em (Nguang and Shi, 2006), no
qual são considerados sistemas não-lineares incertos.

Teorema 2 Considere um sistema não-linear descrito pelo
modelo fuzzy Takagi-Sugeno (6) com o controlador fuzzyH∞

utilizado na realimentação dinâmica da saída, e ainda os pa-
râmetrosρ e q fixos (Figura 2). Se existe solução para as
LMIs descritas em (16)-(20), então pode-se obter um limi-
tante para a normaH∞ dew(t) paraz(t), com restrição de
região de estabilidade para o sistema não-linear em malha-
fechada conforme ilustrada na Figura 2, resolvendo-se

‖Twz‖
2
∞ = min δ

s.a

[

R I
I S

]

> 0, (16)

Γii < 0, para i = 1, 2, · · · , v, (17)

Γij + Γji < 0, para i < j < v, (18)

Ωii < 0, para i = 1, 2, · · · , v, (19)

Ωij + Ωji < 0, para i < j < v. (20)

As matrizesΓij eΩij são descritas em (21) e (22) respectiva-
mente. Neste contexto pode-se obter as matrizesΓii, e Γji,

−q
Real(s)

Imag(s)

ρ

Figura 2: Parâmetrosρ e q no planos.

descritas em (17) e (18) respectivamente, pela substituição
dos índicesi e j em (21). Ainda, pode-se obter as matrizes
Ωii, e Ωji, descritas em (19) e (20) respectivamente, pela
substituição dos índicesi e j em (22).

As variáveisR, S, Âij , B̂i, Ĉi são soluções de (16)-(20).
Tem-se queR = R′ > 0 e S = S′ > 0. As matrizes dinâ-
micas do compensador fuzzyH∞ podem ser obtidas através
das seguintes equações:

Bci
= E−1B̂i

Cci
= Ĉi

(

Ψ−1
)′

, (23)

Acij
= E−1

[

Âij − SAiR − B̂iC2jR − SB2iĈj

]

(Ψ′)
−1

,

sendoi, j = 1, 2, · · · , v. Em (23), tem-seEΨ′ = I − RS
e as matrizesE e Ψ podem ser obtidas pela decomposição
LU (Lima, 2000) utilizando-se, por exemplo, o software MA-
TLAB.

O compensador fuzzyH∞ pode ser descrito da seguinte ma-
neira:

Ac(α) =
v
∑

i=1

v
∑

j=1

αiαjAcij
, Bc(α) =

v
∑

i=1

αiBci
(α) e

Cc =
v
∑

i=1

αiCci
.

Prova: Considera-se a seguinte realização em espaço de es-
tado para o sistema não-linear descrito em (6) realimentado
pelo compensador fuzzyH∞, Kc(α):

Twz(α) = (Anl(α), Bnl(α), Cnl(α)) , (24)

sendo

Anl(α) =

[

A(α) B2(α)Cc(α)
Bc(α)C2(α) Ac(α)

]

Bnl(α) =

[

B1(α)
0

]

, (25)

Cnl(α) =
[

C1(α) 0
]

.
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Γij =









AiR + RA′
i + B2iĈj + Ĉ′

iB
′
2j Ai + Â′

ij B1i RC′
1i

A′
i + Âij A′

iS + SAi + B̂iC2j + C′
2iB̂

′
j B′

1iS 0
B′

1i SB1i −I C′
1i

C1iR 0 C1i −δI









, (21)

Ωij =











−ρR −ρI AiR + B2iĈj + qR Ai + qI

−ρI −ρS Âij + qI SAi + B̂iC2j + qS

RA′
i + Ĉ′

iB
′
2j + qR Â′

ij + qI −ρR −ρI

A′
i + qI A′

iS + C′
2iB̂

′
j + qS −ρI −ρS











. (22)

Utilizando-se o Teorema 1, um limitante da normaH∞ do
sistemaTwz(α) pode ser obtido pelo seguinte problema de
otimização:

||Twz(α)||2∞ = min δ

s.a




Anl(α)P + PAnl(α)′ Bnl(α) PCnl(α)′

Bnl(α)′ −I 0
Cnl(α)P 0 −δI



 < 0, (26)

P > 0. (27)

Pode-se especificar em projeto uma região, como ilustrada na
Figura 2, para que o sistema em malha fechada representado
pela realização em espaço de estadoTwz(α) seja estável, e
esta região pode ser descrita pela seguinte LMI,

[

−ρP AnlP + qP
PA′

nl + qP −ρP

]

< 0, (28)

vide (Chilali and Gahinet, 1996) e (Nguang and Shi, 2006)
para maiores detalhes sobre restrições para região de estabi-
lidade em termos de LMIs.

Para obter o controlador fuzzyKc(α) deve-se solucionar si-
multaneamente as LMIs descritas em (26), (27) e (28). Entre-
tanto, da maneira na qual estão dispostas as LMIs (26) e (28),
surgirão bilinearidades no equacionamento do controlador
fuzzy de realimentação dinâmica da saída no momento em
que se realiza a substituição dos valores deAnl(α), Bnl(α)
e Cnl(α), descritos em (25), nas LMIs (26) e (28). Então
utiliza-se uma manipulação para solucionar este problema
com as bilinearidades. Inicialmente adota-se a matrizP e
sua inversa como,

P =

[

R Ψ
Ψ′ J

]

, e P−1 =

[

S E
E′ Φ

]

,

sendoR = R′ ∈ ℜn×n eS = S′ ∈ ℜn×n. Define-se ainda

PΓ2 = Γ1, comΓ1 =

[

R I
Ψ′ 0

]

e Γ2 =

[

I S
0 E′

]

. (29)

Considerando-se a relação algébrica descrita em (29), pode-
se obter a inequação (16) pré e pós multiplicando-se a ine-
quação (27) porΓ′

2 e Γ2 respectivamente. De modo similar,
pré e pós multiplicando-se a inequação (26) pela matriz dia-
gonal(Γ′

2, I, I) e pela matriz diagonal(Γ2, I, I) respectiva-
mente , obtém-se:

Γ(α) =

v
∑

i=1

αiαiΓii +

v
∑

i=1

v
∑

i<j

αiαj (Γij + Γji) < 0, (30)

sendoΓij mostrada em (21), e
v

∑

i=1

αi =

v
∑

i=1

αi

v
∑

j=1

αj =

v
∑

i=1

v
∑

j=1

αiαj = 1. (31)

Logo, uma condição suficiente para que a inequação (30) seja
verdadeira, é que,

Γii < 0 e (Γij + Γji) < 0. (32)

Por fim, pré e pós multiplicando-se a inequação (28) pelas
matrizesZ ′ eZ respectivamente, obtém-se:

Ω(α) =

v
∑

i=1

αiαiΩii +

v
∑

i=1

v
∑

i<j

αiαj (Ωij + Ωji) < 0.

sendoΩij mostrada em (22), eZ descrita por

Z =

[

Γ2 0
0 Γ2

]

.

Utilizando-se a análise descrita em (30)-(32), pode-se veri-
ficar queΩ(α) < 0, implica nas LMIs descritas em (19) e
(20).

No processo de manipulação algébrica utilizada neste teo-
rema, no qual realiza-se a multiplicação de matrizes porΓ2 e
Γ′

2, adota-se as variáveis(Âij , B̂i, Ĉi) dadas a seguir:

B̂i =EBci
,

Ĉi =Cci
Ψ′,

Âij =EAcij
Ψ′ + SAiR + B̂iC2jR − SB2iĈj , (33)
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sendoi, j = 1, 2, · · · , v e a matrizÂii e Âji determinada
pela substituição dos índicesi e j em (33). 2

A equação das variáveis de estado que representa o diagrama
de blocos ilustrado na Figura 1 pode ser descrita como,

[

ẋ(t)
ẋc(t)

]

=

[

A11(α) A12(α)
A13(α) A14(α)

][

x(t)
xc(t)

]

+

[

B1(α)
0

]

w(t)

+

[

B2(α)N(α)
M(α)

]

r(t),

z(t) =
[

C1(α) 0
]

[

x(t)
xc(t)

]

, (34)

y(t) =
[

C2(α) 0
]

[

x(t)
xc(t)

]

,

e(t) = r(t) − z(t) = r(t) −
[

C2(α) 0
]

[

x(t)
xc(t)

]

,

sendo,

A11(α) = A(α),

A12(α) = B2(α)Cc(α),

A13(α) = Bc(α)C2(α),

A14(α) = Ac(α).

Reescrevendo o sistema (34) de forma compacta, tem-se

ẋη = Aηxη(t) + Bηr(t) + Bwnw(t),

e(t) = Dηr(t) − Cηxη(t),

y(t) = Cηlxη(t),

z(t) = Cηxη(t),

sendo,

xη(t) =

[

x(t)
xc(t)

]

, Aη =

[

A11(α) A12(α)
A13(α) A14(α)

]

,

Bη =

[

B2(α)N(α)
M(α)

]

, Bwn =

[

B1(α)
0

]

,

Cη =
[

C1(α) 0
]

, Cηl =
[

C2(α) 0
]

, e Dη = 1. (35)

Considera-se a realização em espaço de estado entre o sinal
de distúrbiow(t) e o sinal de saídaz(t) descrita na forma:

Twzn
= (Aη, Bwn, Cη). (36)

Neste caso a influência do sinal de distúrbio no desempenho
do sistema pode ser atenuada devido ao projeto inicial do
compensador fuzzyH∞, Kc(α). Neste processo utilizou-se
o Teorema 2 para o projeto deKc(α), no qual minimiza-se a
normaH∞ dew(t) paraz(t).

r(t)

(Aη , Bη, −Cη, Dη) (Ag, Bg, Cg)

e(t) es(t)

Figura 3: Sistema de rastreamento utilizando-se peso na
freqüência.

Considera-se a realização em espaço de estado entre sinal de
referência do sistemar(t) e o sinal de erro de rastreamento
e(t) descrita da seguinte maneira:

Tη = (Aη, Bη,−Cη, Dη). (37)

Neste caso, através dos controladoresM(α) eN(α), pode-se
minimizar a normaH∞ entre o sinal de referência e o sinal
de erro de rastreamento. O processo de rastreamento não
interfere no projeto de rejeição de distúrbio. Isto ocorre pois
apenasBη depende das matrizesM(α) eN(α), enquantoAη

e Bwn não dependem destes controladores.M(α) e N(α)
são projetados para o rastreamento.

2.2 Rastreador de Sinais para Sistemas
Não-Lineares

A solução para o problema de rastreamento consiste no pro-
jeto dos controladoresM(α) e N(α) que minimizam o li-
mitante da normaH∞ deTη descrito em (37). Utilizando-se
o Teorema 1, pode-se descrever o problema da otimização do
limitante da normaH∞ do sistemaTη como

‖Tη‖
2
∞ = min δ

s.a





AηP + PA′
η −PC′

η Bη

−CηP −I D′
η

B′
η Dη −δI



 < 0,

P > 0,

δ > 0,

sendoP = P ′.

Inclui-se ao projeto peso na freqüência, pois é interessante
que o rastreador execute suas funções segundo uma faixa de
freqüência especificada em projeto. Para o projeto do rastre-
ador com peso na freqüência, deseja-se encontrar a solução
global que otimize o problema descrito a seguir,

min ‖TηG‖∞,

sendoG = (Ag, Bg, Cg) o sistema linear que proporciona o
peso na freqüência de saída, eTη = (Aη, Bη,−Cη, Dη) é
uma realização do sistema não-linear e estável. Na Figura 3
é ilustrado o diagrama de blocos do sistema de controle com
a inclusão de peso na freqüência.
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Uma realização em espaço de estado dees(t) parar(t) ilus-
trada na Figura 3 pode ser descrita comoHφ = TηG:

[

Aφ Bφ

Cφ Dφ

]

=





Aη 0 Bη

−BgCη Ag Bg

0 Cg 0



 . (38)

Propõe-se o Teorema 3 para o projeto de sistemas de rastrea-
mento de sinais de referência utilizando-se peso na freqüên-
cia aplicado a sistemas não-lineares.

Teorema 3 Considere o Problema 1 com a Observação 1.
Se existe solução para as LMIs descritas em (39)-(40), en-
tão pode-se obter os controladoresM(α) (M(α) ∈ ℜn×p)
e N(α) (N(α) ∈ ℜp×p) que minimizam a normaH∞ do
sistemaTη = (Aη, Bη,−Cη, Dη) com peso na freqüência,
resolvendo-se

||Tη||
2
∞ = min δ

s.a

Ψii < 0 para i = 1, 2, · · · , v, (39)

Ψij + Ψji < 0 para i < j < v, (40)




P11 P12 P13

P ′
12 P22 P23

P ′
13 P ′

23 P33



 > 0,

sendo a matrizΨij descrita em (41).

As matrizesΨii e Ψji são obtidas substituindo-se os índices
i e j em (41). As matrizesPij = P ′

ij ; i,j = 1, 2, 3, têm a
mesma dimensão da matrizA, e paraj = 3 e i = 1, 2, 3,
as matrizesPij têm dimensões convenientes, eAg, Bg e Cg

representam a dinâmica do filtro. Os parâmetros do rastrea-
dor podem ser descritos da seguinte maneira:

M(α) =

v
∑

i=1

αiMi e N(α) =

v
∑

i=1

αiNi, (42)

sendoαi, i = 1, · · · , v, a mesma função de pertinência ado-
tada no projeto do compensadorH∞, Kc(α) de atenuação
do efeito de distúrbio no desempenho do sistema.

Prova: Considera-se as matrizes(At(α), Bt(α), Ct(α),
Dt(α)) = (Aφ, Bφ, Cφ, Dφ) na inequação (7), sendo a ma-
triz P na forma,

P =





P11 P12 P13

P ′
12 P22 P23

P ′
13 P ′

23 P33



 , (43)

e (Aφ, Bφ, Cφ, Dφ) dado por (38) e(Aη, Bη, Cη, Dη) de-
finida em (35). Após realizar a substituição das matrizes,
obtém-se:

Ψ(α) =

v
∑

i=1

αiαiΨii +

v
∑

i=1

v
∑

i<j

αiαj (Ψij + Ψji) < 0. (44)

sendo a matrizΨij descrita em (41). As matrizesΨii e Ψji

são obtidas substituindo-se os índicesi e j em (41).

Uma condição suficiente para que a inequação (44) seja ver-
dadeira, é que,

Ψii < 0 e (Ψij + Ψji) < 0.

Deste modo, são obtidas as LMIs (39) e (40) do teorema.2

Os controladores fuzzyM(α) e N(α) são soluções ótimas
de (39) e (40), e minimizam a normaH∞ entre o sinal de
entrada de referênciar(t) para o sinal de erro de rastreamento
r(t) − z(t).

Os filtros utilizados no Teorema 3 são utilizados somente em
projeto, e posteriormente descartados para simulação ou im-
plementação do controlador. No projeto de rastreamento, se-
gundo o Teorema 3, utilizou-se a mesma estrutura de con-
trole com modificação de zeros para o caso de sistemas li-
neares apresentada em (Assunção et al., 2004) e (Assunção
et al., 2007).

3 EXEMPLO DE APLICAÇÃO

Considere o levitador magnético ilustrado na Figura 4 des-
crito na forma de equações diferenciais como (Marquez,
2003),

mÿ(t) = −Kẏ(t) + mg −
λµi(t)2

2(1 + µy(t))2
+ w(t), (45)

sendo a indutância do eletroímã variável em função da posi-
çãoy(t) da bola e descrita por

L(y(t)) =
λ

1 + µy(t)
,

sendo,

m : massa da bola(Kg),

g : aceleração da gravidade(ms−2),

K : coeficiente de viscosidade do meio(Nsm−1),

λ : coeficiente de variação da indutância

do eletroímã(H),

µ : coeficiente de variação da indutância

do eletroímã(m−1).

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento e rejeição de
distúrbio para o levitador magnético, e utiliza-se a modela-
gem exata para este exemplo (Taniguchi et al., 2001).
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Ψij =













A11i
P11 + P11A

′
11i

+ A12ij
P ′

12 + P12A
′
12ij

A11i
P12 + A12ij

P22 + P11A
′
13ij

+ P12A
′
14ij

A13ij
P11 + A14ij

P ′
12 + P ′

12A
′
11i

+ P22A
′
12ij

A13ij
P12 + P ′

12A
′
13ij

+ A14ij
P22 + P22A

′
14ij

−BgC1iP11 + AgP
′
13 + P ′

13A
′
11i

+ P ′
23A

′
12ij

−BgC1iP12 + AgP
′
23 + P ′

13A
′
13ij

+ P ′
23A

′
14ij

CgP
′
13 CgP

′
23

NiB
′
2i M ′

i

A11i
P13 + A12ij

P23 − P11C
′
1iB

′
g + P13A

′
g P13C

′
g B2iNj

A13ij
P13 + A14ij

P23 − P ′
12C

′
1iB

′
g + P23A

′
g P23C

′
g Mi

−BgC1iP13 − P ′
13C

′
1iB

′
g + P33A

′
g + AgP33 P33C

′
g Bg

CgP33 −I 0
B′

g 0 −δI













, (41)

i

i(t)

y0

y

g
m

L

Figura 4: Levitador magnético.

Definindo-sex1(t) = y(t) ex2(t) = ẏ(t) em (45) tem-se,

ẋ1(t) = x2(t), (46)

ẋ2(t) = −
K

m
x2(t) + g −

λµi(t)2

2(1 + µy(t))2m
+

w(t)

m
.

No processo de rastreamento, o objetivo é manter a bola
numa posição arbitráriay(t) = y0 segundo um sinal de refe-
rência. Para isso, de (46) devemos ter:

mÿ0 = −Kẏ0 + mg −
λµi20

2(1 + µy0)2
+ w(t), (47)

mas ÿ0 = ẏ0 = 0 em (47), então pode-se obteri0,
considerando-sew(t) = 0, por,

i20 =
2(1 + µy0)

2mg

λµ
. (48)

Neste exemplo necessita-se deslocar o ponto de operação
para a origem, ou seja,

x1(t) = x1(t) − y0 ⇒ ẋ1(t) = ẋ1(t), (49)

x2(t) = x2(t) ⇒ ẋ2(t) = ẋ2(t).

Deste modo, o sinal de entrada de controle pode ser descrito
como,

u(t) = i(t)2 − i20. (50)

Substituindo-se (48) em (50) tem-se,

i(t)2 = u(t) +
2mg

λµ
(1 + µy0)

2. (51)

Por fim, utilizando-se a mudança de variáveis descrita em
(49) em conjunto comi(t) descrita em (51), pode-se obter
a descrição em variáveis de estado para o levitador magné-
tico com o deslocamento do ponto de operação para a origem
como,

[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

=

[

0 1
gµ(µx1(t)+2µy0+2)x1(t)

(1+µ(x1(t)+y0))2
−K

m

]

[

x1(t)
x2(t)

]

+

[

0
λµ

2m(1+µ(x1(t)+y0))2

]

u(t) +

[

0
1
m

]

w(t). (52)

Adotando-se,

f̃21(x(t)) =
gµ(µx1(t) + 2µy0 + 2)x1(t)

(1 + µ(x1(t) + y0))2
e

g̃11(x(t)) =
λµ

2m(1 + µ(x1(t) + y0))2
. (53)

Pode-se reescrever (52) da seguinte maneira,
[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

=

[

0 1

f̃21(x(t)) −K
m

] [

x1(t)
x2(t)

]

+

[

0
g̃11(x(t)

]

u(t) +

[

0
1
m

]

w(t).

No projeto do sistema de rastreamento de sinais e rejei-
ção de distúrbio consideraram-se os seguintes valores para

264 Revista Controle & Automação/Vol.19 no.3/Julho, Agost o e Setembro 2008



os parâmetros do levitador magnético:m = 0,068 Kg,
y0 = 0, 02 m, λ = 0,46 H , µ = 2 m−1, g = 9,8 ms−2,
K = 0,001 Nsm−1.

Adotou-se a faixa de valores para a variável de estadox1(t)
do levitador magnético como,0 < x1(t) < 0,1. Deste modo,
de (49), a faixa de valores parax1(t) é:

−0,02 ≤ x1(t) ≤ 0,08. (54)

Na representação exata do sistema não-linear (52) e (53), de
acordo com (Taniguchi et al., 2001), utilizam-se os valores
de máximos e mínimos das funçõesf̃21(x(t)) e g̃11(x(t)),
conforme descrito a seguir:

a211 = max
{

f̃21(x(t))
}

= 2,439;

a212 = min
{

f̃21(x(t))
}

= −0,799;

b111 = max {g̃11(x(t))} = 6,764; (55)

b112 = min {g̃11(x(t))} = 4,697.

A determinação da forma generalizada surge da transforma-
ção def̃21(x(t)) e g̃11(x(t)) para a representação na forma
de modelo fuzzy. Utilizando-se as definições descritas em
(55) pode-se representar̃f21(x(t)) e g̃11(x(t)) da seguinte
maneira:

f̃21(x(t)) =

2
∑

l=1

σ21l(x(t))a21l ,

g̃11(x(t)) =
2

∑

l=1

Γ11l(x(t))b11l,

sendo,

2
∑

l=1

σ21l(x(t)) = 1 e
2

∑

l=1

Γ11l(x(t)) = 1. (56)

Deste modo,

f̃21(x(t)) = σ211(x(t))a211 + σ212(x(t))a212,

0 ≤ σ211(x(t)), σ212(x(t)) ≤ 1. (57)

De (56) e (57), obtém-se:

σ211(x(t)) =
f̃21(x(t)) − a212

a211 − a212

e σ212(x(t)) =
a211 − f̃21(x(t))

a211 − a212

.

Da mesma maneira a função não-linearg̃11(x(t)) pode ser
representada na forma exata por

g̃11 = Γ111(x(t))b111 + Γ112(x(t))b112,

0 ≤ Γ111(x(t)), Γ112(x(t)) ≤ 1, (58)

De (56) e (58), obtém-se

Γ111(x(t)) =
g̃11(x(t)) − b112

b111 − b112
e Γ112(x(t)) =

b111 − g̃11(x(t))

b111 − a112

.

Após a determinação destes parâmetros pode-se reescrever
(57) conforme a seguir:

f̃21(x(t))= (Γ111(x(t)) + Γ112(x(t))) (σ211(x(t))a211+

σ212(x(t))a212

)

, (59)

= Γ111(x(t))σ211(x(t))a211 + Γ111(x(t))σ212(x(t))a212 +

Γ112(x(t))σ211(x(t))a211 + Γ112(x(t))σ212(x(t))a212.

Definindo-se as funções de pertinênciaα1(x(t)), α2(x(t)),
α3(x(t)) eα4(x(t)) em (59),

α1(x(t)) = Γ111(x(t))σ211(x(t)),

α2(x(t)) = Γ111(x(t))σ212(x(t)), (60)

α3(x(t)) = Γ112(x(t))σ211(x(t)),

α4(x(t)) = Γ112(x(t)σ212(x(t),

e

α1(x(t)) + α2(x(t)) + α3(x(t)) + α4(x(t)) = 1,

então, obtém-se:

f̃21(x(t)) = α1(x(t))a211 + α2(x(t))a212 +

α3(x(t))a211 + α4(x(t))a212. (61)

De maneira similar, pode-se reescreverg̃11(x(t)) conforme a
seguir,

g̃11(x(t)) = α1(x(t))b111 + α2(x(t))b111 +

α3(x(t))b112 + α4(x(t))b112. (62)

Analisando-se (61) e (62) pode-se determinar os modelos lo-
cais para este sistema não-linear do levitador magnético:

A1=A3=

[

0 1
2,439 −0,014

]

, A2=A4=

[

0 1
−0,799 −0,014

]

,

B11 = B12 = B13 = B14 =

[

0
14,705

]

, B21=B22=

[

0
6,764

]

,

B23=B24=

[

0
4,697

]

, C11=C12=C13=C14 =
[

1 0
]

,

C21 = C22 = C23 = C24 =
[

1 0
]

.

No processo de atenuação do efeito do sinal de distúrbio no
sistema utilizou-se o Teorema 2 para o projeto do compen-
sadorH∞. No projeto, utilizou-se como restrição para alo-
cação dos pólos, dos modelos locais do sistema controlado,
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uma região limitada por uma circunferência de raioρ = 200,
com centro na origem. O controladorH∞, Kc(α), obtido é
descrito em (63).

O controlador fuzzyH∞ também pode ser descrito da se-
guinte maneira:

Ac(α) =
4

∑

i=1

4
∑

j=1

αiαjAcij
, Bc(α) =

4
∑

i=1

αiBci
e

Cc(α) =
4
∑

j=1

αjCcj
,

sendoαi descrita em (60).

O valor deγopt, que é o limitante superior da normaH∞

dew(t) paray(t) obtido no procedimento de otimização foi
0,0104, o que implica em uma atenuação do efeito do si-
nal de perturbação na saída do sistema levitador magnético.
A Figura 5 ilustra o diagrama de magnitude em função da
freqüência dew(t) paray(t), descrita em (36). Os mode-
los locais utilizados na obtenção dos resultados ilustrados na
Figura 5 são,

modelo local 11 : A1, B21, C11, C21, Afu11
, Bfu1

e Cfu1
.

modelo local 22 : A2, B22, C12, C22, Afu22
, Bfu2

e Cfu2
.

modelo local 33 : A3, B23, C13, C23, Afu33
, Bfu3

e Cfu3
.

modelo local 44 : A4, B24, C14, C21, Afu44
, Bfu4

e Cfu4
.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar para
baixas freqüências, até0,1 rad/seg, então foi proposto o se-
guinte filtroG(s):

G(s) =
0,001

s2 + 0,02s + 0,0001

No projeto do sistema de rastreamento, utilizou-se a metodo-
logia proposta no Teorema 3. Neste processo minimizou-se a
normaH∞ der(t) parae(t) considerando-se sinais de baixa
freqüência, até0,1rad/seg, sendoe(t) o sinal de erro entre
a saída de referência e a entrada. Neste exemplo analisou-se
o comportamento com relação ao limitante da norma norma
H∞ nos modelos locais que descrevem o sistema levitador
magnético. No modelo local11 o limitante da normaH∞

para todo o espectro de freqüência é1,607; enquanto para
a banda de freqüência especificada no problema, a maior
magnitude de|Tη(jω)| é0,0081, sendoTη descrito em (37).
No modelo local22 a normaH∞ para todo o espectro de
freqüência é1,607; enquanto para a banda de freqüência es-
pecificada no problema, a maior magnitude de|Tη(jω)| é
0,0081. No modelo local33 a normaH∞ para todo o espec-
tro de freqüência é1,694; enquanto para a banda de freqüên-
cia especificada no problema, a maior magnitude de|Tη(jω)|
é 0,0039. Por fim, no modelo local44 o limitante da norma
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Figura 5: Resposta em freqüência dew(t) paray(t). (a)
modelo local 11, (b) modelo local 22, (c) modelo local 33,
(d) modelo local 44.

H∞ para todo o espectro de freqüência é1,694; enquanto
para a banda de freqüência especificada no problema, a maior
magnitude de|Tη(jω)| é0,0041.

A Figura 6 ilustra a resposta em freqüênciaTη, que repre-
senta a realização em espaço de estado dee(t) parar(t).
Observa-se que a magnitude deTη para a faixa de freqüência
em projeto é pequena, então, ocorre o processo de rastrea-
mento nestas condições. Os parâmetros obtidos do projeto
de rastreamento aplicados ao sistema não-linear são:

M1=

»

−0,845
1008,594

–

, M2=

»

−0,845
1008,722

–

, M3=

»

−1,003
820,619

–

,

M4 =

»

−1,003
820,693

–

, N1 = 2053,818; N2 = 2054,227;

N3 = 2171,565 e N4 = 2171,705.

Ainda, pode-se descrever os parâmetros de rastreamento
como:

M(α) =

4
∑

i=1

αiMi e N(α) =

4
∑

i=1

αiNi,

sendoαi descrita em (60).

Na análise da Figura 6 foi considerada a adição dos seguintes
parâmetros nos modelos locais:

modelo local 11: M1 e N1.

modelo local 22: M2 e N2.

modelo local 33: M3 e N3.

modelo local 44: M4 e N4.
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⇒ Ac :

Ac11
=

[

−276,891 −0,479
120556,695 −155,857

]

, Ac12
=

[

−276,884 −2,466
−27849,761 59906450,612

]

,

Ac13
=

[

−306,009 −204,513
134163,023 5619433,839

]

, Ac14
=

[

−306,858 −0,326
101205,786 195497,106

]

,

Ac21
=

[

−276,904 1,506
268957,186 −59906762,315

]

, Ac22
=

[

−276,896 −0,479
120550,729 −155,846

]

,

Ac23
=

[

−306,845 0,714
94597,245 844274,792

]

, Ac24
=

[

−306,855 −0,763
99394,311 134057,344

]

,

Ac31
=

[

−255,631 203,508
103778,509 −5619774,616

]

, Ac32
=

[

−254,797 −1,719
143339,315 −844615,567

]

,

Ac33
=

[

−275,176 −0,477
121388,641 −157,026

]

, Ac34
=

[

−275,176 −0,460
333072,721 14360749,321

]

,

Ac41
=

[

−254,783 −0,678
136731,701 −195837,880

]

, Ac42
=

[

−254,788 −0,241
138538,204 −134398,116

]

,

Ac43
=

[

−275,177 −0,493
−90299,692 −14361063,381

]

, Ac44
=

[

−275,177 −0,477
121384,387 −157,033

]

.

⇒ Bc : (63)

Bc1
=

[

−1,829
2234,284

]

, Bc2
=

[

−1,829
2234,121

]

,

Bc3
=

[

−1,819
2252,248

]

, Bc4
=

[

−1,819
2252,174

]

.

⇒ Cc :

Cc1
=

[

−212345,646 −1085,799
]

,

Cc2
=

[

−212369,817 −1085,763
]

,

Cc3
=

[

−317461,169 −1644,052
]

,

Cc4
=

[

−317479,846 −1643,957
]

.
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Figura 6: Resposta em freqüênciaTη : |Tη(jω)| × ω, sendo
Tη descrito em (37). (a) modelo local 11, (b) modelo local
22, (c) modelo local 33, (d) modelo local 44.

Na Figura 7 ilustra-se a resposta a uma entrada degrau, com
amplitude0,05 e um sinal de perturbação do tipo distúrbio
com amplitudes aleatórias não superiores a 1 presente no sis-
tema levitador magnético.

Ainda no processo de simulação do projeto do rastreador de
sinais de referência com rejeição de distúrbio considerou-se
um sinal de referênciar(t) = 0,05sen(0,1t) e um sinal de
perturbação do tipo distúrbio com amplitudes aleatórias não
superiores a 1. A Figura 8 ilustra o resultado da simulação.

Apenas por ilustração, os zeros para os modelos locais são:
(a) modelo local 11:6,543± 266,132j, (b) modelo local 22:
6,527± 266,102j, (c) modelo local 33:21,189± 319,672j
e (d) modelo local 44:21,179 ± 319,657j. Os pólos de
malha fechada dos modelos locais do sistema não-linear
alocados na região são: (a) modelo local 11:−62,607 ±
169,584j e −153,774 ± 78,517j; (b) modelo local 22:
−62,609±169,581j;−153,769±78,521j; (c) modelo local
33: −62,278 ± 168,793j; −153,830± 82,255; (d) modelo
local 44:−62,282± 168,785j e−153,830± 82,276j.

No projeto do sistema de rastreamento e rejeição de distúr-
bio utilizou-se a mesma função de pertinência. Deste modo,
utilizou-se as funções de pertinência de (60) para descrever
o compensadorH∞, Kc(α) e os parâmetros de rastreamento
M(α) eN(α). A determinação dos modelos locais depende
da faixa de variação considerado para os estados do sistema
não-linear, e que neste exemplo é descrita em (54). Os re-
sultados do sistema de rastreamento e rejeição de distúrbios
aplicados a sistemas não-lineares foram satisfatórios, como
podem ser observados nos resultados de simulação ilustra-
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Figura 7: Resposta ao degrau de amplitude0,05.
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Figura 8: Sinal de saídaz(t) e o sinal de entradar(t) estão
quase sobrepostos.

dos neste exemplo.

4 CONCLUSÕES

Neste trabalho é proposta uma metodologia de rastreamento
e rejeição de distúrbios aplicada a sistemas não-lineares.No
projeto utilizaram-se os modelos fuzzy Takagi-Sugeno para
descrever exatamente a planta não-linear. Para o processo de
atenuação do efeito do sinal de distúrbio na saída do sistema,
projetou-se um controlador fuzzyH∞ de realimentação di-
nâmica da saída, conforme ilustrado na Figura 1, de modo a
minimizar o limitante da normaH∞ entre o sinal de distúrbio
w(t) e o sinal de saída de mediday(t). Para o rastreamento
de sinais minimiza-se o limitante da normaH∞ entre o sinal
de referênciar(t) e o sinal de erro de rastreamento, sendo o
erro de rastreamento a diferença entre o sinal de referênciae
o sinal de saída do sistemaz(t).

A inclusão de peso na freqüência utilizado no projeto do ras-
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treador possibilita ao projetista desenvolver sistemas deras-
treamento para sinais de referência em uma faixa de freqüên-
cia desejada.

A metodologia de rastreamento e rejeição de distúrbios apli-
cada a sistemas não-lineares é descrita em termos de LMIs,
que quando factíveis, podem ser facilmente solucionados
através de algoritmos de convergência polinomial disponí-
veis na literatura (Gahinet et al., 1995).
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