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ABSTRACT

Robot Navigation Using Implicit Curves
In several applications in robotics, including monitoring,
mapping, and surveillance, robots must follow closed curves
with several different shapes determined by the application.
In this paper, it is proposed a methodology for robot navi-
gation in tasks where the robot path can be specified by the
intersection of level sets of given functions. Besides the path,
the control law is also defined by a vector field created using
these functions. The main contribution of this work is the
computation of n-dimensional vector fields and the proofs
that a holonomic robot controlled by this vector field con-
verges and circulates the specified curve. The paper also
shows that the resulting field is continuous and can be mod-
ified to maintain constant robot speed, an important charac-
teristic for controlling airplane based aerial robots. Finally, it
is shown a numerical technique, based on the weighted sum
of radial basis functions, for the construction of the func-
tions that determine the robot path. Simulations with a non-
holonomic mobile robot subject to localization errors illus-
trate the potential of the method to drive several types of
robots.
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RESUMO

Em diversas aplicações robóticas que incluem monitora-
mento, mapeamento e vigilância, robôs devem seguir cami-
nhos fechados que podem ter formas diversas, determinadas
pela aplicação. Neste artigo é proposta uma metodologia
para navegação de robôs em tarefas como estas, onde o ca-
minho do robô pode ser definido como a intercessão de cur-
vas de nível de determinadas funções. Além do caminho, a
lei de controle do robô também é definida por meio de um
campo vetorial criado a partir destas funções. A principal
contribuição deste artigo é a construção de campos vetoriais
em espaços n-dimensionais. Prova-se que um robô holonô-
mico controlado por este campo converge e circula a curva
especificada. O artigo mostra ainda que o campo resultante
é contínuo e pode ser modificado para manter o módulo da
velocidade do robô constante, característica importante para
controle de alguns robôs aéreos, como é o caso de aviões
não-tripulados. Finalmente, é mostrada uma técnica numé-
rica, baseada na soma ponderada de funções de base radial,
para criação das funções que determinam o caminho a ser
seguido pelo robô. Simulações realizadas com um robô mó-
vel não-holonômico sujeito a erros de localização ilustram o
potencial da técnica para a navegação de diversos tipos de
robôs.

PALAVRAS-CHAVE: Robôs móveis, navegação, funções im-
plícitas, ciclos limite
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1 INTRODUÇÃO

Um problema clássico em robótica é guiar um robô de uma
determinada configuração inicial qi para uma configuração
final qf na presença de obstáculos. Diversas metodologias
têm sido propostas para resolver este problema. Estas in-
cluem métodos reativos, puramente baseados em sensores,
que podem ou não ter provas formais de que a tarefa será
cumprida, e métodos deliberativos baseados em modelos
mais complexos do ambiente, que geralmente proveem ga-
rantias da completude da missão. Diversas técnicas de pla-
nejamento de movimento de robôs são resumidas em (Pereira
e Chaimowicz, 2007). Uma referência mais abrangente sobre
o assunto é (Choset et al., 2005).

Apesar de diversas metodologias já terem sido propostas, di-
versos pesquisadores ainda buscam soluções eficientes para
problemas envolvendo ambientes complexos e robôs com
muitos graus de liberdade e/ou restrições de movimento. No
Brasil, vários grupos de pesquisa têm considerado o pro-
blema de planejamento e controle de robôs com a utilização
de técnicas distintas. Métodos de planejamento de caminhos
em ambientes desconhecidos foram propostos por exemplo
em (de Lima Ottoni e Lages, 2005) e (Faria e Romero, 2002).
Outros métodos baseados em sensores e inspirados pela bi-
ologia podem ser vistos em (Langer et al., 2006) e (Tavares
Neto e dos Santos Coelho, 2005). Um método estocástico
para planejamento de caminhos em ambientes complexos foi
proposto em (Adorno e Borges, 2006). Todas estas metodo-
logias encontram caminhos no ambiente para os robôs. Para
que o caminho seja seguido pelo robô, os artigos (da Costa e
Silva Franco et al., 2008) e (Celeste et al., 2008) propõem
controladores baseados no modelo dinâmico e nas restrições
cinemáticas do robô. Outras abordagens, como por exem-
plo aquelas propostas em (Brandão et al., 2006) e (Chaves
e Lizarralde, 2006), consideram o planejamento do caminho
e o controle do robô simultaneamente. A integração entre
planejamento e controle na mesma técnica é uma das carac-
terísticas dos métodos baseados em campos vetoriais, como
é o caso da metodologia proposta no presente artigo.

A primeira técnica de planejamento de movimento baseada
em campos vetoriais foi proposta por Khatib (1986). A meto-
dologia de Khatib era baseada na composição de uma função
de potencial global por meio da soma de funções de poten-
cial atrativas, relacionadas ao alvo, e repulsivas, relacionadas
aos obstáculos. O negativo do gradiente da função gerada
era utilizada como uma entrada de velocidade para o robô,
que, eventualmente, era guiado para o alvo. Mesmo sendo
elegante e eficiente, a metodologia sofria com mínimos lo-
cais, que são pontos distantes do alvo onde o gradiente se
anula e, portanto, onde a velocidade do robô também é nula.
Este problema foi resolvido posteriormente por outros pes-
quisadores, que criaram e propuseram técnicas para o cál-

culo de funções de potencial sem mínimo local, conhecidas
como Funções de Navegação (Connnolly et al., 1990; Rimon
e Koditschek, 1992), e (Pimenta et al., 2006).

Outro importante problema de robótica, que recentemente
tem recebido atenção da comunidade científica, é o problema
de se controlar o robô para convergir e circular sobre cur-
vas fechadas em seu espaço de configurações. Ainda que se
trate de um problema de planejamento de movimento, solu-
ções para o problema clássico com apenas uma configuração
alvo, não podem ser diretamente aplicadas. Diferentes ta-
refas, tais como inspeção, manipulação e monitoramento de
fronteiras podem ser executadas por meio de soluções deste
problema. Uma aplicação interessante, por exemplo, é mos-
trada em (Pisano et al., 2006). Neste trabalho, um time de
veículos aéreos é usado para seguir e circular uma nuvem
química liberada na atmosfera.

Em (Chaimowicz et al., 2005; Hsieh e Kumar, 2006) e
(Pimenta, Mendes, Mesquita e Pereira, 2007), campos ve-
toriais são utilizados para resolver o problema de geração de
padrões, no qual grandes grupos de robôs móveis devem con-
vergir para uma curva especificada no plano. A principal di-
ferença entre os trabalhos é a maneira como o campo é calcu-
lado. Chaimowicz et al. (2005) calculam um campo atrativo
como o gradiente de uma função obtida pela interpolação de
funções de base radial centradas em amostras do padrão de-
sejado. Esta idéia foi utilizada e generalizada no presente
artigo, como será mostrado nas próximas seções. Pimenta,
Mendes, Mesquita e Pereira (2007) propuseram a utilização
de um método numérico para calcular de forma eficiente um
campo eletrostático capaz de atrair o grupo de robôs para a
curva alvo. A principal característica desta metodologia é a
possibilidade de se utilizar o método em ambientes com obs-
táculos.

Nos trabalhos anteriores, os robôs eram somente atraídos
para a curva alvo, onde deveriam atingir uma configuração
estática. Para alguns problemas no entanto, é também neces-
sário um campo vetorial rotacional para fazer o robô circu-
lar a curva. A composição dos campos atrativo e rotacional
cria um ciclo limite atrativo no espaço de configurações do
robô. Para clarear esta ideia, a Figura 1 mostra um exemplo
de campo vetorial gerado para guiar um robô para uma cir-
cunferência. Este campo foi gerado com a metodologia pro-
posta neste artigo, a qual é detalhada nas próximas seções.
Além do presente artigo, esta ideia foi usada em alguns ou-
tros trabalhos (Quigley et al., 2005; Hsieh et al., 2007; Frew
et al., 2007; Zhang e Leonard, 2007; Ceccarelli et al., 2008;
Lawrence et al., 2009), e (Pereira et al., 2008).

Vários destes artigos foram motivados pela natureza do robô
utilizado na aplicação. No caso de robôs aéreos baseados em
aviões, o robô deve manter uma velocidade mínima, nunca
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Figura 1: Campo vetorial gerado para guiar o robô para uma cir-
cunferência

podendo convergir para um ponto. Assim, a maioria das ta-
refas a serem realizadas por este tipo de robô devem ser mo-
deladas como um problema de convergência e circulação de
curvas. Por exemplo, Frew et al. (2007) controlaram um robô
aéreo para rastrear um alvo móvel por meio de um campo ve-
torial que o guia para percorrer um círculo centrado no alvo.

Em algumas situações, problemas tradicionais de navegação
baseada em pontos de passagem (waypoints) podem também
ser considerados como um problema de convergência para
uma curva, como foi mostrado em (Pereira et al., 2008).
Neste caso, o principal desafio é construir um campo ve-
torial que guia o robô para seguir sequencias arbitrárias de
pontos. A metodologia proposta por Lawrence et al. (2009),
por exemplo, gera campos vetoriais contínuos para qualquer
curva que pode ser transformada (por meio de transforma-
ções afins) em uma curva circular. Esta técnica não é ge-
nérica o suficiente e, portanto, os próprios autores propõem
uma estratégia de chaveamento entre campos vetoriais para
que o robô siga toda a sequencia. Este chaveamento gera
descontinuidades indesejadas no campo resultante. Pereira
et al. (2008) calculam campos contínuos que permitem que
o robô aéreo percorra qualquer sequencia de waypoints. Os
autores constroem um corredor poligonal que contem todos
os pontos de passagem e utilizam a metodologia proposta
em (Pimenta, Pereira e Mesquita, 2007) para gerar um campo
dentro do corredor. O principal problema da metodologia é a
descontinuidade do campo na borda do corredor e a dificul-
dade prática de se estender a metodologia para espaços tri-
dimensionais. De fato, metodologias capazes de gerar cam-
pos vetoriais em espaços de dimensões maiores que dois não
puderam ser encontradas na literatura até a presente data, e
constituem a principal contribuição dos autores deste artigo.
Exceções são feitas aos artigos dos próprios autores deste tra-

balho em uma conferência nacional (Gonçalves et al., 2008),
onde espaços de três dimensões são considerados, e outra
internacional (Gonçalves et al., 2009), onde já se considera
espaços de dimensão n > 2.

Mais especificamente, neste artigo, será tratado o problema
de se construir um campo vetorial contínuo que guie um robô
para uma curva pré-definida. É importante ressaltar que o
método proposto não é baseado no gradiente de uma fun-
ção, uma vez de que a lei de controle aqui proposta não pode
ser escrita como o gradiente de um campo escalar quando a
curva a ser seguida é fechada, como será mostrado no artigo.
O método é válido para qualquer curva simples em espaços
n-dimensionais. São mostradas provas formais que garan-
tem a convergência de um robô holonômico para a curva de-
sejada. O artigo também apresenta técnicas para criação de
curvas genéricas em duas e três dimensões. Estas técnicas fo-
ram inspiradas pelo artigo apresentado por Chaimowicz et al.
(2005) que é focado em um método para guiar “enxames”
de robôs na formação de padrões. Ainda que o problema
de manter o robô em uma dada trajetória e o problema de
controlá-lo para um determinado padrão não sejam o mesmo,
o método proposto em (Chaimowicz et al., 2005), que utiliza
uma função construída por meio de uma combinação linear
de funções de base radial (Turk e Brien, 2002), foi direta-
mente utilizado neste trabalho para criar curvas fechadas ge-
néricas em duas dimensões, e também, foi generalizado para
curvas de três dimensões.

A próxima seção apresenta a metodologia de criação de cam-
pos vetoriais a partir de funções implícitas. Esta seção está
dividida em duas subseções: a primeira, com caráter tutorial,
apresenta a metodologia de forma intuitiva, e a segunda apre-
senta a formalização matemática, incluindo provas de con-
vergência para campos em duas dimensões. A Seção 3 apre-
senta uma extensão importante da metodologia básica para
duas dimensões, que é a geração de campos normalizados.
Com estes campos, a metodologia de controle proposta pode
ser usada como uma técnica de guiagem de robôs, na qual o
módulo da velocidade dependerá do próprio robô ou da tarefa
sendo executada. A extensão da metodologia para dimensões
maiores que dois é mostrada na Seção 4. A Seção 5 apresenta
uma técnica numérica para geração de curvas em duas e três
dimensões a partir de amostras da curva desejada e a Seção 6
discute os passos necessários para que a metodologia teórica
proposta possa ser aplicada a robôs reais. Nesta seção são
também mostradas simulações mais realísticas que eviden-
ciam o potencial prático da técnica. Finalmente, a Seção 7
apresenta as conclusões do artigo e as propostas de continui-
dade.
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2 METODOLOGIA

Esta seção apresenta o principal resultado deste artigo, que
consiste no desenvolvimento de uma metodologia para cri-
ação de um campo vetorial contínuo capaz de controlar um
robô para que sua configuração aproxime e circule uma dada
curva.

Considera-se, inicialmente, que o robô a ser controlado é ho-
lonômico com dinâmica dada por:

q̇(t) = u(t) , (1)

sendo q(t) = [x1(t) x2(t)]
T (todos os vetores neste texto

são vetores coluna) a configuração do robô no instante t
e u a entrada de controle para o robô. Portanto, fazendo
u(t) = v(x1, x2) tem-se um campo vetorial, ou seja, para
cada ponto q um vetor associado que representa a veloci-
dade a ser seguida. A Figura 1 mostra um exemplo de campo
vetorial gerado para guiar um robô para uma curva fechada
em um espaço de duas dimensões. Este campo foi calculado
com a metodologia mostrada nas próximas seções.

É importante observar que a consideração relativa ao Mo-
delo (1) é uma simplificação do problema de controle de
robôs reais. Tal modelo é válido apenas para robôs holonô-
micos com dinâmica muito simplificada. Provavelmente,
esta simplificação só é válida na prática quando as velocida-
des ou acelerações envolvidas no movimento são muito pe-
quenas e os efeitos inerciais do robô podem ser desprezados.
Quando esses efeitos não puderem ser desprezados, pode-se
dividir o problema de controle do robô em dois níveis de abs-
tração, sendo que a metodologia proposta neste artigo estaria
em um nível de abstração mais elevado, na qual o problema
seria a geração de campos vetoriais para a aproximação e cir-
culação da curva desejada. No nível de abstração mais baixo,
o problema seria projetar um sistema de controle para asse-
gurar que o robô siga esses campos vetoriais. Dessa forma,
resolvendo os dois problemas de forma independente, tería-
mos a solução completa para controle de robôs. Neste artigo
não pretende-se resolver o problema por completo, estando
o foco na geração de campos vetoriais, como será visto a se-
guir.

2.1 Ideia Básica

Antes de apresentar a formulação matemática da metodo-
logia, a mesma será explicada de maneira qualitativa e in-
tuitiva. A Figura 2 serve como ilustração e abrange todos
os passos da metodologia. Para facilitar o entendimento,
assume-se que:

• a curva alvo está contida em um plano e é fechada;

• definido um sistema de eixos cartesianos ortogonais

em R
2 (coordenadas x1 e x2), a curva em questão

pode ser descrita como uma curva implícita da forma
φ(x1, x2) = 0 para uma função φ;

• a função φ(x1, x2) é positiva fora da curva em questão,
e negativa dentro. Ainda, para C1 > C2, sendo C1 e C2

constantes, as curvas de níveis φ = C1 e φ = C2 são
fechadas e a curva de nível φ = C2 está dentro da curva
de nível φ = C1.

Como exemplo, se a curva alvo é uma circunferência de
raio unitário centrada na origem, uma possível função é
φ(x1, x2) = x2

1 + x2
2 − 1. Deve-se então, alcançar dois

objetivos: guiar o robô para a curva alvo e mantê-lo circu-
lando nesta curva. Os dois problemas podem ser resolvidos
separadamente e as suas soluções combinadas.

Para guiar o robô para a curva, observa-se as curvas de ní-
veis da função φ(x1, x2) (ou seja, as curvas formadas pela
equação φ(x1, x2) = C quando C varia). Devido à terceira
hipótese acima, se C > 0 a curva em questão está fora da
curva alvo, se C < 0 a curva está dentro, e se C = 0 a curva
em questão é a curva alvo. Em uma dada posição [x1 x2]

T ,
o robô está em uma curva de nível da função φ(x1, x2). Para
guiá-lo para a curva alvo pode-se usar uma velocidade que é
dada por um múltiplo escalar do gradiente da função φ na-
quele ponto, uma vez que o gradiente é normal à curva de
nível. Devido a terceira hipótese em φ o gradiente aponta
normalmente para fora. Assim, se o robô está em uma curva
de nível exterior (φ > 0) deve-se utilizar uma constante ne-
gativa multiplicando o gradiente, fazendo assim com que a
velocidade aponte para dentro (em direção à curva alvo). Se
o robô estiver em uma curva interna (φ < 0), multiplica-se o
gradiente por uma constante positiva (para que ele mantenha
sua direção e portanto aponte para fora). Se o robô está na
curva alvo (φ = 0), a constante deve ser zero (uma vez que
não desejamos que o robô saia da curva).

Assim, a componente que aproxima da curva (que será cha-
mada de componente normal) tem a forma:

N(x1, x2) = α(x1, x2)∇φ(x1, x2) .

O escalar α(x1, x2) que multiplica o gradiente deve ser tal
que este seja negativo quando o robô está em curvas de ní-
veis externas (ou seja, quando φ(x1, x2) > 0) , positivo para
curvas de níveis internas (ou seja, quando φ(x1, x2) < 0) e
nulo quando estamos na curva alvo (φ(x1, x2) = 0). Tendo
em vista que a posição atual do robô em relação à curva
alvo pode ser dada pelo sinal da função φ, uma escolha de
α(x1, x2) simples é portanto:

α(x1, x2) = G(φ(x1, x2)) ,
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Figura 2: Robô em três pontos diferentes, para uma curva alvo cir-
cunferência (linha cheia). Em cada um desses pontos (um externo,
um interno e um na curva) é demonstrado a componente normal,
tangente e a soma de ambas. Quando o robô está na curva a com-
ponente normal é nula.

onde G é uma função com as propriedades G(y) > 0 para
y < 0 , G(y) < 0 para y > 0 e G(0) = 0. Como
deseja-se que o movimento do robô seja o mais suave pos-
sível, escolhe-se uma função G que satisfaça essas restrições
e ainda seja contínua. O exemplo mais simples de tal função
é G(y) = −y.

Intuitivamente, esta componente normal guiará o robô para a
curva. Para mantê-lo circulando, observa-se que se for utili-
zado um vetor ortogonal ao gradiente de φ naquele ponto, o
robô se manterá na curva de nível atual, circulando-a. A ex-
pressão de tal componente (que será chamada de componente
tangente) é:

T(x1, x2) = β(x1, x2)

[

−
∂φ

∂x2

∂φ

∂x1

]T

.

O campo vetorial gerado pelo vetor que é multiplicado por β
é chamado campo Hamiltoniano e portanto o símbolo ∇Hφ
será utilizado para representá-lo. O múltiplo escalar β deve
manter o sinal e ser não nulo em uma dada curva φ = C, de
modo que o robô mantenha-se circulando na curva de nível
atual em um sentido fixo. De fato, escolhe-se então:

β(x1, x2) = H(φ(x1, x2)) ,

sendo H(y) uma função que é não nula (isso garante que β é
não nulo e tem o sinal mantido em uma dada curva de nível
φ(x1, x2) = C) e cujo sinal de H(0) determina se a curva
será percorrida no sentido negativo ou positivo. Um exemplo
simples é H(y) = 1.

Somando os dois componentes em cada ponto, tem-se um
campo vetorial dado por:

v(x1, x2) = N(x1, x2) + T(x1, x2) ,

que se for usado como um vetor velocidade de um robô, o
guiará para a curva alvo φ = 0 e, enquanto isso, o man-
terá circulando nas curvas de níveis em que passa. Por-
tanto, foi gerado assim um ciclo limite para a curva fechada
φ(x1, x2) = 0. Quando o robô está na curva de nível dese-
jada a componente normal se anula e tem-se apenas a tan-
gencial (não nula) que o manterá circulando. A formalização
matemática desta metologia, que inclui provas de convergên-
cia e o relaxamento de algumas suposições iniciais é apre-
sentada a seguir.

2.2 Formalização Matemática

Antes da apresentação do formalismo matemático para a me-
todologia apresentada intuitivamente anteriormente, faz-se
necessário a seguinte definição:

Definição 1 Uma função G : R 7→ R neste texto é qualquer
função que pode ser obtida como a derivada de uma função
negativa definida diferenciável tal que a derivada se anule
somente na origem.

Voltando ao exemplo da subseção anterior, onde G(y) = −y,
note que G(y) = d

dy (− 1
2y2) e − 1

2y2 é uma função negativa
definida cuja derivada só se anula na origem. Essa definição
garante que G(y) tenha as propriedades que foram apresen-
tadas anteriormente: G(y) < 0 para y > 0, G(y) > 0 para
y < 0 e G(0) = 0.

Com essa definição, é possível provar o resultado matemático
principal dessa seção.

Teorema 1 Seja φ(x1, x2) uma função com as seguintes
propriedades:

• A curva de nível φ(x1, x2) = 0 é conexa;

• As derivadas parciais de φ são contínuas;

• ∇φ é não nulo na curva φ = 0.

Considere o seguinte sistema:

q̇ = g(x1, x2)G(φ)∇φ + h(x1, x2)H(φ)∇Hφ , (2)

com G(y) de acordo com a Definição 1, H(y) uma função
contínua tal que H(0) é não nulo e g e h funções positivas
e contínuas para qualquer x1, x2. Se todos os pontos de
equilíbrio do sistema em questão, que são os pontos no qual
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∇φ = 0, são instáveis, então a variável q é conduzida para
a curva φ = 0 e a mantém percorrendo em um sentido fixo
para todas as condições iniciais q0 que não são pontos de
equilíbrio.

Prova: A prova vem diretamente do princípio de Krasovskii-
LaSalle. Considere a função:

V (x1, x2) = −

∫ φ(x1,x2)

0

G(y)dy ,

que é positiva definida devido a própria definição da função
G. Derivando com relação ao tempo tem-se:

V̇ = −G(φ)∇φT q̇ ,

substituindo a expressão de q̇ e usando o fato que ∇φ e ∇Hφ
são ortogonais:

V̇ = −g(x1, x2)G(φ)2‖∇φ‖2 .

Assim, devido as hipóteses em g e G, V̇ é negativa semide-
finida e nula apenas na curva alvo (φ = 0) ou nos pontos
de gradiente nulo (que são pontos de equilíbrio). Como os
pontos de equilíbrio são instáveis, por hipótese, o sistema se
aproxima da curva φ(x1, x2) = 0.

Uma vez na curva alvo, só restará a componente tangencial
(já que que G(0) = 0) que manterá a variável q percor-
rendo a curva em um dado sentido. A curva deve ser conexa
pois caso contrário acontecem curvas degeneradas como, por
exemplo, duas curvas disjuntas. 2

Há algumas diferenças entre as hipóteses do Teorema 1 e a
apresentação qualitativa da metodologia na subseção ante-
rior. Na apresentação assumiu-se que a curva alvo era fe-
chada, negativa dentro da curva e positiva fora dela (o que
não faz nem sentido se a curva é aberta). Essas hipóteses não
são necessárias e foram somente usadas para facilitar a expli-
cação. Para a função H , que foi considerada inicialmente ser
não nula, o Teorema 1 requer que ela seja não nula somente
na origem, pois a circulação só é absolutamente necessária na
curva desejada (o robô pode passar por outras curvas de ní-
veis sem percorrê-las). Também foram introduzidas no Teo-
rema 1, funções g e h acompanhando as componentes normal
e tangencial, respectivamente. Elas não alteram o sentido e
direção das componentes, uma vez que são estritamente po-
sitivas, mas existem para que seja possível que, por exemplo,
o módulo da velocidade q̇ seja constante (com escolhas ade-
quadas de G, H , g e h).

Para ilustrar o teorema foi escolhido um exemplo simples.
Considere a curva descrita pela equação implícita x4

1 + x4
2 −

1 = 0. A escolha mais direta de φ é φ(x1, x2) = x4
1+x4

2−1.
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Figura 3: Simulações para a curva x4

1 + x4

2 − 1 = 0 no sentido
positivo, para quatro condições iniciais distintas.

Deseja-se convergir para essa curva e circulá-la no sentido
positivo. Assim, escolhendo G(y) = −y , g = h = H = 1
temos o sistema:

ẋ1 = −(x4
1 + x4

2 − 1)4x3
1 − 4x3

2

ẋ2 = −(x4
1 + x4

2 − 1)4x3
2 + 4x3

1 , (3)

O único ponto em que ∇φ = 0 é a origem x1 = x2 = 0.
Para verificar que esse ponto de equilíbrio é instável, basta
analisar a componente normal (que é responsável pela esta-
bilidade) g(x1, x2)G(φ(x1, x2))∇φ(x1, x2) = [−(x4

1+x4
2−

1)4x3
1 − (x4

1 + x4
2 − 1)4x3

2]
T perto do ponto x1 = x2 = 0.

Observe que os termos de ordem maior que três (x7
1, x7

2, x3
1x

4
2

e x4
1x

3
2) são desprezíveis comparados com os termos de or-

dem três (x3
1, x3

2) perto de x1 = x2 = 0, e, portanto, tem-se
que o campo vetorial é aproximadamente igual a [4x3

1 4x3
2]

T

próximo ao ponto. Um esboço rápido mostra que esse campo
aponta para fora do ponto em questão. A Figura 3 mostra si-
mulações para quatro condições iniciais distintas.

As próximas seções apresentam extensões do resultado teó-
rico apresentado nesta seção. A Seção 3 apresenta um campo
vetorial normalizado, que pode ser útil quando a velocidade
do robô deve ser mantida constante durante a realização da
tarefa, e a Seção 4 apresenta uma extensão da metodologia
para curvas em espaços de n dimensões. Com esta extensão
é possível o controle de robôs móveis em espaços de traba-
lhos tridimensionais ou o controle de robôs com n graus de
liberdade.
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3 CAMPO NORMALIZADO

Em aplicações práticas é muitas vezes desejável manter o
módulo da velocidade q̇ do robô constante ou, em outras
palavras, é desejável um campo vetorial normalizado. Para
esse fim, primeiro relaxa-se as hipóteses do Teorema 1 que
exigem que g e h sejam contínuas e escolhe-se:

g(x1, x2) =
1

‖∇φ‖
,

h(x1, x2) =
1

‖∇Hφ‖
=

1

‖∇φ‖
,

H(y) = ±
√

1 − G(y)2 .

Além disso, adiciona-se a hipótese de que |G(y)| ≤ 1 (é es-
colhido um sinal para H). O denominador das funções g e
h (que podem causar descontinuidade) não será problema,
uma vez que os pontos em que ∇φ = 0 são, por hipótese,
instáveis (entretanto eles não serão agora pontos de equilí-
brio, mas sim pontos de descontinuidade do campo vetorial).
Pela ortogonalidade das componentes normal e tangencial,
observa-se que essa escolha garante de fato que ‖q̇‖ = 1.

Com o módulo da velocidade constante, o sistema está atre-
lado apenas à escolha de φ e G(y). De fato, existe um com-
promisso interessante entre a componente normal e a tangen-
cial nessa situação: uma só cresce (em módulo) se a outra
decresce. Assim, se G(y) decresce rapidamente para zero
quando y se aproxima de zero, H(y) aumenta bruscamente.
Qualitativamente, uma escolha de G pode regular se a tra-
jetória é mais suave ou mais brusca, como será ilustrado a
seguir.

Considere a curva descrita pela equação implícita
φ(x1, x2) = x4

1/16 − 2x2
1x

2
2/5 + x4

2 − 1 = 0. O
único ponto em que ∇φ = 0 é a origem x1 = x2 = 0.
Este ponto é instável como pode ser mostrado analisando-se
a componente normal perto do ponto (não exatamente
neste, uma vez que a componente normal é descontínua em
x1 = x2 = 0).

Foram escolhidas duas funções G(y) distintas:
− 2

π arctan(10y) e − 2
π arctan( 1

2y), que estão ilustra-
das nas Figuras 4 e 5 respectivamente. Note que a primeira
decresce bem mais bruscamente para zero em comparação
com a segunda.

Nas Figuras 6 e 7, são apresentados dois grupos de simu-
lações com as mesmas condições iniciais, mas com G(y)
distintos. Note que com G(y) = − 2

π arctan(10y) a apro-
ximação da curva ocorre mais bruscamente. Isso acontece
pois a componente normal decresce substancialmente so-
mente perto da curva alvo, e isso acontece rapidamente. Ob-
serve que a possibilidade de se ajustar a forma como a con-
figuração converge para a curva alvo por meio da escolha de
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Figura 4: Função G(y) = −
2

π
arctan(10y) no intervalo [−4, 4]
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Figura 5: Função G(y) = −
2

π
arctan( 1

2
y) no intervalo [−4, 4]

G(y) é muito interessante quando estamos trabalhando com
robôs que possuem restrições que limitam o raio mínimo de
curvatura a ser desenvolvido ao longo de seu caminho (por
exemplo em um automóvel). Nestes casos G(y) pode ser es-
colhido de forma a contemplar o raio de curvatura mínimo
do robô.

A próxima seção apresenta uma extensão da metodologia
para dimensões superiores (Rn).

4 EXTENSÃO PARA DIMENSÕES SUPE-
RIORES

A metodologia apresentada na seção anterior tem uma inter-
pretação geométrica clara. É possível estender o Teorema 1
para curvas em R

n, embora não seja mais possível valer-se
tão fortemente da intuição geométrica.

Na seção anterior, a curva alvo era definida como uma
curva implícita φ(x1, x2) = 0. Na extensão da metodo-
logia, para definir uma curva unidimensional em R

n usa-
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Figura 6: Simulação com três condições iniciais para a curva
x4

1/16 − 2x2

1x
2

2/5 + x4

2 − 1 = 0 com G(y) = −
2

π
arctan(10y)

se a intercessão de n − 1 conjuntos de níveis de funções
φi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n − 1. Assim, a curva de-
sejada é formada por todos pontos q = [x1 x2 . . . xn]T

em que φi(x1, x2, . . . , xn) = 0 para i = 1, 2, . . . , n − 1.

Como exemplo de uma curva em R
3, uma elipse no plano

x1x2 rotacionada em 45 graus no eixo x2 pode ser dada pela
intercessão dos conjuntos de níveis:

φ1(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 − 1 = 0

φ2(x1, x2, x3) = x3 − x1 = 0 ,

sendo o primeiro um cilindro e o segundo, um plano. Então,
para guiar o ponto q para a curva, deve-se fazer com que n−1
funções φi se anulem. Uma componente análoga à compo-
nente normal apresentada na seção anterior terá este objetivo.
Para isso, usa-se o gradiente de uma função negativa definida
cujos argumentos são as funções φi. A Definição a seguir faz
a apresentação formal.

Definição 2 Uma função E : R
n−1 7→ R, neste artigo, é

qualquer função que é negativa definida, diferenciável em to-
dos os seus argumentos e cujo gradiente se anula apenas na
origem.

Como exemplo de E(y1, y2, . . . , yn−1), a função E =
−(y2

1 + y2
2 + · · · + y2

n−1) é negativa definida e o seu gra-
diente ∇E = [−2y1 − 2y2 . . . − 2yn−1]

T só se anula
quando y1 = y2 = · · · = yn−1 = 0.

Para manter um ponto q percorrendo a curva em um sen-
tido, observa-se que d

dtφi(x1, x2, . . . , xn) = ∇φT
i q̇. Para

que uma vez na curva alvo (φi = 0 para i = 1, 2, . . . , n −
1) o ponto não saia dessa curva, deve-se garantir que
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Figura 7: Simulação com três condições iniciais para a curva
x4

1/16 − 2x2

1x
2

2/5 + x4

2 − 1 = 0 com G(y) = −
2

π
arctan( 1

2
y)

d
dtφi(x1, x2, . . . , xn) = ∇φT

i q̇ = 0 para i = 1, 2, . . . , n−1.
Isso implica que a componente tangente (que será a única
componente a existir na curva alvo) deve ser ortogonal a cada
um dos ∇φi. Se n − 1 vetores em R

n são linearmente in-
dependentes, existe apenas um vetor (sem contar múltiplos
escalares) em R

n ortogonal a todos eles. Isso motiva uma
definição que faz-se necessária para o Teorema 1 estendido:

Definição 3 Sejam v1,v2, . . . ,vn−1 vetores em R
n, e

W =













vT
1

vT
2

. . .
vT

n−1

0T













.

O produto de cunha ∧n−1
i=1 vi desses vetores é outro vetor em

R
n cujos componentes são dados pela equação

(∧n−1
i=1 vi)j = cofnj(W ) ,

ou seja, o j-ésimo elemento do vetor é o cofator nj da
matriz W ((−1)n+j vezes o determinante da matriz obtida
retirando-se a n-ésima linha e j-ésima coluna da matriz ori-
ginal).

O produto de cunha é uma extensão do produto vetorial para
R

n. Para n = 3 temos ∧2
i=1vi = v1 × v2. As proprieda-

des são mantidas: trocar dois vetores troca o sinal do vetor
resultante, além de que este é ortogonal a cada um dos n− 1
vetores no produto. Se os vetores são linearmente dependen-
tes o produto de cunha é o vetor nulo.
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Com estas duas definições, é possível apresentar uma ex-
tensão para o Teorema 1. Mas antes, é importante ressal-
tar que no teorema a seguir E é uma função das variáveis
φi, mas como essas são funções das variáveis x1, x2, . . . , xn

isso implica que E também é uma função dessas. Assim,
todo gradiente que aparece nesse artigo, com a exceção da-
quele na Definição 2, que é tomado com relação as variáveis
y1, y2, . . . , yn−1, é com relação às variáveis mais internas
x1, x2, . . . , xn.

Teorema 2 Sejam φi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n − 1,
funções com as seguintes propriedades:

• A intercessão dos conjuntos de níveis
φi(x1, x2, . . . , xn) = 0 é uma curva em R

1, co-
nexa;

• As derivadas parciais das funções φi são contínuas;

• ∧n−1
i=1 ∇φi é não nulo na intercessão dos conjuntos de

níveis φi = 0.

Então, considere o seguinte sistema:

q̇ =g(q)∇E(φ1, . . . , φn−1)+

+ h(q)H(φ1, . . . , φn−1) ∧
n−1
i=1 ∇φi , (4)

com E(y1, y2, . . . , yn−1) de acordo com a Definição 2,
H(y1, y2, . . . , yn−1) uma função contínua tal que
H(0,0,. . . ,0) é não nulo e g, h funções positivas e con-
tínuas para qualquer x1, x2, . . . , xn. Se todos os pontos de
equilíbrio do sistema em questão, que são os pontos no qual
∇E = 0 que não estão na curva alvo, são instáveis, então, a
variável q é conduzida para a intercessão dos conjuntos de
níveis φi = 0, i = 1, 2, . . . , n − 1 e a mantém percorrendo
em um sentido fixo para todas as condições iniciais q0 que
não são pontos de equilíbrio.

Prova: A prova é análoga a do Teorema 1. Considere a fun-
ção:

V (x1, x2, . . . , xn) = −E(φ1, φ2, . . . , φn−1) ,

que é positiva definida devido a própria definição da função
E. Derivando com relação ao tempo tem-se:

V̇ = −∇ET q̇ .

Agora, nota-se que:

∇E =

n−1
∑

i=1

∂E

∂φi
∇φi , (5)

e portanto ∇E é uma combinação linear dos gradientes ∇φi.
Então, substituindo a expressão de q̇ e usando o fato que

∇E e ∧n−1
i=1 ∇φi são ortogonais (pois ∧n−1

i=1 ∇φi é ortogonal
a cada um dos ∇φi):

V̇ = −g(x1, x2, .., xn)‖∇E‖2 .

Assim, devido as hipóteses em g, V̇ é negativa semidefinida
e se anula quando ∇E = 0. Há dois tipos de pontos distintos
em que ∇E se anula. Como E é uma função negativa defi-
nida diferenciável então suas derivadas parciais (com relação
as variáveis mais externas, no caso, φi) se anulam quando
φ1 = φ2 = · · · = φn−1 = 0 (na curva alvo). Outros pon-
tos em que o gradiente se anula são pontos de equilíbrio do
sistema (4), uma vez que ∇E = 0 sem estar na curva alvo
implica que, em virtude da expressão (5), e do fato que de-
vido a Definição 2 as derivadas parciais ∂E

∂φi
não se anulam,

ao menos que φi = 0 para i = 1, 2, . . . , n − 1, os vetores
∇φi são linearmente dependentes. Logo ∧n−1

i=1 ∇φi também
se anula. Desta forma, como os pontos de equilíbrio são ins-
táveis, por hipótese, o sistema se aproxima da intercessão dos
conjuntos de níveis φi(x1, x2, . . . , xn) = 0.

Uma vez na curva alvo, só restará a componente tangente
que manterá a configuração q percorrendo a curva em um
dado sentido. Novamente, a curva deve ser conexa pois, caso
contrário, acontecem curvas degeneradas como, por exem-
plo, duas curvas disjuntas. 2

Para verificar que o Teorema 2 é uma generalização do Te-
orema 1, observe que para n = 2, ∇E(φ) = dE

dφ ∇φ. Note

também que G na Definição 1 é exatamente dE
dφ com E na

Definição 2 (ou seja, para todo G de acordo com a Defi-
nição 1 existe um E de acordo com a Definição 2 tal que
G = dE

dy ). Isso significa que a componente normal dos Te-
oremas 1 e 2 concordam quando n = 2. Para componente
tangente, basta notar que, usando a Definição 3 com n = 2,
temos que ∧1

i=1∇φi = ∇Hφ. Assim, o Teorema 2 se reduz
ao Teorema 1.

O teorema será ilustrado com um exemplo: a curva alvo será
a intercessão dos conjuntos de níveis φ1 = x2

1 + x2
2 − 1 =

0 (cilindro) e φ2 = x3 − x2
1 = 0 (parábola). Escolha-se

E = − 1
2 (φ2

1 + φ2
2), g = h = H = 1. O único ponto de

gradiente nulo de E que não está na curva alvo é a origem
x1 = x2 = x3 = 0. Esse ponto é de sela cuja região de
atração é o eixo x3 (ou seja, para todas as condições iniciais
do tipo [0 0 x3]

T , o sistema é atraído para a origem). Na
Figura 8 está ilustrada a simulação para esta situação. Para
facilitar a visualização de que de fato o ponto se aproxima da
curva alvo, na Figura 9 é mostrada a função −E em função
do tempo.

Para fins de curiosidade, provar-se-a um Teorema que mos-
tra que o campo vetorial gerado pelo lado direito da expres-
são (4) não pode ser expresso como o gradiente de um campo
escalar se a curva alvo for fechada.
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Figura 8: Simulação para a intercessão dos conjuntos de níveis
φ1 = x2

1 + x2

2 − 1 = 0 e x3 − x1 = 0
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Figura 9: Função −E(t) para a simulação da Figura 8. Observe
que, como esperado, −E(t) → 0 quando t → ∞

Teorema 3 Se um campo vetorial induz um ciclo limite para
uma curva fechada então este não pode ser um campo gra-
diente.

Prova: A prova vem por contradição. Considere que o
campo v é um campo gradiente e induz um ciclo limite para
a curva C em um dado sentido. Realizando uma integral de
linha nessa curva e utilizando o mesmo sentido:

∮

C

vT dq = 0 , (6)

pois a curva C é fechada e v é um campo gradiente. Entre-
tanto v induz um ciclo limite para C, ou seja, dirige o sistema
para a curva e a mantém percorrendo em um sentido fixo. As-
sim tem-se que vT dq > 0 para todo ponto q em C (pois o
vetor v em C tem o mesmo sentido e direção do vetor dq, e é

não nulo, pois caso contrário não haveria o ciclo limite). Isso
implica que a integral de linha deve ser positiva, o que é uma
contradição. 2

Se a curva alvo é aberta, o campo resultante pode ser um
campo gradiente. Como exemplo, usando o Teorema 1 com
a curva alvo x2 = 0 no sentido negativo direita para esquerda
(H(y) = 1) com g = h = 1 e G(y) = −y tem-se q̇ =
[−1 − x2]

T = ∇(−x1 −
1
2x2

2).

Uma vez que foi proposta uma metodologia genérica para
criação de campos vetoriais capazes de controlar robôs ho-
lonômicos no rastreamento de curvas em espaços de n di-
mensões, tornam-se necessárias metodologias para criação
destas curvas e das funções que as geram. A próxima seção
apresenta uma metodologia numérica capaz de gerar tais fun-
ções a partir de amostras do espaço, que em algumas aplica-
ções podem ser consideradas como pontos de passagem para
o robô.

5 GERAÇÃO DE CURVAS

Para construir o campo vetorial necessita-se obter as funções
φi (com as propriedades requeridas) tal que a intercessão dos
conjuntos de níveis φi = 0 seja a curva desejada. Quando
a curva não é suficientemente simples para as funções se-
rem obtidas por inspeção, devem ser utilizados métodos nu-
méricos. Nesta seção será apresentada a metodologia para
construir curvas em R

2 proposta por (Turk e Brien, 2002),
e posteriormente uma generalização desta metodologia para
certos tipos de curvas em R

3 .

5.1 Curvas em R
2

Como proposto em (Turk e Brien, 2002), funções implícitas
podem ser construídas por meio de uma combinação linear
de funções de bases radiais, definidas a seguir.

Definição 4 Uma função de base radial é uma função f :
R

n 7→ R que depende apenas da distância euclidiana a um
ponto q̃i: fi(q) = F (‖q − q̃i‖).

Uma função φ1 pode ser então construída por meio de uma
soma ponderada de funções de bases radiais com centros q̃i

mais um termo constante −1 (que impede que o sistema li-
near que será obtido para obter os pesos ωi seja homogêneo):

φ1(x1, x2) =
n

∑

i=1

ωifi(x, y) − 1 . (7)

Em princípio, as únicas hipóteses a serem feitas acerca de F
é que esta tenha como domínio R

+ (pois pela construção de
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φ1 anterior, esta deve estar definida para valores não nega-
tivos) e seja diferenciável nesse mesmo intervalo (uma vez
que usamos o gradiente de φ1 no controlador e esse depende
de F ). Aqui, a função escolhida é F (y) = py2 ln(py2) com
p > 0.

Suponha que a curva alvo seja amostrada em diversos pontos
q̃i = [x̃1i x̃2i]

T , i = 1, 2, 3, . . . ,m. Deseja-se que φ1 seja
tal que a curva de nível φ1(x1, x2) = 0 contenha estes pon-
tos. Coloca-se então como m restrições que φ1(x̃1i, x̃2i) =
∑n

i=1 ωifi(x̃1i, x̃2i) − 1 = 0 para i = 1, 2, 3, . . . ,m. As
restrições impostas por q̃i não são (na maioria das vezes) su-
ficientes para construir uma curva de nível adequada. Mais
restrições são necessárias devido a um ou mais destes fato-
res, a saber: (i) a curva de nível gerada pode ser inadequada
(os pontos podem formar, por exemplo, duas curvas fechadas
não conectadas), ou (ii) a função φ1 pode não conter as pro-
priedades desejadas (pontos de gradiente nulo estáveis, por
exemplo).

Então, são necessárias restrições internas, ou seja, restrições
do tipo φ1(xj , yj) = Ij < 0 para [x̃1j x̃2j ]

T contido dentro
da curva desejada e restrições externas, que são restrições do
tipo φ1(xj , yj) = Ej > 0 para [x̃1j x̃2j ]

T fora da curva
fechada em questão. Essas restrições são utilizadas para cor-
rigir os problemas da função original. Assim, tem-se n − m
restrições adicionais (n > m) de modo que o total seja de
n restrições. Forma-se então um sistema linear com n equa-
ções e n incógnitas que pode ser facilmente resolvido por
métodos numéricos tradicionais. A seguir será proposta uma
extensão desta metodologia para criação de curvas em R

3.

5.2 Curvas em R
3

Para definir curvas em R
3, são necessárias duas funções, φ1

e φ2, cuja intercessão dos conjuntos de níveis, φ1 = 0 e
φ2 = 0, seja a curva desejada. Ainda, ∇φ1 e ∇φ2 devem
ser linearmente independentes nessa curva para que a com-
ponente tangente seja não nula. Esse problema será resolvido
neste artigo para uma classe específica de curvas.

Assuma que a curva alvo é tal que sua projeção em um plano
(que, por simplificação e sem perda de generalidade, assume-
se que seja o plano x1x2) seja unívoca, ou seja, para cada
ponto da projeção existe apenas um ponto na curva asso-
ciado (cuja projeção é o ponto em questão). Então, uma
das curvas φ1(x1, x2, x3) pode ser obtida projetando a curva
no plano x1x2 e se aplicando o método descrito na subse-
ção anterior (a função resultante não dependerá de x3). De-
vido a propriedade de projeção unívoca, a segunda função
pode ser escrita como x3 = k(x2, x1) para uma função k.
Amostrando pontos da curva usamos um método de interpo-
lação para encontrar a função k. Assim, procedemos com
φ2 = x3 − k(x1, x2).
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Figura 10: Pontos amostrados de uma curva fechada.

Os gradientes ∇φ1 e ∇φ2 sempre serão linearmente indepen-
dentes na curva alvo se ∇φ1 não for nulo nessa curva. Para
que esta propriedade fique clara, observe que ∂φ1

∂x3

= 0 en-

quanto ∂φ2

∂x3

= 1. A dependência linear então implicaria que
∇φ1 = 0. A seguir serão mostrados exemplos numéricos da
aplicação desta metodologia.

5.3 Exemplo

Para ilustrar a metodologia de criação de curvas, a Figura 10
mostra 14 amostras de uma curva (fechada) tridimensional,
que em uma aplicação de robótica aérea, por exemplo, po-
dem ser considerados waypoints para o robô. A Figura 11
mostra a projeção dos pontos no plano x1x2 para mostrar
que ela é de fato unívoca. Como os pontos estão relativa-
mente espaçados, pode-se usar um valor pequeno de p (neste
exemplo, p = 1/30) na função F (y) = py2 ln(py2) de modo
que a curva φ1 = 0 seja fechada. Nesse caso, não são ne-
cessárias restrições internas ou externas, e portanto, após a
resolução do sistema linear foram obtidos os pesos ωi. Para
obter a função φ2, utilizou-se uma interpolação polinomial
de duas variáveis de grau 4. Como são 14 pontos e um po-
linômio completo de quarta ordem em duas variáveis, tem-se
15 coeficientes associados. Assumiu-se neste exemplo que o
coeficiente relativo ao termo x2

1x
2
2 é 0. As superfícies φ1 = 0

e φ2 = 0 e sua intercessão, que forma a curva alvo em R
3,

podem ser vistas na Figura 12.

Após a criação das funções implícitas, estas foram utilizadas
para controlar um robô holonômico. Para tanto, as seguintes
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Figura 11: Projeção dos pontos da Figura 10 no plano x1x2.

funções na Equação (4) foram escolhidas:

E = −

∫ (φ2

1
+φ2

2
)1/10

0

2

π
arctan(y)dy ,

g = 1/‖∇(φ2
1 + φ2

2)
1/10‖ ,

h = 1/‖ ∧2
i=1 ∇φi‖ ,

H =

√

1 − (
2

π
arctan((φ2

1 + φ2
2)

1/10))2 ,

de modo que ‖q̇‖ = 1. A condição inicial para o sistema
foi x1 = 1, x2 = 0.1 e x3 = 0.1. A Figura 13 mostra o
resultado da simulação, onde os waypoints são representados
pelos círculos menores e a configuração inicial do robô pelo
círculo maior.

6 CONSIDERAÇÕES SOBRE APLICA-
ÇÕES A ROBÔS REAIS

A metodologia teórica como explicada até agora, assume um
robô holonômico representado por sua configuração exata q.
Com esta teoria, é possível, por exemplo, o controle de um
manipulador robótico holonômico com n graus de liberdade
para o qual, devido a presença de sensores absolutos de po-
sição nas juntas, q pode ser conhecido com grande exati-
dão. Talvez a maior dificuldade neste caso seja a definição
das funções implícitas no espaço R

n. Também, é impor-
tante lembrar que a metodologia proposta neste artigo não
considera a dinâmica do robô e, portanto, é muitas vezes ne-
cessário um controlador de mais baixo nível responsável por
garantir que o robô siga o campo vetorial. Robôs holonômi-
cos com orientação são também facilmente controlados com
o campo proposto se sua configuração puder ser facilmente
medida. No caso de um robô se movendo em um plano, por
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Figura 12: Superfícies cuja intercessão gera a curva alvo relativa
aos pontos amostrados da Figura 10.

exemplo, a configuração q teria dimensão três (posição em
x, posição em y e orientação) e portanto, o robô poderia ser
controlado para rastrear um ciclo limite em um espaço não-
Euclidiano de três dimensões.

No entanto, grande parte dos robôs possui restrições cinemá-
ticas e utilizam sensores ruidosos para se localizar. Torna-
se então natural questionar quando a metodologia proposta
poderia ser aplicada a um robô não-holonômico com confi-
guração estimada q̂. Apesar de não ser o foco deste artigo
a implementação da metodologia teórica e sua experimenta-
ção, a literatura da área de robótica apresenta algumas ideias
que podem responder a este questionamento.

Para levar em consideração as restrições não-holonômicas,
um controlador baseado em linearização por realimentação
de estados poderia ser utilizado em vários casos para fazer
o robô seguir o campo vetorial (Slotine e Li, 1991). Supo-
nha, por exemplo, um robô diferencial se movendo no plano.
Deseja-se que este robô convirja e circule uma curva fechada
em seu espaço de trabalho. Por meio da definição do ponto
de controle do robô a uma distância d à frente do seu centro
de massa, é possível escrever:

[

V
ω

]

=

[

cos θ sin θ
− sin θ

d
cos θ

d

]

u(q) , (8)

onde V e ω são as velocidades linear e angular do robô, res-
pectivamente, θ é a orientação do robô e u(q) é o campo ve-
torial dado pelo lado direito da Equação (2). Para diferentes
tarefas e robôs com modelos dinâmicos e cinemáticos diver-
sos, outros controladores devem ser desenvolvidos. Se, por
exemplo, for necessário, além do controle da posição do robô
planar também o controle de sua orientação, além da geração
de um campo em seu espaço de configurações tridimensio-
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Figura 13: Trajetória seguida por um robô holonômico quando são
usadas as funções da Figura 12.

nal, torna-se necessária a utilização de um controlador base-
ado na linearização dinâmica do modelo, ao contrário do que
é feito na Equação (8), que considera apenas uma lineariza-
ção estática.

A estimativa de q é um dos problemas de mais difícil solução
em robótica móvel. Várias boas soluções já foram propostas
na literatura para localização em ambientes internos, princi-
palmente quando existe alguma estrutura conhecida no am-
biente (Thrun et al., 2005). No entanto, é ainda muito difícil
a localização com grande precisão em ambientes externos ou
não estruturados. Uma solução conhecida é a utilização de
filtros recursivos para combinar a informação proveniente de
diversas fontes de dados. O filtro de Kalman Estendido, por
exemplo, é extensivamente utilizado para combinar odome-
tria e informação inercial com dados de GPS (Global Posi-
tioning System) (Thrun et al., 2005). No entanto, uma im-
portante característica de metodologias baseadas em campos
de potencial contínuos é que elas são robustas a pequenos
erros de localização. Assim, mesmo que as estimativas de
localização possuam pequenos erros e desvios, o robô ainda
continuará se movendo na direção correta.

Para mostrar o potencial da metodologia teórica para o con-
trole de robôs reais, a Figura 14 apresenta uma simulação re-
alizada no ambiente Player/Stage (Gerkey et al., 2003), onde
a cinemática do robô pode ser facilmente simulada. Além
de uma restrição não-holonômica, foram adicionados ruídos
gaussianos de média nula e desvios padrões iguais a 10cm
e 4,5 graus à posição e à orientação do robô, respectiva-
mente. Este desvios são iguais ou maiores do que aqueles
obtidos por sistemas de localização visual em ambiente in-
terno (Garcia et al., 2007). Nesta simulação, o robô Pion-
ner II-DX simulado foi controlado para rastrear a curva mos-

Figura 14: Simulação realizada na plataforma Player/Stage
de um robô não-honômico sujeito a erros de localização ras-
treando a curva da Figura 7.
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Figura 15: Função −E(t) para a simulação da Figura 14. Ob-
serve que, mesmo com a presença de ruído na localização e a res-
trição não-holonômica no robô −E(t) → 0 quando t → ∞.

trada na Figura 7. O campo foi seguido com a utilização do
controlador mostrado na Equação (8). A Figura 15 mostra o
comportamento da função −E(t) para esta simulação.

7 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTU-
ROS

Este artigo apresentou uma metodologia para construção de
campos vetoriais contínuos capazes de controlar um robô ho-
lonômico para aproximar e circular uma curva definida por
funções implícitas. A ideia básica da metodologia é a cons-
trução de um campo vetorial que possua um ciclo limite so-
bre a curva desejada. A principal contribuição do artigo é
a construção de ciclos limites no espaço n-dimensional, o
que até então não tinha sido encontrado na literatura. São
apresentadas provas de convergência, inclusive para campos
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normalizados, úteis quando se deseja manter a velocidade do
robô constante.

O artigo ainda mostra como as funções implícitas podem
ser numericamente calculadas a partir de amostras da curva
alvo desejada. É mostrada uma extensão para ambiente tridi-
mensionais da metologia bidimensional proposta por Turk e
Brien (2002) e já utilizada para navegação de robôs móveis
em (Chaimowicz et al., 2005). Esta extensão permitirá a uti-
lização da metodologia para o controle de robôs aéreos, por
exemplo.

Como continuidade, está sendo considerando o caso de cur-
vas variantes no tempo conforme resultados iniciais apresen-
tados em (Gonçalves et al., 2009). Trabalhos futuros também
incluem a implementação da metodologia em robôs terrestres
e aéreos. Outra metodologia de campos vetoriais proposta
por nosso grupo já foi utilizada para guiar um aeromodelo
autônomo com grande sucesso (Iscold et al., 2010).
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