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ABSTRACT

We consider the trajectory tracking problem for robot ma-
nipulators with unknown physical parameters and affected
by bounded external disturbances. We present a non lin-
ear adaptive tracking controller by dual mode which guar-
antees exponential transient performance with respect to an
arbitrary small residual set, resulting in arbitrary disturbance
attenuation. If the disturbances vanish the controller achieves
asymptotic tracking of the desired trajectory.

KEYWORDS: Adaptive/robust control, disturbance rejec-
tion, exponential tracking trajectory.

RESUMO

Considera-se o problema de rastreamento de trajetórias para
robôs manipuladores com parâmetros fı́sicos incertos e sob a
ação de distúrbios de amplitude limitada. Descreve-se um al-
goritmo de controle de modo dual adaptativo/robusto que ga-
rante desempenho transitório exponencial com relação a um
domı́nio residual arbitrariamente pequeno e com atenuação
arbitrária de distúrbios. Na ausência destes, o controlador
mostra-se capaz de rastrear assintoticamente a trajetória de-
sejada.

PALAVRAS-CHAVE: Controle adaptativo/robusto, atenuação
de distúrbios, rastreamento de trajetória exponencial.
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1 INTRODUÇÃO

Atualmente, já são bem conhecidas diversas leis de con-
trole adaptativo de manipuladores robóticos baseadas em
identificação paramétrica (Bayard e Wen, 1988; Craig,
1986). Entretanto, a qualidade do desempenho transitório
de adaptação não foi caracterizada e a garantia de robustez
com relação a distúrbios e outras imperfeições do sistema re-
quer modificações das leis de adaptação, e, mesmo assim, a
robustez é geralmente garantida só em termos da limitação
dos sinais do sistema, o que na prática é insuficiente.

Um objetivo mais satisfatório seria conseguir uma lei de con-
trole que resultasse em comportamento transitório garantido
e boa atenuação de distúrbios.

Este objetivo é formulado parcialmente por Tomei (1999)
na forma de normas L2 e L∞ arbitrariamente pequenas em
relação aos distúrbios. Nesse trabalho, foi utilizada uma lei
de controle combinando adaptação paramétrica e termos do
tipo PD (Proporcional+Derivativo) com alto ganho, ajusta-
dos por um simples parâmetro k. As normas L2 e L∞ re-
sultam inversamente proporcionais ao ganho k, motivo pelo
qual Tomei (1999), refere-se a desempenho transitório e a
atenuação de distúrbios arbitrários. Entretanto, as seguintes
observações devem ser consideradas:

a) A complexidade da lei de controle é significativamente
maior do que a das leis existentes.

b) O principal inconveniente dessa lei de controle é que o
domı́nio residual decresce às custas do aumento do ganho de
um termo PD, amplificando o efeito de dinâmicas não mo-
deladas e de ruı́dos de medição, além da amplificação do si-
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nal de controle, o qual pode crescer a ponto de provocar a
saturação dos atuadores, colocando em risco a integridade e
o desempenho do sistema.

c) O desempenho transitório devido a erros de rastreamento
iniciais não é abordado.

Neste artigo, procuramos atingir os mesmos objetivos de uma
maneira mais simples e eficiente, evitando os problemas de
alto ganho de um termo PD. A idéia é a utilização de uma lei
de controle em modo dual, originalmente referida por binária
por Hsu e Costa (1994a). O artigo de Hsu et alii (1999),
mais recente, generaliza e completa os resultados de Hsu e
Costa (1994a). No artigo de Hsu e Aquino (1999a) essa lei
de controle é aplicada no controle de manipuladores com ras-
treamento visual. Em Hsu et alii (1994), a lei de controle
é combinada com uma função de saturação com o objetivo
de atenuar o efeito indesejado provocado pela presença de
distúrbios externos.

A adaptação em modo dual consiste essencialmente na
utilização de um alto ganho de adaptação juntamente com
uma projeção dos parâmetros estimados. Assim, para er-
ros de rastreamento grandes, na fase transitória, o contro-
lador age de modo próximo a um controlador deslizante,
conseguindo-se convergência exponencial para um domı́nio
residual arbitrariamente pequeno no espaço dos erros de ras-
treamento, e para erros menores, como uma lei de adaptação
paramétrica. A lei de adaptação em modo dual possui diver-
sas vantagens frente a outros algoritmos de adaptação ou de
controle robusto conhecidos, entre elas a de apresentar sinais
de controle contı́nuos, a de melhorar a robustez do sistema,
e a de limitar o valor dos parâmetros estimados. A projeção
tem o efeito de reduzir o ganho efetivo do controlador quando
o erro de rastreamento aumenta. Deste modo, similarmente
ao que ocorre com o controle deslizante, a sensibilidade a
ruı́dos é menor.

O artigo está organizado da seguinte forma. A seção 2 apre-
senta o modelo matemático do manipulador. A lei de con-
trole em modo dual é apresentada na seção 3. Segue-se a
prova de estabilidade, de convergência e de atenuação de
distúrbios na seção 4. Resultados de simulação são discu-
tidos na seção 5 e as conclusões são apresentadas na seção 6.
Um apêndice complementa certas passagens matemáticas.

2 MODELO MATEMÁTICO DO MANIPU-
LADOR

O modelo matemático de um manipulador com n+1 elos
rı́gidos interconectados por n juntas é dado por (Spong e

Vidyasagar, 1989, capı́tulo 6):

D(q, a)q̈ + C(q, q̇, a)q̇ + g(q, a) + f(q, q̇, a) =

τ + d(t) (1)

onde o vetor q = [q1...qn]T representa os deslocamentos re-
lativos das juntas. O vetor a ∈ <m representa m parâmetros
dependentes das constantes cinemáticas e dinâmicas do robô
e dos atuadores, os quais consideraremos desconhecidos, a
menos de valores nominais. Um fato importante é a de-
pendência linear do modelo em relação aos elementos de a.
O vetor τ denota as forças generalizadas aplicadas a cada
junta; D(q, a) é a matriz de inércia, simétrica e positiva de-
finida; C(q, q̇, a)q̇ representa as forças centrı́petas e de Co-
riolis que afetam as juntas em movimento; g(q, a) é o vetor
de torque gravitacional; f(q, q̇, a) é o vetor que representa os
atritos associados a cada junta. A ação das forças perturba-
doras externas são agrupadas no vetor d(t), o qual supomos
de norma limitada uniformemente por uma constante.

O vetor a, embora desconhecido, supomos de um valor den-
tro de uma bola fechada de raio θM centrada no vetor anom

(o valor nominal de a), considerado conhecido. O desvio dos
parâmetros em relação aos seus valores nominais é represen-
tado pelo vetor θ = a − anom. Estamos, portanto, supondo
que o módulo deste vetor sempre será menor ou igual a θM .
Por simplicidade, mas sem perda de generalidade, considera-
remos que os parâmetros incertos são constantes. A extensão
ao caso variante no tempo é simples.

A escolha da matriz C(q, q̇, a) não é única. Aqui definimos
os elementos de C como em Spong e Vidyasagar (1989) e
Spong (1995):

ckj =
n

∑

i=1

1

2

[

∂dkj

∂qi
+

∂dki

∂qj
− ∂dij

∂qk

]

q̇i (2)

sendo ckj e dkj os elementos das matrizes C e D, respectiva-
mente. No caso em que os parâmetros em a sejam constan-
tes, é bem conhecido que, por um argumento de conservação
da energia total, a matriz

dD(q, a)

dt
− 2C(q, q̇, a) (3)

é antisimétrica (Spong e Vidyasagar, 1989).

Esta propriedade é bem conhecida, sendo crucial na prova de
estabilidade do algoritmo de controle adaptativo de Slotine
e Li (1991). Porém, no caso variante no tempo, a igualdade
acima não é válida e apenas a matriz seguinte é anti-simétrica
(Tao, 1992):

n
∑

i=1

∂D(q, a)

∂qi
q̇i − 2C(q, q̇, a) (4)
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3 ALGORITMO DE CONTROLE

A trajetória desejada, denotada por qd(t) é suposta unifor-
memente limitada, uniformemente contı́nua com as duas pri-
meiras derivadas q̇d(t) e q̈d(t) também uniformemente limi-
tadas.

Seguindo a abordagem de Slotine e Li (1988), os seguintes
erros são introduzidos:

q̃ = q − qd; s =
.

q̃ +λq̃; q̇r = q̇d − λq̃ (5)

sendo q̃(t) o erro instantâneo de rastreamento no espaço das
juntas; s(t) é um erro auxiliar sendo λ uma constante posi-
tiva. Note-se que cada elemento de q̃(t) pode ser visto como
a saı́da de um filtro de primeira ordem com as componentes
respectivas de s(t) como entrada. O vetor q̇r é um vetor au-
xiliar denominado velocidade de referência por Slotine e Li
(1991) e Slotine e Li (1988).

O vetor â = anom + θ̂ representa uma estimativa ade-
quada dos parâmetros; e ã = â − a = θ̂ − θ = θ̃, o erro de
estimação, onde supomos que ‖θ‖ ≤ θM , sendo θM um li-
mite de incerteza suposto conhecido.

Note-se que, por considerarmos os parâmetros constantes,
.

ã=
.

â=
.

θ̂=
.

θ̃.

Definimos a matriz de regressão conforme Slotine e Li
(1991), i.e.,

D(q, a)q̈r + C(q, q̇, a)q̇r + g(q, a) + f(q, q̇, a) =

Y(q, q̇, q̇r, q̈r)a (6)

onde fica explcitada a dependência linear do modelo
dinâmico com as componentes do vetor a.

A lei de controle proposta consiste na original de Slotine e Li
(1988) (ver em Spong et alii (1990) uma análise detalhada)
adicionando um terceiro termo robusto, sendo dada por:

τ = Yâ− Ks − d̄ Sat(αs) (7)

onde K é uma matriz simétrica positiva definida, d̄ um ganho
positivo, e α um escalar positivo. Chamamos Sat : <n →
<n à função vetorial de saturação suave dada por:

Sat(y) =
y

‖y‖ + 1
(8)

A função de saturação Sat é contı́nua com respeito a seu
argumento, tem derivadas parciais contı́nuas, e suas compo-
nentes são limitadas ao intervalo (−1, +1).

A Fig. 1 ilustra uma função de saturação suave de uma com-
ponente.
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Figura 1. Função de saturação suave

A diferença desta lei com a lei adaptativa original de Slotine e
Li (1988) reside na inclusão de projeção na lei de adaptação
paramétrica, conforme detalhada na seção que segue, e no
termo com a função de saturação que aqui se destina apenas
a rejeitar perturbações 1.

A equação dinâmica do sistema em malha fechada fica na
forma (substituindo (7) em (1)):

D(q, a)ṡ + C(q, q̇, a)s + Ks = Yã + d(t) − d̄ Sat(αs)
(9)

Para provar a estabilidade do algoritmo proposto escolhemos
a seguinte candidata a função de Lyapunov:

V (t) =
1

2

[

sT D(q, a)s + ã
T
Γ−1ã

]

(10)

sendo Γ uma matriz simétrica positiva definida, a qual faz
com que V seja uma função escalar também positiva defi-
nida.

Derivando (10) com respeito ao tempo e considerando a anti-
simetria de (3) e a equação do sistema em malha fechada (9)
chegamos a:

V̇ = sT [Yã − Ks + d(t) − d̄Sat(αs)] + ãT Γ−1
.

ã

Em seguida, por considerarmos os parâmetros constantes,
.

ã=
.

â=
.

θ̃=
.

θ̂, e considerando a definição (8) chegamos a:

V̇ = −sT Ks + sT d(t) − sT d̄s

‖s‖ + ε
+ θ̃T [YT s + Γ−1

.

θ̂]

(11)
onde ε := 1/α.

Seguidamente, será analisada a lei de adaptação em modo
dual a fim de continuar simplificando a igualdade anterior.

1em Slotine e Li (1988) tal função destinava-se a compensar o efeito de
parâmetros não estimados exigindo uma função de saturação de amplitude
modulada.
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3.1 Lei de adaptação de modo dual

A lei de adaptação proposta é:
.

θ̂= −ΓProj(YTs, θ̂). (12)

onde Proj(y, θ̂) é o operador de projeção definido conforme
Proj(y, θ̂) =















y

(

I − θ̂θ̂T

‖θ̂‖2

)

y

se
∥

∥

∥θ̂
∥

∥

∥ < θM ou θ̂T y ≥ 0

se
∥

∥

∥θ̂
∥

∥

∥ ≥ θM e θ̂T y < 0

(13)

Este algoritmo de adaptação resulta nas seguintes proprieda-
des (Hsu e Costa, 1994a):

(a)θ̂(t) é uniformemente contı́nuo;

(b) se
∥

∥

∥
θ̂(0)

∥

∥

∥
≤ θM , então

∥

∥

∥
θ̂(t)

∥

∥

∥
≤ θM , ∀t > 0;

(c)
∥

∥

∥Proj(y, θ̂)
∥

∥

∥ ≤ ‖y‖;

(d) θ̃T Proj(y, θ̂) ≥ θ̃
T
y;

(e)
∥

∥

∥Proj(y, θ̂)
∥

∥

∥ é limitado se ‖y‖ for também limitado.

A partir de (11) e da propriedade (d) do algoritmo de
projeção, podemos afirmar que

V̇ ≤ −sTKs + s
T
d(t) − sT d̄

s

‖s‖ + ε

V̇ ≤ −sT Ks + ‖s‖ dmax − d̄
‖s‖2

‖s‖ + ε
(14)

onde consideramos os distúrbios limitados por ‖d(t)‖ ≤
dmax.

Observe-se que não é possı́vel afirmar que esta função seja
negativa semidefinida. No que segue analisaremos as propri-
edades de estabilidade e de atenuação de distúrbios do sis-
tema proposto.

4 ESTABILIDADE E ATENUAÇÃO DE
DISTÚRBIOS

No caso do sistema não estar sujeito a distúrbios externos, i.
é. d(t) = 0, a equação (14) é dada por:

V̇ ≤ −sT Ks − d
‖s‖2

‖s‖ + ε
≤ 0 (15)

o qual garante que V (t) é monotonicamente decrescente e
limitada superiormente, e portanto ‖s‖ é limitado superior-
mente (‖ã‖ é limitada também pelo operador de projeção no
algoritmo de adaptação). Generalizando o teorema de La-
Salle - Yoshizawa (ver Krstic et alii (1995, apêndice A)), de

maneira similar a como é feito por Shevitz e Paden (1993),
podemos afirmar que s → 0 quando t → ∞. 2

É possı́vel ainda demonstrar de modo similar a Hsu e Costa
(1994a, apêndice B), que, se o ganho de adaptação for su-
ficientemente alto e a matriz regressora Y calculada sobre
a trajetória desejada for PE (persistently exciting), então o
sistema completo de erros de estado e de erros paramétricos
é globalmente exponencialmente estável. É interessante no-
tar que o termo de saturação, inexistente em Hsu e Costa
(1994a), não invalida o resultado.

Consideramos, em seguida, a presença de distúrbios exter-
nos. Neste caso, por conveniência, introduzimos a função
que representa os dois últimos termos de (14):

f(‖s‖) = ‖s‖ dmax − d̄
‖s‖2

‖s‖ + ε
(16)

Para d̄ ≤ dmax : f (‖s‖ ) ≥ 0 ∀ ‖s‖ e para d̄ >
dmax : f(‖s‖) apresenta uma curva com regiões positi-
vas e negativas. Mais precisamente f(‖s‖) ≥ 0 para
‖s‖ ∈

[

0, dmaxε/(d̄ − dmax)
]

, e f(‖s‖) < 0 para ‖s‖ >
dmaxε/(d̄ − dmax).

O intervalo do domı́nio no qual a função é positiva é tanto
menor quanto maior for o ganho d̄ e quanto menor for a cons-
tante ε, conseguindo-se que a função seja positiva só para
uma região de valores de ‖s‖ arbitrariamente pequena. A
tı́tulo de ilustração, um exemplo é dado na Fig. 2, que mos-
tra o gráfico da função f(‖s‖) para dmax = 200, d̄ = 205, e
ε = 0, 5.
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f(||s||) vs. ||s|| com d_=205 e=0.5 dmax=200

||s||

f (
||s

||)

Figura 2. f(‖s‖) vs. ‖s‖

É possı́vel conferir que o valor de ‖s‖ que maximiza a função
f(‖s‖) é:

‖s‖M = −ε + ε

√

d̄

d̄ − dmax
> 0

2Para evitar complicações com sistemas descontı́nuos, pode-se optar por
utilizar uma projeção suave, como em Tomei (1999).
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sendo o valor máximo de f(‖s‖) dado por:

f(‖s‖M ) = εdmax








−1 +

√

d̄

d̄ − dmax



 −
d̄

(

−1 +
√

d̄
d̄−dmax

)2

dmax

√

d̄
d̄−dmax







= εdmaxc(d̄)

onde denotamos por c(d̄) a expressão entre colchetes.

Seja d0 um valor positivo qualquer, e escolhendo d̄ como um
parâmetro de projeto tal que d̄ ≥ d0 > dmax, a função c(d̄) é
sempre positiva no intervalo [d0,∞), apresenta um máximo
quando d̄ = do e decresce tendendo para zero quando d̄ →
∞. Podemos, portanto, escrever:

f(‖s‖) ≤ fmax = εdmaxc(do) (17)

onde fmax pode ser reduzido a valores arbitrariamente pe-
quenos diminuindo-se a constante ε ou aumentando-se o
parâmetro d0 (ou, equivalentemente, aumentando d̄). Uti-
lizando a desigualdade acima em (14), obtemos:

V̇ ≤ −sT Ks+εdmaxc(d) (18)

4.1 Convergência exponencial dos erros

Pela propriedade de não singularidade da matriz de inércia,
podemos afirmar:

Cm ‖s‖2 ≤ sT D(q, a)s ≤CM ‖s‖2 (19)

onde Cm e CM são escalares positivos e constantes, se as
juntas forem de revolução (Spong, 1995). Adotando, por co-
modidade, uma matriz K = kI, temos, de (19):

Cm

CM
k ‖s‖2 ≤ k

CM
sTD(q, a)s ≤ k ‖s‖2 = sT Ks

Substituindo em (18) e utilizando (10):

V̇ ≤ − k

CM
sT D(q, a)s + εdmaxc(d)

V̇ ≤ − 2k

CM
V +

k

CM
ãT Γ−1ã + εdmaxc(d) (20)

Escolhendo, por comodidade, a matriz Γ = γP, sendo γ
uma constante real positiva, e P uma matriz diagonal positiva
definida, podemos escrever:

γ−1

∥

∥

∥θ̃
∥

∥

∥

2

λM (P)
≤ θ̃T γ−1P−1θ̃ ≤γ−1

∥

∥

∥θ̃
∥

∥

∥

2

λm(P)
(21)

onde λm(P) e λM (P) denotam o mı́nimo e máximo autova-
lor da matriz P, respectivamente. Substituindo (21) em (20),

e considerando que ã = θ̃, obtemos:

V̇ ≤ − 2k

CM
V +

k

CM
γ−1

∥

∥

∥
θ̃
∥

∥

∥

2

λm(P)
+ εdmaxc(d0)

Pela propriedade b) do algoritmo de projeção:
∥

∥

∥θ̂
∥

∥

∥ ≤ θM ⇒
∥

∥

∥
θ̃
∥

∥

∥
≤ 2θM . Assim, obtemos, da desigualdade anterior:

V̇ ≤ − 2k

CM
V +

4kθ2
M

CMγλm(P)
+ εdmaxc(d0) (22)

Introduzindo a constante m = 2k
CM

e denotando por R os
dois últimos termos constantes da direita da equação (22),
concluı́mos pelo lema de comparação:

V ≤ V (0)e−mt +
R

m
(1 − e−mt) ⇒

V ≤ V (0)e−mt +
2θ2

M

γλm(P)
+

εdmaxc(d0)

m
(23)

Isto implica que a função V é limitada superiormente, sendo
portanto também o erro s limitado.

Pelas propriedades (19) e (21), podemos escrever

V ≥ 1

2

[

Cm ‖s‖2
+

∥

∥

∥θ̃
∥

∥

∥

2 γ−1

λM (P)

]

≥ Cm

2
‖s‖2

e

V (0) ≤ 1

2

[

CM ‖s(0)‖2
+

4θ2
Mγ−1

λm(P)

]

Substituindo em (23) e rearranjando, obtemos:

‖s‖2 ≤
[

CM

Cm
‖s(0)‖2

+
4θ2

Mγ−1

Cmλm(P)

]

e−mt +

4θ2
Mγ−1

Cmλm(P)
+

2εdmaxc(d0)

Cmm

Substituindo m pela sua expressão e considerando a desi-
gualdade do triângulo aplicada à soma da última desigual-
dade, obtemos sucessivamente:

‖s‖ ≤
√

CM

Cm
‖s(0)‖ e−

m

2
t +

2θMγ−
1

2

√

Cmλm(P)
(1 + e−

m

2
t)

+

√

CM

Cm

εdmaxc(d0)

k

‖s‖ ≤ C ‖s(0)‖ e−(m/2)t + k1γ
−1/2 + C

√

εdmaxc(d0)

k
(24)

onde C =
√

CM/Cm e k1 = 4θM/
√

Cmλm(P).

34 Revista Controle & Automação/Vol.14 no.1/Jan., Fev. e Março 2003



A desigualdade (24) implica que o erro auxiliar s tende expo-
nencialmente a um resı́duo arbitrariamente pequeno na me-
dida em que se aumenta o ganho de adaptação γ, o parâmetro
d0 e/ou se diminui a constante ε. Observe-se que também
poderia ser aumentado o ganho k do termo PD (como To-
mei (1999)) para reduzir este resı́duo, mas isso acarretaria os
inconvenientes já discutidos na Introdução, sendo, portanto,
conveniente manter este ganho razoavelmente pequeno.

Como o erro de rastreamento q̃ está relacionado ao erro auxi-
liar s por uma filtragem linear, a propriedade de convergência
exponencial de s a um domı́nio residual é preservada para q̃

e
.

q̃, sendo possı́vel verificar:

s =
.

q̃ +λq̃ ⇒ q̃ = s ∗ e−λt + q̃()e−λt ⇒
‖q̃‖ ≤ ‖s‖ ∗ e−λt + ‖q̃(0)‖ e−λt

onde ∗ indica a convolução de sinais. Utilizando a desigual-
dade (24) obtemos:

‖q̃‖ ≤ ‖q̃(0)‖ e−λt + C ‖s(0)‖ (e−(m/2)t ∗ e−λt)+

k1γ
−1/2 ∗ e−λt + C

√

εdmaxc(d0)

k
∗ e−λt ⇒

‖q̃‖ ≤ ‖q̃(0)‖ e−λt + C
‖s(0)‖

λ − m/2
(e−(m/2)t − e−λt)+

k1

λ
γ−1/2(1 − e−λt) +

C

λ

√

εdmaxc(d0)

k
(1 − e−λt)

‖q̃‖ ≤ ‖q̃(0)‖ e−λt +
C

|λ − m/2| ‖s(0)‖ e−rt+

k1

λ
γ−1/2 +

C

λ

√

εdmaxc(d0)

k
(25)

onde r = min(m/2, λ). Resultado inteiramente análogo

pode ser mostrado de maneira similar para
∥

∥

∥

.

q̃

∥

∥

∥.

Para o caso em que os distúrbios estejam ausentes pode-
mos verificar facilmente que as seguintes desigualdades são
válidas:

‖s‖ ≤ C ‖s(0)‖ e−(m/2)t + k1γ
−1/2 (26)

‖q̃‖ ≤ ‖q̃(0)‖ e−λt +
C

|λ − m/2| ‖s(0)‖ e−rt +
k1

λ
γ−1/2

(27)

Desta forma demonstramos o seguinte teorema.

Teorema 1 A lei de controle adaptativo em modo dual (7)
(12) aplicada ao manipulador modelado pela equação (1) sob
a ação de distúrbios uniformemente limitados por ‖d(t)‖ ≤
dmax, com condição inicial dos parâmetros estimados satis-
fazendo ‖θ̂(0)‖ ≤ θM , e com d̄ ≥ d0 > dmax resulta em
limitação uniforme de todos os sinais do sistema em malha

fechada, e, em particular, ‖θ̂(t)‖ ≤ θM , ∀t ≥ 0. O erro de
rastreamento q̃ converge exponencialmente para um domı́nio
residual dado por

‖q̃‖ ≤ O(1/
√

γ) + O(εc(d0)/k)

No caso de ausência de distúrbios, a convergência exponen-
cial ocorre com relação ao domı́nio residual

‖q̃‖ ≤ O(1/
√

γ)

Neste caso temos ainda convergência assintótica do erro de
rastreamento.

5 SIMULAÇÕES

Nesta seção serão apresentados os resultados de simulação
obtidos com a lei de controle adaptativo em modo dual
(7)(12) aplicada a um manipulador de duas juntas de
revolução no mesmo plano. Supomos que o torque gravi-
tacional e os atritos estáticos e dinâmicos são nulos, tal como
é feito por Slotine e Li (1991, capı́tulo 9). Escolheremos para
a simulação as seguintes constantes fı́sicas com unidades em
SI:
m1 = 1; l1 = 1; me = 2; δe = 30◦; I1 = 0, 12; lc1 = 0, 5;
Ie = 0, 25; lce = 0, 6

Introduzindo-se os seguintes parâmetros:
a1 = I1 + m1l

2
c1 + Ie + mel

2
ce + mel

2
1; a2 = Ie + mel

2
ce;

a3 = mel1lce cos δe; a4 = mel1lce sin δe;

o modelo dinâmico do manipulador é dado por:
[

d11 d12

d21 d22

] [

q̈1

q̈2

]

+

[

−hq̇2 −h(q̇1 + q̇2)
hq̇1 0

] [

q̇1

q̇2

]

=

[

τ1

τ2

]

+

[

d1

d2

]

onde d11 = a1 + 2a3 cos q2 + 2a4 sin q2; d12 = d21 = a2 +
a3 cos q2 + a4 sin q2; d22 = a2; h = a3 sin q2 − a4 cos q2.

As trajetórias desejadas (qd) e suas duas primeiras derivadas
(q̇d e q̈d) são obtidas através da passagem de um sinal de
referência qref por um filtro de segunda ordem criticamente
amortecido, conforme q̈d + αq̇d + βqd = βqref , onde foi
escolhido α = 20 e β = 100.

Esses sinais de referência são dados por

qref1 =
π

4
+

π

2
sin(

2πt

2, 5
) +

π

6
sin(2πt) +

π

10
sin(4πt)

qref2 =
π

2
+

π

4
sin(

2πt

2, 5
) +

π

8
sin(4πt) +

π

6
sin(3πt)

Escolhemos os valores nominais dos parâmetros como:
anom1 = 3, 15; anom2 = 0, 85; anom3 = 1, 15; anom4 =
0, 75
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de maneira tal que os erros reais dos parâmetros com respeito
a seus valores nominais são:

θ1 = 0, 19; θ2 = 0, 12; θ3 = −0, 11; θ4 = −0, 15

As diversas simulações foram executadas com o programa
Simnon, integrando pelo método de Euler com um passo de
integração de 10−4 segundos.

Os ganhos do controlador, de adaptação, e a constante do
filtro do erro s foram escolhidos conforme listados abaixo:

λ = 10; Γ = γP onde P = diag(0, 07; 0, 023; 0, 02; 0, 018)
e γ variável segundo a simulação; K = kI onde k = 8. O
valor máximo do erro paramétrico (θ) é θM = 0, 35.

As constantes da função de saturação suave d̄ e ε variaram
com cada simulação também.

Os valores iniciais dos parâmetros estimados foram os valo-
res nominais anom (o qual implica que θ̂(0) = 0). As duas
juntas sofrem um distúrbio d(t) = 100Nm sin(10πt) para
0 ≤ t < 4s e d(t) = 0 para t ≥ 4s, o que implica que
dmax = 100Nm.

Consideramos o manipulador inicialmente em repouso e na

posição q(0) =
[

π/4 π/4
]T

.

5.1 Simulações com distúrbios
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Figura 3. γ = 1, 5; d̄ = 125; ε = 0, 3;
‖Ô‖ = ‖θ̂‖; taui = τi

Na primeira simulação, cujos resultados estão resumidos na
Fig. 3, observamos como os erros de trajetória ficam limi-
tados a um domı́nio residual, ao qual tendem rapidamente.
Quando os distúrbios desaparecem (t=4 s.), os erros conver-
gem rapidamente a zero. Nos gráficos das trajetórias de am-
bas as juntas esses erros são imperceptı́veis após um perı́odo
transitório razoavelmente rápido. No gráfico dos sinais de
controle vemos que a presença dos distúrbios é responsável
pelo intensa atividade inicial de controle, no sentido de rejei-
tar o distúrbio. No gráfico do módulo do vetor de parâmetros
estimados, vemos que, depois de atingir inicialmente a fron-
teira da bola de projeção algumas vezes, tal vetor entra na
bola permanecendo nela daı́ em diante. Conforme esperado,
isto ocorre quando o erro de rastreamento é razoavelmente
grande. Durante este perı́odo transitório, a ação de controle
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é similar à de um controle deslizante, obrigando o sistema a
rapidamente convergir para a trajetória desejada.

5.2 O efeito do parâmetro d̄
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Figura 4. γ = 1, 5; d̄ = 200; ε = 0, 3;
‖Ô‖ = ‖θ̂‖; taui = τi

Observamos na Fig. 4 o efeito de se aumentar a ampli-
tude da função de saturação suave d̄; a amplitude do resı́duo
para onde tendem os erros de rastreamento da trajetória di-
minuiu consideravelmente com respeito à simulação anterior
sem afetar significativamente a amplitude do sinal de con-
trole. Essa dimunuição nos erros de rastreamento faz com
que os parâmetros estimados entrem rapidamente na bola de
projeção, comportando-se o algoritmo de controle como uma
lei de adaptação paramétrica dali em diante. Os gráficos das

trajetórias reais e desejadas das juntas não foram incluı́dos
por não apresentarem modificações sensı́veis com respeito
ao caso anterior.

5.3 O efeito de ε
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Figura 5. γ = 1, 5; d̄ = 125; ε = 0, 05;
‖Ô‖ = ‖θ̂‖; taui = τi

Nesta simulação, cujos resultados são apresentados na Fig.
5, foi reduzida a “faixa linear”da função de saturação através
da diminuição da constante ε. Dessa maneira, a ação de
controle se aproxima mais à de um controle deslizante. O
domı́nio residual ao qual tende o vetor do erro de rastrea-
mento diminui também com respeito à primeira simulação.
Assim, os parâmetros estimados entrem rapidamente na zona
de adaptação paramétrica.
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5.4 Simulações sem distúrbios e sem o
termo robusto
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Figura 6 γ = 1, 5; d̄ = 0; ‖Ô‖ = ‖θ̂‖
taui = τi

Na Fig. 6 vemos o efeito de se “desligar”o termo robusto cor-
respondente à saturação suave; o mecanismo de adaptação
em modo dual é o único responsável por manter os erros den-
tro de valores limitados. Estes tendem a zero em forma mais
lenta devido ao baixo valor do ganho PD. O sinal de controle
é mais suave devido à ausência de distúrbios.

5.5 Simulações sem o termo robusto e
sem adaptação
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Figura 7 γ = 0; d̄ = 0; taui = τi

Nesta simulação, com resultados mostrados na Fig. 7, foi
desligada a adaptação e retirado o termo robusto. Isto sig-
nifica que o controlador é limitado a um termo PD mais um
termo não adaptativo (â = anom). Vemos que não é compro-
metida a estabilidade do sistema, mas o desempenho piora
consideravelmente, mostrando um alto erro de rastreamento
de módulo não decrescente durante a totalidade do percurso
simulado. Comparando com a simulação anterior, constata-
se a eficiência da adaptação em modo dual.

6 CONCLUSÕES

Apresentamos uma lei de adaptação em modo dual aplicada
a robôs manipuladores. Utilizando a lei de controle adapta-
tivo de Slotine e Li (1991), dotada de projeção paramétrica
e alto ganho de adaptação, combinada com uma função de
saturação suave, provamos que os erros de seguimento da tra-
jetória tendem assintoticamente a zero e exponencialmente a
um domı́nio residual de valor arbitrariamente pequeno. Além
disso, diante da presença de distúrbios de entrada de ampli-
tude limitada, o algoritmo mostrou-se capaz de atenuar seus
efeitos, convergindo exponencialmente a um resı́duo cuja
amplitude depende dos ganhos da função de saturação su-
ave, mas independe do ganho do termo PD do controlador.
As simulações apresentadas evidenciam a redução dos efei-
tos dos distúrbios no rastreamento da trajetória desejada, e
mostram que quando eles desaparecem, os erros convergem
assintoticamente a zero.

APÊNDICE A

Prova da propriedade d) do algoritmo de projeção. Caso 1:
∥

∥

∥θ̂
∥

∥

∥ < θM ou yT θ̂ ≥ 0 ⇒

Proj(y, θ̂) = y por definição. Portanto:

θ̃T Proj(y, θ̂) = θ̃Ty (28)

Caso 2:
∥

∥

∥
θ̂
∥

∥

∥
≥ θM e yT θ̂ < 0 ⇒

∥

∥

∥
θ̂
∥

∥

∥
≥ θM ≥ ‖θ‖ por definição ⇒

∥

∥

∥
θ̂
∥

∥

∥
≥ ‖θ‖ ⇒

∥

∥

∥
θ̂
∥

∥

∥
‖yp‖ ≥ ‖θ‖ ‖yp‖ sendo

yp = θ̂θ̂
T

‖θ̂‖2 y a componente de y sobre θ̂ ⇒ −θ̂T yp ≥

‖θ‖ ‖yp‖ por hipótese θ̂T yp =
∥

∥

∥θ̂
∥

∥

∥ ‖yp‖ cos(π)

⇒ θ̂T yp ≤ −‖θ‖ ‖yp‖ ≤ θT yp

⇒ θ̃T yp ≤ 0

⇒ −θ̃T yp ≥ 0 ⇒ θ̃T y − θ̃
T
yp ≥ θ̃T y

⇒ θ̃T (y − yp) ≥ θ̃T y

e y − yp representa a componente perpendicular de y a θ̂,
que é a projeção. Portanto

θ̃T Proj(y, θ̂) ≥ θ̃
T
y (29)
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