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ABSTRACT

The dynamical behavior of synchronous telecommuni-
cation networks under slow changes caused by degrada-
tion in the oscillators composing the network is stud-
ied. These oscillators are phase-locked loops (PLLs).
Through the Dynamical System Theory, the behaviors
of a single second-order PLL and of such a PLL con-
nected in master-slave single chain network and master-
slave single loop networks are analysed. The delay on
signal propagation between the oscillators is taken into
account. The influence of the parameter values of the os-
cillators on the existence and on the stability of the syn-
chronous solution for networks composed by one master
and one slave is discussed. In the chain network, the de-
lay forbids the existence of synchronous solution; in the
single loop network; such a solution only can exist when
the propagation time of the signal from the master to
the slave is equal to that from the slave to the master.
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RESUMO

Estuda-se o comportamento dinamico de redes de tele-
comunicagoes sincronas, frente a variacoes lentas cau-
sadas pela degradacao dos osciladores que compoem a
rede. Esses osciladores sao malhas de sincronismo de
fase (“phase-locked loops” — PLLs). Através da Teoria
de Sistemas Dindmicos, analisam-se os comportamentos
de um PLL de segunda ordem isolado e desse PLL for-
mando redes mestre-escravo do tipo cadeia simples e do
tipo enlace simples. O atraso na propagacao do sinal en-
tre os osciladores é levado em consideragao. Discute-se
a influéncia dos valores dos parametros dos osciladores
na existéncia e na estabilidade da solugao sincrona, para
redes constituidas de um mestre e um escravo. Na rede
cadeia simples, o atraso impede a existéncia de solucao
sincrona; na rede enlace simples, tal solugao sé pode
existir quando sao iguais os tempos de propagacao do
sinal do mestre para o escravo e do escravo para o mes-
tre.

PALAVRAS-CHAVE: malha de sincronismo de fase, rede

mestre-escravo, sincronismo, bifurcacao

1 INTRODUCAO

Na natureza, encontram-se varios exemplos de sincro-
nismo em redes de osciladores. Exemplos classicos sao:
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neurdnios que controlam movimentos periddicos, como
aqueles necessdrios para a natacao (Cohen et alli, 1982);
neur6nios relacionados a processos cognitivos (Engel et
alli, 1992); células cardiacas do né sino-atrial que ge-
ram impulsos elétricos (Bernardo et alli, 1998). Sis-
temas formados por osciladores, que se acoplam e se
influenciam, nao precisam estar, necessariamente, con-
finados num tunico organismo. Sincronizam-se também:
vaga-lumes machos que piscam simultaneamente para
atrairem as fémeas da vizinhanga (Buck e Buck, 1976);
grilos que cricrilam em unissono num ritual de acasa-
lamento (Walker, 1969); o ciclo menstrual de mulheres
confinadas num internato (McClintock, 1971); o aplauso
da platéia em salas de concerto hiingaras (Néda et alli,
2000).

Sincronismo é assunto de interesse para o projetista de
redes de telecomunicagoes. Quanto a estratégia usada
para se obter a sincronizacao, as redes de telecomunica-
¢oes podem ser divididas em duas categorias. Nas redes
plesiocronas, sao utilizados relégios independentes, ex-
tremamente precisos, com desvios de freqiiéncia muito
pequenos. A vantagem dessa estratégia é a robustez a
falhas, ja que a falha de um né nao acarreta a falha de
outros nés. A desvantagem estd no alto custo e na ne-
cessidade de se realizarem ajustes periédicos. Nas redes
sincronas, o sincronismo € estabelecido e mantido atra-
vés da troca de sinais de controle entre os relégios que
compdem a rede. A vantagem dessa estratégia estd no
custo menor, se comparado com o custo de uma rede
plesiécrona. A desvantagem estd no fato de que a falha
de um relégio pode comprometer o funcionamento de
outros (Lindsey et alli, 1985).

As redes sincronas podem ser divididas em duas catego-
rias, quanto a natureza do sinal de controle. Nas redes
mutuamente sincronizadas, cada né recebe um sinal de
outros noés da rede, sendo o sincronismo atingido a par-
tir de uma média ponderada desses sinais. Eventuais
reconfiguracoes da rede podem tornar instavel a solu¢ao
sincrona original. Nas redes do tipo mestre-escravo, o
sinal de sincronismo é gerado a partir do relégio mestre,
normalmente caro e preciso, e distribuido para os demais
nés da rede. E claro que, quando hé falha no mestre,
compromete-se a geragao do sinal de sincronismo. Perda
de sincronismo leva a perda, parcial ou total, da informa-
¢ao transmitida. No caso de transmissao de informacao
criptografada, normalmente a perda é total.

Redes mestre-escravo sao as mais utilizadas na pratica
(Lindsey et alli, 1985). Os primdérdios dos problemas
de sincronismo em redes mestre-escravo datam de me-
ados da década de 60 do século passado (Gersho e Ka-
rafin, 1966; Karnaugh, 1966), quando as comunicagdes

digitais comegaram a adquirir importancia e quando a
comutacao e a transmissao, digitais e integradas, foram
associadas com efetividade, requerendo recuperagao pre-
cisa de sinais digitais de relégio obtida a partir do si-
nal de linha, analégico por natureza. Na década de 80,
as propostas de redes sincronas, como SDH (“synchro-
nous digital hierarchy”) e SONET (“synchronous optical
network”) (Sexton e Reid, 1992), tornaram inevitdvel o
estudo detalhado do problema, considerando possiveis
nao-linearidades e atrasos.

O objetivo deste trabalho é determinar as condigoes de
sincronismo em redes mestre-escravo do tipo cadeia sim-
ples e do tipo enlace simples, levando-se em conta o
atraso na propagacao do sinal entre os osciladores. Na
topologia cadeia simples, o sinal do mestre propaga-se
em direcao aos escravos, que formam uma fileira de os-
ciladores encadeados. A topologia enlace simples é a
topologia cadeia simples com uma Unica diferenca: o si-
nal do 1ltimo escravo é usado pelo mestre para realizar
eventuais ajustes de freqiiéncia. Aqui, analisam-se redes
formadas por apenas um mestre e um escravo, usando
a Teoria de Sistemas Dinadmicos (Guckenheimer e Hol-
mes, 1983; Monteiro, 2002), e procuram-se as condi¢oes
de existéncia de solugoes sincronas assintoticamente es-
taveis. Tais solugoes correspondem a pontos de equili-
brio dos sistemas dinamicos que governam as redes. O
oscilador escravo é tomado com uma malha de sincro-
nismo de fase (“phase-locked loop” — PLL) de segunda
ordem. Na préxima segao, descreve-se, sucintamente, o
comportamento dinamico de tal PLL.

2 MALHA DE SINCRONISMO DE FASE

PLL é um dispositivo eletronico usado, desde de
1932, em aplicagoes que exigem controle automatico de
freqiiéncia, como, por exemplo, em sistemas de navega-
¢ao e rastreamento por satélites; em aparelhos recepto-
res de TV; em processos de demodulacao de sinais ana-
légicos e digitais (Hseih e Hung, 1996; Piqueira, 1997;
Garcia, 2000). Sua configuracao bdsica consiste de um
detetor de fases (“phase detector” — PD), um filtro passa-
baixas (“low-pass filter” — LPF), e um oscilador contro-
lado por tensdo (“voltage controlled oscillator” — VCO),
conectados conforme ilustra a figura 1. A funcao da
malha é anular a variacao temporal da diferenca entre
a fase do sinal de entrada V; e a fase do sinal V,, gerado
pelo VCO.

O PD é um multiplicador de sinais, no qual se com-
para a fase ¢,(t) do sinal gerado pelo VCO com a fase
¢i(t) do sinal de entrada. Considerando que V; seja
proporcional a sen(¢;(t)4+wot) e V, seja proporcional a
cos(do(t)+wot), a saida Vz do PD torna-se proporcio-

122 Revista Controle & Automagdo/Vol.14 no.2/Abril, Maio, Junho 2003



Vi e Y] er
Vo
Ve
VCO |¢&——

Figura 1: Diagrama de blocos de um PLL

nal a sen(¢;(t)— ¢o(t)) + sen(Bwot + ¢i(t) + do(t)).
Com essas escolhas para Ve V,, assume-se que ambos
possuem uma parte da variagdo temporal em comum (o
termo wot); e que as eventuais diferengas sdo levadas em
conta nas fases ¢,(t) e ¢;(t).

O sinal Vj é aplicado ao LPF a fim de se eliminar o com-
ponente de alta freqgiiéncia (o termo sen(2wot + ¢;(t) +
®o(t))). A saida V, do filtro alimenta o VCO e modifica
a fase do seu sinal de acordo com a equagao do,(t)/dt
= k,V,, sendo k, uma constante de proporcionalidade.

A equacao diferencial que governa a dindmica de um
PLL é um grau maior do que a equagao que caracte-
riza o filtro. Se o filtro é de primeira ordem, de modo
que Vg = Vo+ (1/u1)Ve', entdo o PLL é governado
pela equacdo de segunda ordem (Piqueira, 1997; Gar-
cia, 2000, Monteiro 2002):

©" + p1’ + ppysenp = F(t) (1)

sendo ¢ (t) =  ¢i(t)— do(t) 0 erro de fase entre o si-
nal de entrada e o sinal do VCO e F(t) =  ¢; ™+ ¢}
Por simplicidade, usam-se as notagoes 2'= dz/dt e 2"'=
d?z/dt?>. O parametro py=1/(RC) é funcio da resis-
téncia R e da capacitancia C do filtro. O pardmetro
1 é proporcional a k, e ao ganho do detetor de fases.
Repare que a equagdo (1) é estruturalmente equivalente
a equagao de um péndulo linearmente amortecido, su-
jeito a uma fungao forcante F'(t). Essa equacdo pode ser
reescrita como um sistema formado por duas equagoes
diferenciais de primeira ordem, dadas por:

¢ =w= f(p,w)
W' = F(t) — mw — ppsenyp = g(p,w) (2)

Esse sistema possui solugao de equilibrio estacionério
somente se F(t) =0 ou F(t) = constante =  p11Q. Ou
seja, para tais entradas, existem valores p* e w* tais que
flp*™,w*) = 0 e g(p*,w*) = 0. F(t) = 0 representa o
caso em que a fase do sinal de entrada ¢;(¢)é constante;
F(t) = pu1§ representa a situacdo em que ¢;(t)cresce
linearmente com o tempo, com velocidade ) constante.
O diagrama de bifurcagoes, ilustrado na figura 2, resume

o
ﬂ _________
72 o
0 u Q

Figura 2: Diagrama de bifurcagao

o comportamento assintético do sistema dindmico (2),
tomando-se F(t) = pui9Q.

A estabilidade das solugoes de equilibrio, no sentido de
Lyapunov, é determinada a partir do cédlculo dos auto-
valores da matriz jacobiana associada. A primeira linha
dessa matriz é formada por Jf/0p e 0f/0w; a segunda,
por dg/Jp e 0g/0w; sendo que tais termos sdo calcula-
dos no ponto de equilibrio (p*,w*).Se todos os autovalo-
res dessa matriz tém parte real negativa, tem-se estabi-
lidade assintdtica; se hd algum com parte real positiva,
tem-se instabilidade.

Para o sistema (2), tem-se que quando ©Q > pu, nao
ha solugao de equilibrio ¢*; para Q < p ha duas.
Como, para tal sistema, 9f/0p = 0, 0f/0w = 1, g/0p
= — pu prcosp*, 0g/0w = —uy; entdo os autovalo-
res A obedecem & equacdo caracteristica A2 4+ i\ +
1 picosp® = 0. Para Q < p, o ponto de equilibrio
(p*= arcsen(Q/u), w* = 0) possui cosp* > 0; por-
tanto, é assintoticamente estdvel (sendo representado
por linha cheia na figura 2). J4 o ponto (p*= 7 —
arcsen(Q/u), w* = 0) apresenta cosp* < 0,e é, con-
seqiientemente, instdvel (sendo representado por linha
tracejada na figura 2). Em Q = p, ocorre uma bifurca-
¢ao sela-né. O Teorema de Bendixson (Guckenheimer
e Holmes, 1983; Monteiro, 2002) exclui a possibilidade
de ciclo-limite, ja que o divergente desse campo vetorial
(dado por Jf/d¢ 4+ 0g/0w = —1) nado muda de sinal em
regido alguma do espaco de fases ¢ —w. Assim, ndo sdo
permitidas oscilagdes auto-sustentadas em ¢ ().

3 REDES MESTRE-ESCRAVO CADEIA
SIMPLES

Considere uma rede composta por um mestre e um es-
cravo em topologia cadeia simples, conforme ilustra a
figura 3. Atribui-se o indice 1 ao né mestre e o indice
2 ao né escravo. O objetivo é estudar a existéncia e a
estabilidade da solugao sincrona com relacao a variagao
nos parametros que expressam uma degradacao lenta
dos osciladores que compoem essa rede. Assume-se que
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Figura 3: Rede cadeia simples composta de um mestre
€ um escravo

hé um atraso 712 na propagacao do sinal do mestre para
0 escravo.

O né mestre é formado por um oscilador cuja freqiiéncia
caracteristica vale w,, e a fase, ¢,,. A fase do sinal
de saida do né 1, ¢, é a prépria fase ¢,,. Ou seja,
¢1 =¢pm,. A fim de se considerar os efeitos da degradacao
nesse oscilador, assume-se que a variacao de ¢,, é, na
realidade, dada por:

G (1) = Wit + (Qnt?) /2 (3)

sendo €),, uma componente de aceleragao de fase que
expressa a degradagao do oscilador mestre. Tomar a
degradacio como um termo proporcional a t?é a maneira
analiticamente mais simples de leva-la em conta. O sinal
do mestre serve de entrada para o oscilador escravo, apds
um tempo Ti2.

O nod escravo é caracterizado por uma freqiiéncia wsy €
por componente de aceleragao (2o, que reflete a degra-
dacao desse oscilador. Considerando que o né escravo é
um PLL de segunda ordem, deduz-se a seguinte equacao
diferencial para a rede:

o(t)" + prp(t) + ppasen[pm (t — m12)d2(t)] =
()" + p1m(t) — Qo — prws — (1)t (4)

sendo p(t) =  dm(t) — P2(t) o erro de fase entre o nd
mestre e o né escravo. Essa deducao é similar aquela
feita na secao anterior para um PLL de segunda com
entrada V;. Por simplicidade, toma-se a aproximacao
Qbm(t* 7—12) ~ Qbm(t)* Ti2 dom (t)/dt: que ¢ vélida
para atraso “pequeno”. Substituindo (3) em (4), obtém-
se:

()" + prp(t) + prsenfp(t) — Ti2(wm + Qmt)] =
(Qm - Q2) + Ml(wm - LUQ) ! (Qm - QQ)t (5)

A equagdo (5) possui termos que dependem explicita-
mente de t. Conseqiientemente, tal sistema dinamico

nao apresenta pontos de equilibrio. Assim, o erro de fase
 jamais se torna constante, crescendo (em mdédulo) de
maneira ilimitada. Ou seja, a degradagao dos oscilado-
res e 0 atraso na propagacao do sinal impedem que o
escravo oscile na mesma fase que o mestre, em regime
estacionario.

Entretanto, o erro de freqiiéncia ¢’ pode se tornar cons-
tante, quando sen r =~ x. Para analisar essa possibili-
dade, deriva-se a equagao (5) com relagao a t, levando-se
em conta essa aproximacao, e chega-se a:

()" + ()" + ppae(t) — 12 = —p1 (Qm — 5(22))
6

Reescrevendo essa equagao como um sistema bidimen-
sional de primeira ordem, em termos das varidveis z =
¢’ e y= ¢”, mostra-se que:

=y

py — ppa [T — T12Qm] — 1 (R — Q2) (7)

Y =-
Esse sistema possui um tnico ponto de equilibrio
(x*,y*) = (constante, 0) que é assintoticamente esté-
vel, j& que os autovalores da matriz jacobiana associada
sempre possuem parte real negativa. Note que yx = 0
implica (¢ )* = (¢4)* . Como ¢, =Q,,, entdo, no
limite £ — oo, hd uma imposicao da aceleragao da
freqiiéncia do né mestre sobre o né escravo.

No caso particular em que sao iguais as aceleragoes de
freqiiéncia dos osciladores (€2, = 22) e é nulo o atraso
na propagacao do sinal (712 = 0), entao a equagao (4)
torna-se estruturalmente equivalente & equagao (1) com
F(t) = constante, e o diagrama de bifurcagdo corres-
pondente é equivalente & figura 2. A bifurcagio sela-né
OCOITe Para Wy, — Wy = [i.

4 REDES MESTRE-ESCRAVO ENLACE
SIMPLES

Seja uma rede composta por um mestre e um escravo em
topologia enlace simples, como mostra a figura 4. O né
escravo é representado por um PLL de segunda ordem.
O nd mestre é um oscilador de livre curso, que gera o
sinal de fase ¢,,. Sua saida ¢, nessa topologia, é dada
por uma combinagao linear entre ¢,,, e o sinal de fase ¢o
recebido do né escravo, apés um tempo 7o1. Assim:

P1(t) = Adm(t) — da(t — 721) (8)

sendo ¢, (t) dado pela expressao (3) e A uma constante.

Levando em conta o atraso 712 na propagacao do si-
nal do mestre para o escravo, mostra-se que a variagao
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Figura 4: Rede enlace simples composta de um mestre
e um escravo

temporal de (1) = ¢ (t) — P2(t) obedece & equagao:
e(t)" + p1p(t) + ppsen(dr(t — m2) — ¢2(t)] =

()" + p10m(t) — Qo — prws — (11 2)t (9)

Substituindo as expressoes (3) e (8) e tomando a apro-
ximagdo ¢(t-7) = ¢(t) — 7 dp(t)/dt, obtém-se:

o(t)" + prp(t) + pprsen2p(t) — (T12 4+ T21)p(t) +
(Wi + Q) [(1 = A) 12+ T01] + (A = 2(wint + th2/2)] =
Qi — Q2) + p1 (Wi — w2) — p1 (L — Q) (10)

A equagdo (10) é ndo-auténoma. Portanto, ¢(t) nao
atinge um regime estacionério. Para se verificar se o(t)’
pode se tornar constante, no limite sen x ~ z, deriva-se
(10), obtendo:

o) + )" 4+ [20(t)" — (112 + 721)p(t)"+
Qm[(l — A)Tlg + TQl] -+ (A — Q(Wm -+ Q t)]

= —u1(Q —92) (11)

Repare que para A = 2, o termo que depende explicita-
mente do tempo se anula. Cideciyan e Lindsey (1987),
ao analisarem essa rede, assumiram, de saida, A = 2,
sem, contudo, declararem o motivo dessa escolha.

Reescrevendo a equagdo (11) para A = 2 como um sis-
tema bidimensional de primeira ordem em termos das
varidveis z = ¢’ e y= ¢", como foi feito no caso ante-
rior, mostra-se que esse sistema possui um tinico ponto
de equilibrio (z*, y*) = (constante, 0), que é assintotica-
mente estavel somente se (712 + 721) < 1/p. Como na
rede cadeia simples, ocorre uma imposicao da aceleragao
da freqiiéncia do né mestre sobre o né escravo.

No caso particular em que sao iguais as aceleracoes de

freqiiéncia dos osciladores (§2,,, = €2), sdo iguais os atra-
S80S T2 = To1 =T e A = 2, a equagdo (10) torna-se:

Q)" +p1p(t) + pp sen[20(t) = 27t0(t)'] = p (Wi —w2)

(12)
que admite uma solugao de equilibrio
(p*assintoticamente estavel somente se T <

1/(21cos2¢*) e cos2¢* > 0. Andlises de sistemas
nao-lineares nao foram realizadas por Cideciyan e
Lindsey (1987).

5 CONCLUSOES

Neste trabalho, utiliza-se um método, baseado na Teoria
de Sistemas Dinamicos, para se analisar sincronismo em
redes de osciladores acoplados. Esse método consiste
de: obter a equagao diferencial que governa a variacao
da diferenga de fases entre dois osciladores adjacentes;
reescrever tal equacao como um conjunto de equagoes
diferenciais de primeira ordem; e determinar a existéncia
e a estabilidade da solugao sincrona.

As redes mestre-escravo, aqui analisadas, apresentam
solugoes sincronas apenas para certas combinagoes de
valores dos parametros. Na topologia cadeia simples,
tal solucao sé existe no caso em que o atraso 712 é nulo
e as aceleragoes nas fases do mestre e do escravo, causa-
das pela degradacao de seus osciladores, sdo iguais (Qy,
= s). Na topologia enlace simples, é necessdrio que
Q= Qo, T12 =721 € A = 2. Para outras combinagcoes
de valores dos parametros, o erro de freqiiéncia entre o
mestre e o escravo pode tornar-se limitado, quando é va-
lida a aproximacao sen z ~ x, realizada para a obtencao
das expressoes (6) e (11).

Note que um atraso, mesmo se “pequeno”; restringe for-
temente a existéncia de solucoes sincronas em cadeias
de osciladores. Por isso, seu efeito deve ser compensado,
quando busca-se sincronismo. A andlise de técnicas de
compensagao de atraso, a luz da Teoria de Sistemas Di-
namicos, sera assunto de trabalhos futuros.

Configuragoes topologicamente mais intrincadas podem,
em principio, ser analisadas através do método aqui uti-
lizado.
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