doi: https://doi.org/10.1590/1516-731320170040015

A teoria dos nameros na formagao de professores
de matematica: (in)compreensoes acerca da primalidade
e do teorema fundamental da Aritmética

Number theory in training of Mathematics teachers:
(mis)understandings about primality and fundamental
theorem of Arithmetic
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Resumo: Este artigo aborda as formas pelas quais um grupo de licenciandos em Matematica compreen-
dem alguns conceitos da Teoria dos Numeros, entre os quais o de nimeros primos e o teorema funda-
mental da aritmética. Por meio de uma abordagem qualitativa, foram recolhidas respostas de dez sujeitos
a duas questoes, que foram analisadas a luz do conceito de transparéncia/opacidade das representacées
numéricas, para verificar se haveria coeréncia entre os conceitos enunciados nas respostas em relagao ao
problema que deveria ser resolvido. Assim, o texto evidencia estratégias usadas pelos participantes da
investigagio, relacionadas as questdes que envolvem a primalidade dos nimeros naturais, bem como a
importincia do conhecimento formal da teoria dos nimeros por parte dos professores de Matematica
em formagao. Além disso, surgiram elementos que indicam que o apelo a intui¢do, nem sempre correto,
as solugdes prescritivas ocorreram consideravelmente, tanto no contexto pesquisado como nos trabalhos
empregados como referéncias tedricas.
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Abstract: This article discusses the ways in which a group of undergraduates in Mathematics understand
concepts related to number theory, including “prime numbers” and “fundamental theorem of arithmetic”.
Through a qualitative approach, the answers for two questions were collected from ten subjects, which
wete analyzed in the light of the concept of transparency/opacity of numerical representations, in ordet
to verify whether there was consistency between the concepts set out in one answer in compatison to the
problem that should be solved in the other. The text highlights strategies used by research participants
related to issues involving the primality of natural numbers, and the importance of formal knowledge of
number theory by the mathematics teachers in training. In addition, there were elements that allowed us
to conclude that the appeal to intuition, though not always correct, and too prescriptive often occurred,
both in the context researched and in the works used as theoretical references.
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Introdugao

Talvez a ninguém que de alguma forma esteja vinculado aos processos de formacao de
professores de Matematica ocorra pensar que os temas e conteidos relativos a Teoria Elementar
dos Numeros carecam de relevancia. Neste sentido, admitir que o professor de Matematica do
ensino fundamental deva dominar conhecimentos desta natureza parece questio resolvida, em
uma analise mais superficial. Entretanto, de outro ponto de vista, o da pesquisa académica, a
tematica no parece merecer tanta atencio: eventualmente considerados demasiadamente simples
por envolverem questdes como divisibilidade e primalidade, por exemplo, é certo que poucas
perquiri¢oes tém sido levadas a efeito neste campo. Assim, neste artigo, procura-se evidenciar
alguns elementos que apontam para a importincia de temas ligados a Teoria dos Numeros
na formacio docente, tomando como ponto de vista as formas pelas quais podem se dar as
representagoes numéricas e a importancia do dominio conceitual neste contexto. Na verdade,
a pesquisa que aqui se relata traz resultados ligados aos projetos “Tecnologias e educagdo ma-
temitica: investigacoes sobre a fluéncia em dispositivos, ferramentas, artefatos e interfaces™ e
“Processos de Ensino e Aprendizagem de Matematica em Ambientes Tecnologicos PEAMAT/
DIMAT”, ainda que nio se trate, especificamente, de tecnologias, mas de um dos objetos ma-
tematicos sobre os quais, em outras frentes, e empregando resultados como os aqui trazidos, se
utilizou a partir de uma abordagem com interfaces (como em OLIVEIRA, 2015, por exemplo).

De fato, por diversas trajetorias, o percurso historico, responsavel pela consolidagao de
temas relativos a teoria dos nimeros, aportou na escola, por meio de inser¢des curriculares. Em
perspectiva, entio, era de se esperar que a formacdo dos professores em cursos de Licenciatura
em Matematica permitisse um amplo contato com elementos relativos a teoria dos nimeros,
mas nao tem sido assim. Em sua investigacdo de temas correlatos aqueles tratados aqui, Resende
(2007) menciona que as possibilidades de formacao abertas por este ramo da Matematica tém
sido negligenciadas nos mais diversos segmentos escolares. O descarte das chances de aprendi-
zagem abertas com a explora¢io deste tema representa lamentavel desperdicio: trabalhar com
a teoria dos numeros no ambito escolar pode, por exemplo, “[...] ctiar oportunidades, através
da abordagem de t6picos como decomposicio em primos e divisibilidade, para propor pro-
blemas fecundos que desenvolvam a compreensdo conceitual da Matematica” (MACHADO;
MARANHAO; COELHO, 2005, p. 26).

A Teoria dos Numeros, que tem parte do seu conteido conhecido na escola basica
como aritmética, assim como as primeiras no¢des de geometria, sdo as portas de entrada das
pessoas para a cultura matematica. Em que pese a pouca evidéncia dada ao tema, sua importancia
¢ inegavel, uma vez que, considerando a mais ébvia das razdes, pode-se identificar elementos
da aritmética basica por toda parte. Por isso, o trabalho inicial com os nimeros deveria surgir
intimamente relacionado com as questdes matematicas mais relevantes na formacao do professor
que ensina Matematica, como aventa Resende (2007, p. 7):

3 Projeto apoiado pelo CNPq e executado no ambito do grupo PEA-MAT, do programa de Estudos Pos-
Graduados em Educacio Matematica da PUC/SP.

* Projeto apoiado pela FAPESP e executado do contexto da parceria entre os grupos de pesquisa PEA-MAT
(PUC/SP) e DIMAT (PUC Peru).
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Topicos de Teoria dos Numeros estao presentes na educacgio basica, sendo
que os nimeros naturais e os inteiros ocupam grande parte dos curticulos de
matematica nesse nivel e o seu ensino tem questoes proprias que nao podem
ser desconsideradas na formacdo do professor; a Teoria dos Numeros é um
espago propicio para o desenvolvimento de ideias matematicas relevantes
relativas aos nimeros naturais e algumas também estendidas aos inteiros,
presentes na matematica escolar, como a recorréncia, a inducdo matemati-
ca, a divisibilidade; a Teoria dos Numeros é um campo propicio para uma
abordagem mais ampla da prova, porque oferece ricas oportunidades para
a exploracido dos diferentes tipos de provas, permitindo ao licenciando
perceber que a prova tem diferentes fungdes e que, no ensino, nao deve ser

compreendida da mesma forma que na pesquisa em matematica.

Apesar da sua relevancia para a formagao de futuros professores, Resende (2007) ob-
serva que a Teoria dos Nimeros nio é um tema considerado importante nas pesquisas em Edu-
ca¢do Matematica, o que pode ser constatado pelo nimero escasso de investigacoes conduzidas
sobre este assunto. Entretanto, no ambito da investigacao que aqui se relata, o tema, no ambito
da aprendizagem dos numeros naturais, é de grande importancia, bem como a necessidade de
apropriacdo de seus pressupostos epistemologicos e de estratégias pertinentes de ensino, por
parte de professores de Matematica em formacio. Por outro lado, é preciso considerar que as
criangas, a0 chegarem a escola, n3o encaram os nimeros e as operagoes elementares relativas a
eles como fatos inéditos, o que permitiria que seu ensino considerasse esta premissa, em cara-
ter progressivo. Justamente neste sentido, afirmam Friederich, Kruger e Nehring (2009, p. 4):

As criangas ao chegarem a escola, ja possuem certa nogao dos nimeros e
algumas operagdes basicas, portanto o estudo dos numeros, como objeto
matematico, precisa envolver o reconhecimento da existéncia de diferentes
tipos de numeros e de suas representagdes e classificagoes, exemplo os
nimeros primos, compostos, pares, impares, fracionarios etc. E import-
tante salientar que partir dos conhecimentos que as criangas possuem nao
significa restringir-se a eles, pois é papel da escola ampliar esse universo
de conhecimento e dar condicOes a elas de estabelecerem vinculos entre
o que conhecem e os novos contetdos que vao construir, possibilitando
uma aprendizagem significativa.

Justamente, para trabalhar com os exemplos e problematiza¢des elencadas na fala
dos autores supramencionados, faz-se imprescindivel apresentar dominio sobre os temas em
questdo. Desta forma, o trabalho com a Teoria dos Numeros, no recorte exibido pela pesquisa
que aqui se evidencia, pretendeu identificar, por meio de problematizagdes, os conhecimentos e
dificuldades evidenciados por um grupo de alunos de um curso de licenciatura em Matematica
da Universidade do Estado do Pari acerca dos conceitos/proptiedades dos nimeros primos e
do teorema fundamental da aritmética. Como potenciais futuros professores, esta investigagao
tem grande parte de sua importancia ligada a atuacdo destes sujeitos nos ambientes escolares,
e na sala de aula, em particular, no que se refere ao trabalho didatico com os nimeros primos.
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A compreensio sobre saberes e dificuldades neste ponto pode auxiliar, eventualmente, no que
se refere a agOes que interfiram positivamente na formagio de professores de matematica para
o trabalho com tépicos da teoria dos nimeros.

Estes objetos matematicos surgem bem cedo na vida escolar dos estudantes. Os sistemas
escolares preveem a introducdo do conhecimento relativo aos niumeros primos, por exemplo,
geralmente no 6° ano do Ensino Fundamental. De fato, os Parametros Curriculares do Ensino
Fundamental (BRASIL, 1998) recomendam, naquilo que chamam de terceiro ciclo (os atuais
6° e 7° anos) um trabalho continuado com os numeros naturais “em situacoes de contagem, de
ordenacao, de codificacao em que tenha oportunidade de realizar a leitura e escrita de niime-
ros ‘grandes’ e desenvolver uma compreensiao mais consistente das regras que caracterizam o
sistema de numeracdo que utiliza” (BRASIL, 1998, p. 66).

Neste contexto, a introdugdao dos nimeros primos niao pode surgir de forma desco-
lada em relagao ao principio multiplicativo, nem exposta sem a contextualiza¢do proposta por
situagoes problema:

Conceitos como os de ‘multiplo’ e ‘divisor” de um nimero natural ou o
conceito de ‘nimero primo’ podem ser abordados neste ciclo como uma
ampliacio do campo multiplicativo, que ji vinha sendo construido nos ciclos
anteriores, e nao como assunto novo, desvinculado dos demais. Além disso,
¢ importante que tal trabalho ndo se resuma a apresentacgdo de diferentes
técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao aluno encontrar,
mecanicamente, 0 minimo multiplo comum e maximo divisor comum sem
compreender as situagdes-problema que esses conceitos permitem resolver

(BRASIL, 1998, p. 66).

Em atencio a esta proposi¢ao, observa-se que o que se apresenta nos livros usados
nas escolas do Para, contexto de realizagdo da pesquisa em questdo, nao difere dos parametros
curriculares nacionais (PCN) e é muito semelhante ao Curriculo do Estado de Sao Paulo (SAO
PAULO, 2011) que propode a introdugao do conceito de nimeros primos no 6° ano do Ensino
Fundamental. Como ¢é possivel observar na Figura 1, o contetdo esta relacionado nao a mera
identificagdo dos primos, mas ao seu significado.

Em relagio ao conceito de primalidade, as situa¢oes de aprendizagem devem fornecer
condigbes didaticas para que os estudantes percebam que alguns numeros sio o produto de
outros, como etc., ou seja, que sao numeros compostos. Neste contexto, devem os estudantes
entender que os demais nimeros sio aqueles que nao tém outros fatores além deles mesmos
e da unidade. Em outras palavras, é importante que os discentes registrem que primo é todo
nimero, maior do que 1, divisivel somente por si mesmo e pela unidade, compreendendo que os
primeiros nimeros primos sao 2, 3,5, 11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, etc. Outra compreensiao
valiosa neste sentido é aquela por meio da qual se pode afirmar que, quando um nimero nao é
primo, o mesmo pode ser decomposto em fatores primos, como 2x2x3=12,2x 3 x5 = 30,
5x 11 x 17 = 935. Pelo seu carater basilar no estudo dos nimeros inteiros, essa propriedade é
conhecida como o Teorema Fundamental da Aritmética (TFA). Ela significa que os numeros
primos sao, por assim dizer, os “4tomos” ou “tijolos” da construgao numérica pela multiplicacio.
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Figura 1. Numeros primos em uma abordagem curricular
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Fonte: Sio Paulo (2011, p. 57).

Assim, é preciso pensar na maneira como podem ser construidos elementos didaticos
que estimulem o trabalho com os nimeros primos com os futuros professores, do ponto de
vista da formagao matematica dos mesmos. A constru¢ao da aprendizagem relacionada a estes
objetos representa um desafio para o professor, a medida que os processos relacionados ao sig-
nificado deste tema precisam fornecer elementos para que o estudante nao apenas compreenda
as caracteristicas intrinsecas destes numeros e a importancia da apropriagao do conhecimento
relativo aos mesmos no ambito da aritmética, como também desenvolvam competéncia para
o emprego das propriedades dos primos em situacGes matematicas contextuais, caracterizadas
por argumentag¢des, demonstragdes, provas e usos especificos (compreensio de codigos crip-
tograficos é um caso tipico) e, também, fundamentalmente, em situagdes em que se solicite a
resolugdo de problemas (COUTINHO, 2000).

Uma vez que a descrigdo sobre os numeros primos e sua inser¢ao na aprendizagem
de elementos da teoria dos nimeros tenha sido exposta, uma questido importante a pensar é
em como este conceito é mobilizado pelos licenciandos. Como poucas pesquisas no ambito
dessa teoria foram conduzidas sob a égide da Educagao Matematica, parece haver espago para
discutir questdes relativas aos objetos que lhe sejam associados, como os nimeros primos e
o teorema fundamental da aritmética. Neste aspecto, muitas construgdes conceituais sobre a
primalidade, as propriedades referentes aos nimeros primos e sobre o TFA tém se mostrado
frageis na formacao dos professores de Matematica (ZAZKIS; CAMPBELL, 1996).

Sobre este segundo ponto, Zazkis e Campbell (1996) efetuaram um estudo, essencial
para a pesquisa aqui descrita, com professores em formagao, no intuito de levantar e analisar
dados sobre a compreensio dos mesmos acerca do teorema fundamental da aritmética. A
investigacao, realizada por meio de questionarios e entrevistas contendo elementos objetivos,
concluiu que os professores apresentam substancial dificuldade na compreensao da unicidade da
decomposicao de numeros inteiros em fatores primos. Quando confrontados com as questoes
objetivas, os professores em formacao recorreram a diversos recursos, como aplicacao de regras
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de divisibilidade, calculo de raizes, verificacio do fato de determinada divisdo ser exata, entre
outros. Entretanto, se compreendido e aplicado o teorema aqui mencionado, este esfor¢o em
aplicar operagdes sucessivas e por vezes demoradas poderia ser dispensado.

Em outro estudo, também crucial para esta investigacao, Zazkis e Liljedahl (2004) trata-
ram do tema que pode ser visto como ainda mais basico, buscando investigar a compreensiao dos
professores de escolas basicas em formacao acerca dos nimeros primos e de suas propriedades.
Aqui, os autores identificaram uma série de dificuldades conceituais por parte dos professores
em formacao, entre as quais a dificuldade de aplicagdo do préprio conceito de primalidade, que
surgiu quando alguns sujeitos nao conseguiram determinar (ou o fizeram de forma erronea)
se m(2k + 1) poderia ser um numero primo, com e £ inteiros. Desta forma, considerando a
escassez de estudos desta natureza, achou-se pertinente abordar este tema sob o enfoque da
compreensao e uso do conceito de numero primo e do teorema fundamental da aritmética.

Assim, a pesquisa relatada neste artigo, de carater qualitativo, procurou investigar como
os conceitos e propriedades dos nimeros primos, elementos essenciais da teoria dos nimeros, e
os conceitos do Teorema Fundamental da Aritmética sdo apropriados por potenciais professores
em formacao (estudantes de licenciatura em Matematica da Universidade do Estado do Para), e
a maneira pela qual tais professores compreendem e resolvem problemas relativos a estes temas.

Com o intuito de lidar com esta problematica, os licenciandos mencionados foram
submetidos a atividades formatadas a partir de pressupostos ligados a representagdes numéricas
e suas caracteristicas, cuja visdo neste texto mais adiante se explicita. As analises sao conduzidas
com aportes ligados aos estudos de Zazkis e Campbell (1996) e Zazkis e Liljedhal (2004), de
modo a aprofundar as questoes relativas a primalidade, tendo por foco o teorema fundamental
da aritmética. Desta forma, um objetivo secundario pode ser alinhado, consistindo na compa-
ragdo entre os resultados obtidos nos estudos originais e aqueles obtidos neste trabalho, cujos
elementos tedricos essenciais sio discutidos em seguida.

Principais aportes tedricos

O conceito central considerado na investigagao aqui evidenciada se refere a fransparéncia
e a gpacidade das representagbes numéricas, a partir do encaminhamento do mesmo no ambito
do grupo Processo de Ensino e Aprendizagem em Matematica (PEA-MAT) da Pontificia Uni-
versidade Catolica de Sao Paulo (PUC/SP) a partir dos trabalhos de Oliveira (2015) e Fonseca
(2015). Neste sentido, o estudo de Zazkis e Liljedahl (2004) discute o papel das representacoes
no ambito dos numeros naturais. Em seu trabalho, os autores trouxeram a tona e analisaram
os dados obtidos a partir de uma investigagcdo também realizada com professores de ensino
fundamental em formagiao, com foco na compreensiao dos mesmos acerca dos nimeros primos,
de modo a detectar os fatores que influenciam este entendimento. A argumenta¢ido empregada
nas analises dos dados coletados é que a falta de transparéncia da representacdo dos numeros
primos configura um obstaculo para a compreensdao sobre os mesmos.

Esta ideia é apropriada a partir do trabalho de Lesh, Behr e Post (1987). Referindo-se as
multiplas representa¢oes dos niimeros racionais, os autores indicam que as mesmas “incorporam’
as estruturas matematicas, no sentido de que as retratam em termos materiais. Desta forma, os
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sistemas representacionais podem ser vistos como opacos ou transparentes. Neste sentido, para
0s autores, uma representagao transparente teria nem mais, nem menos significado do que as
ideias ou estruturas que exprime, enquanto uma representacao opaca enfatiza alguns aspectos
das ideias ou estruturas e esconde outros. De posse de variadas possibilidades, caberia a uma
estratégia didatica, por exemplo, capitalizar os pontos fortes de um determinado sistema repre-
sentacional e minimizar suas fraquezas — tais fatores seriam, segundo os autores, de extrema
importancia para a aquisi¢ao e o uso de ideias matematicas.

A partir da proposta de Lesh, Behr e Post (1987), Zazkis e Gadowsky (2001), focando
as representagdes numéricas, introduzem a nogao de transparéncia e opacidade relativas. Os
autores sugerem, em seu trabalho, que todas as representagoes relativas a numeros sio opacas,
justamente no sentido em que, de alguma forma, sempre escondem algumas caracteristicas
de um numero, embora possam revelar outras, em relagdo as quais podem ser transparentes.
Como exemplo, os autores indicam uma lista com os seguintes componentes: (a) 216% (b)
36% (c) 3 x 15552; (d) 5 x 7 x 31 x 43 + 1; (e) 12 x 3000 + 12 x 888. As autoras mencionam
que tais expressoes nao aparentam simbolizar o mesmo ndmero, 46656, e citam Mason (1998
apud ZAZKIS; GADOWSKY, 2001, p. 45) para indicar que “[...] cada representacao desloca a
atengdo para diferentes propriedades do nimero”. Quanto a transparéncia e opacidade repre-
sentacionais, as autoras indicam que a representag¢do (a) é transparente em relacdo ao fato de
o numero em questdo ser um quadrado perfeito, enquanto que a (b) é transparente no sentido
de evidenciar que 46656 ¢ um cubo perfeito. A representacio (c), por sua vez, indica, de forma
transparente, que o nimero é multiplo de 3 e de 15552. De outro modo, ainda que (a) e (b)
também permitam concluir que 46656 é multiplo de 3, nada revelam a respeito de 15552 — ou
seja, as representacoes (a) e (b) sdo opacas quanto ao fato de 46656 ser um multiplo de 15552.

Outro exemplo significativo sobre a opacidade invariavel das representagdes numéri-
cas refere-se a extensdao do conceito feita por Zazkis e Liljedahl (2004), partindo de numeros
especificos para conjuntos de numeros que possuam a mesma propriedade verificavel por
meio de uma notagao algébrica. Por exemplo, 774 é uma representacio transparente para um
multiplo de 17, no sentido de que esta propriedade esta embutida (ou “pode ser vista”) nesta
forma; todavia, ndo é possivel determinar se 774 ¢ maltiplo de 3 considerando tio-somente
esta representacao. Neste caso, aponta-se que a mesma € opaca no que se refere a divisibilidade
por 3 (ZAZKIS, 2002).

Desta forma, pode-se considerar que o trabalho de Zazkis e Liljedahl (2004) caracteriza
um marco importante no conceito de representacoes transparentes e opacas utilizado nesta
pesquisa. A partir da apropriagiao deste conceito na representagdo numérica, 0s autores argu-
mentam que todas as representacOes desta natureza sao opacas, mas que possuem caracterfsticas
transparentes. Para exemplificar semelhante afirmagao, os autores indicam que a representagiao
do niumero 784 como 28 enfatiza que o mesmo ¢ um quadrado petfeito, mas de certa forma
oculta a divisibilidade deste nimero por 98. Ou seja, a0 representar 784 como 28% a propriedade
de 784 como quadrado perfeito é transparente, enquanto que a propriedade da divisibilidade
deste numero por 98 é opaca.

Em relagdao ao trabalho aqui discutido, atividades envolvendo as caracteristicas das
representacoes numéricas foram apresentadas aos sujeitos. As descrigdes relativas aos procedi-
mentos metodologicos se encontram a seguir.
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Principais aportes metodolégicos

O trabalho aqui descrito tem carater qualitativo, caracterizando-se, desta forma, por
dados descritivos, por um planejamento aberto e pelo foco na realidade de maneira complexa e
contextual (LUDKE; ANDRE, 1986). Em sua pesquisa, ao descrever a abordagem qualitativa
na pesquisa educacional, Oliveira (2007, p. 27) assim se expressa:

A opgio pela pesquisa qualitativa mostrou-se, desde os estagios iniciais
do planejamento, aquela que me parecia mais adequada. As questoes que
surgiam e que causavam o impulso em direcdo da busca de sentidos e
elucidagbes tinham cardter particular, nio podiam ser generalizadas em
torno de quantidades sempre aplicaveis e de percentuais infalfveis, pedindo,
antes, descri¢bes que apontassem na busca das respostas direcionadas pelo

problema e pelas hipéteses substantivas.

No mesmo estudo, Oliveira (2007) indica que existe uma complementaridade entre
dados qualitativos e quantitativos. Para o autor, em que pese o carater descritivo desta aborda-
gem, cuja finalidade é compreender o significado que as pessoas atribuem aos fendmenos em
estudo, os dados quantitativos podem completar o quadro, considerando que o processo tem
ampla importancia. No caso desta pesquisa, foi possivel observar, nos protocolos produzidos
pelos sujeitos e em suas falas, indicativos das compreensdes e dificuldades acerca dos conceitos
de primalidade e do TFA. Estas indica¢des, levantadas nas analises, tém natureza qualitativa,
em que pesem respostas e desenvolvimento de carater aritmético, que podem ser vistas como
quantitativas em certa medida.

Em relacio aos sujeitos, participantes da pesquisa aqui descrita, foram voluntarios 10
licenciandos em Matematica da Universidade Estadual do Parda (UEPA), com idades entre 19 ¢
23 anos, alunos do segundo ou terceiro ano do curso mencionado.

Nenhum dos dez participantes lecionava oficialmente no ensino fundamental e médio. A
maioria declarou, em conversas na sala, que trabalhar com o conjunto dos inteiros positivos nao
parecia ser algo dificil e que um assunto dentro desse conjunto, como os nimeros primos, nao
seria objeto de muita aten¢io e chegaria mesmo a ser negligenciado em circunstancias comuns.
Foram destinados dois sabados pela manha para a aplicacio das questdes e trés manhas dos
sabados subsequentes para a discussdo das questdes e suas solu¢bes. Os participantes tiverem
duas horas nas duas primeiras sessOes para resolverem trés questdes, totalizando, desta maneira,
seis questoes, das quais duas sdo analisadas e discutidas neste texto. Nas outras trés manhas de
sabado, foram feitos encontros de uma hora para discussiao das propostas apresentadas.

Foram recolhidos os dados a partir da sequéncia de atividades aplicada e dos dialogos
informais ocorridos durante as sessdes com os 10 participantes, realizadas no ambito do Labo-
ratério de Ensino e Educagao Matematica (LABEM) da UEPA, campus de Belém. Os dados
foram coletados, desta forma, por meio das resolucdes providas pelos sujeitos aos problemas
componentes da sequéncia, das anotacoes que produziram e por meio de alguns registros dos
didlogos.

O instrumento utilizado na pesquisa foi aplicado no segundo semestre de 2014. Os
alunos do terceiro ano ja haviam visto, diretamente, os conteudos de divisibilidade, maximo
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divisor comum, numeros primos, TFA, entre outros, na disciplina Teoria dos Numeros. Entre-
tanto, conforme declararam, os temas matematicos tratados nesta pesquisa eram conhecidos
por todos. De fato, a maioria dos estudantes cursava o terceiro ano, sendo que apenas dois
deles cursavam o segundo ano. Como os temas da pesquisa, numeros primos e o TFA, foram
trabalhados na trajetéria escolar pregressa dos estudantes, esta distingdo ndo foi considerada
importante.

A sequéncia de atividades utilizada nesta pesquisa foi constituida a partir de proble-
mas empregados nos trabalhos de Zazkis e Campbell (1996) e Zazkis e Liljedahl (2004), e ¢é
composta por seis questoes problematizadas, ou seja, pensadas para que os estudantes se res-
ponsabilizassem pela resolugio das mesmas sem a intervenc¢io do professor/pesquisador. A
ideia é que se engajassem em um processo investigativo que os conduzisse a evidenciar saberes
e/ou dificuldades, cuja descricao fornecesse subsidios para o encaminhamento de respostas a
questdo de pesquisa. Em relagido ao escopo deste artigo, duas das seis questdes foram objeto
de andlise e podem ser vistas em seguida.

1. Como vocé descreve um nimero primo? F, um nimero composto? Qual é a relacio
entre numeros primos e compostos? (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004)

Nesta questio, esperava-se que os estudantes indicassem especificamente uma defi-
ni¢do para numeros primos no ambito dos nimeros naturais como sendo aqueles numeros
que sao divisiveis apenas por si mesmos e por um — ou, ainda, aqueles numeros cuja unica
decomposicao em fatores admitida ¢ a trivial, contendo, como fatores, o préprio nimero e o
nimero um. Defini¢oes parciais e/ou incompletas podetiam surgir, como a indicagao de que
os primos tém apenas dois divisores (sem especificar quais), ou que tém apenas a si mesmos
como divisores (ignorando o 1).

Os numeros compostos possuem, além deles mesmos e do 1, como divisores, outros
nimeros menores do que ele mesmo e pertencentes ao conjunto dos nimeros naturais. De forma
mais completa, diz-se que os nimeros compostos sdo aqueles que podem ser decompostos em
fatores primos de forma unica, a ndo ser pela ordem.

2. Considere F = 151 x 157. FF é um nimero primo? Indique SIM ou NAO e explique
sua decisdo (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004).

Para esta questdo, os estudantes deveriam anotar, como resposta, a alternativa “Nao”,
uma vez que a representagao indicada, pretensamente transparente, indica que I é composto,
relacionando, inclusive, os fatores primos componentes. Os estudantes deveriam recorrer ao
TFA para concluirem que a referida decomposicdo ¢é tnica, a nao ser pela ordem.

De outro modo, os sujeitos poderiam efetuar o produto indicado, obtendo 23707,
uma representacio opaca quanto a detec¢iao do carater composto do nimero. A partir desta
outra representagao, apesar de isto ndo ser necessario, o aluno poderia efetuar testes com os
fatores para cogitar se este numero seria primo ou nao. Poderia ocorrer, inclusive, de o sujeito
tentar efetuar divisoes pelos primos a partir de 3, desistindo quando percebesse que os fatores
menores que 151 ndo sdo divisores do nimero, podendo, inclusive, declarar erroneamente que
o numero é primo.

Constituidas as descri¢oes necessarias, prosseguiu-se com as analises que tiveram lugar
a partir das intervenc¢oes dos sujeitos da pesquisa.
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Analises das respostas e interagdes providas pelos estudantes

Podem-se alinhar, em relagdo as andlises, as categorias principais que as direcionam.
Considerando o quadro tedrico ja mencionado, pode-se elencar:

- anatureza das caracteristicas representacionais numéricas que surgem do trabalho dos
alunos ao longo da sequéncia didatica — transparentes ou opacas (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2004);

- a relagdo conceito/notacio, ligada a representacio numérica adotada, no sentido de
petceber se os alunos preservam o significado conceitual ou se ficam restritos as formas de
representa¢do por eles conhecidas, ou, ainda, a eventuais abordagens intuitivas;

- as estratégias adotadas na resolucdo dos problemas componentes — de que forma se
conectam com o conceito de numeros primos, compostos € o TFA — e se sdo adotados outros
procedimentos operatérios/algotitmos.

Os quadros 1 e 2 trazem as respostas dos sujeitos a questao 1 do instrumento empre-
gado na pesquisa. Os titulos das colunas, representando, de certa forma, categorias de respos-
tas encontradas, referem-se a mencao explicita dos licenciandos sobre certa caracteristica que
julgavam presentes nos nimeros primos, nos nimeros compostos ou na relago entre eles.

Na maioria das respostas indicadas pelos dez sujeitos, o conceito de nimeros primos
parece claro — apenas dois deles ndo mencionaram o fato de que os nimeros primos podem
ser divididos por 1.

De outro modo, entretanto, apenas trés estudantes (Aluno 1, Aluno 4 e Aluno 10)
indicam, quando se referem aos nimeros compostos, que 0s nimeros primos estio presentes
na decomposicao dos mesmos em fatores. Nenhum dos estudantes indica que a decomposi¢iao
dos compostos em fatores primos ¢ unica, exceto pela ordem dos fatores. A dificuldade em
relacionar o conceito de nimero composto com sua unica decomposi¢ao em fatores primos
indica o cariter opaco deste conceito e de sua representagdo, como mencionado por Zazkis e
Liljedahl (2004), do ponto de vista do TFA. Trata-se, na verdade, de uma extensao do argumento
dos autores, que indicam niao haver representacio transparente para os nimeros em geral, e
os primos, em particular — ainda que possam haver caracteristicas transparentes em algumas
representagoes, caracteristicas estas ligadas a determinadas propriedades. Deste ponto de vista,
uma vez que a relacdo entre os nimeros primos e compostos, e a propria representagdo dos
compostos, depende daquela relativa aos primos, por extensdo, entende-se que existem repre-
sentacoes para 0s NUMeEros compostos que NAo sao vistas como transparentes do ponto de vista
do TFA. Assim, em rela¢do a eventuais problemas envolvendo tais conceitos, a resolu¢io dos
mesmos pode depender de outros instrumentos, como a divisibilidade, o que pode concorrer
por aumentar o custo cognitivo das resolugdes ou torna-las menos acessiveis.

Por outro lado, considerando que o TFA ja foi tema de estudo para os sujeitos em suas
trajetérias de aprendizagem, a incapacidade relacionar este conhecimento em um contexto de
aplicacao pode sugerir a ado¢io daquilo que Molina e Oktag (2007) chamam de wodelos intuitivos.
Tais modelos tendem a reduzir a complexidade de um conceito por meio da reducio da abstracio
envolvida. Originalmente, esta argumentacao ¢ usada no ambito da algebra linear, mas podem
ser percebidas ideias correlacionadas, a medida que os estudantes indicam outra caracteristica
tipica de tais modelos: a substitui¢do dos conceitos por criages particulares, utilizadas para dar
respostas locais a certa categoria de problemas.
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Quadro 1. Conceitos enunciados pelos sujeitos sobre numeros primos

Participante | Divisiveis pelo préoprio nimero | Divisiveis por um
Aluno 1 Sim Sim
Aluno 2 Sim Nio
Aluno 3 Sim Sim
Aluno 4 Sim Sim
Aluno 5 Sim Sim
Aluno 6 Sim Nio
Aluno 7 Sim Sim
Aluno 8 Nio Nio
Aluno 9 Sim Sim
Aluno 10 Sim Sim

Fonte: elaborado pelos autores a partir de dados da pesquisa.

Quadro 2. Conceitos enunciados pelos sujeitos sobre numeros compostos e sua relagdio com nimeros

primos
Participante Compostos Compostos podem, Sao Se um nimero
possuem eventualmente, ser | decomponiveis nio ¢é primo,
mais de dois decompostos em em fatores entdo é
divisores fatores compostos primos composto
Aluno 1 Sim Naio Sim Nao
Aluno 2 Sim Nio Nio Nio
Aluno 3 Sim Nao Nao Sim
Aluno 4 Sim Nio Sim Nio
Aluno 5 Naio Nao Naio Nio
Aluno 6 Sim Sim Naio Naio
Aluno 7 Sim Nao Nao Sim (exclui o 1)
Aluno 8 Nio Nio Nio Nio
Aluno 9 Sim Nao Nio Sim
Aluno 10 Sim Naio Sim Nao

Fonte: elaborado pelos autores a partir de dados da pesquisa.

Indiretamente, também, pode tratar-se de um efeito proveniente da prépria trajetoria
didatica a qual os sujeitos foram submetidos: para determinat se um nimero é primo ou nao,
eventualmente pode-se estabelecer, como técnica, um esquema de divisdes sucessivas por seus
antecessores (opcionalmente tendo a raiz quadrada do nimero como limite) e, no caso de se
encontrar um divisor, estabelecer a conclusdo de que o nimero é composto. Ao adotar esta
técnica como forma de identificagdo dos compostos, o conceito relativo aos mesmos é ignorado.
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Além disto, algumas respostas distintas ocorreram no ambito da questdo 1, de tal forma
que ndo seria possivel expressa-las de forma completa nos quadros 1 e 2. E o caso de Aluno 2,
que escreveu: “zimero primo ¢ o numero divisivel por ele mesmo e nimeros compostos sao
numeros amplos [sic| gue podem ser divididos por qualquer outro nimero”.

Aluno 2 fornece uma descricdo conceitualmente incompleta dos nimeros primos,
nao indicando que os mesmos sao divisiveis, também e trivialmente, por 1. Da mesma forma,
sua defini¢ao sobre nimeros compostos enuncia uma classificagdo particular para os mesmos
(“ndimeros amplos”), talvez se referindo ao fato de que os mesmos tém mais divisores do que os
primos; entretanto, ao fazé-lo, indica que os nimeros desta natureza podem ser divididos por
“qualquer ontro niimero”, o que nao corresponde ao conceito em tela, ja que, para nimeros com-
postos, ha uma decomposi¢ao em fatores primos que é Gnica (muito longe de qualquer). Além
disso, mesmo quando se tratar de uma decomposi¢io em fatores quaisquer (ndo em primos),
a mesma ndo admitird nimeros indistintos, mas nimeros especificos.

A resposta de Aluno 4 também suscita reflexées importantes. Para este estudante:

Niimero primo é dado por virias formas de obtengao, porém a mais frequente em sala
de anla, ¢ aquela que diz que nm niimero primo 50 possui dois divisores, no caso, 1 ¢ ele
mesmo. Niimero composto jd ¢ um nilmero natural que possui mais de dois divisores,
de maneira que todo niimero composto pode ser decomposto em um produto de dois ou

mais niimeros prijmos.

Ainda que as defini¢des de Aluno 4 estejam corretas em relagdo aos conceitos de
nimeros primos e compostos, o estudante procura assegurar outras eventuais “‘formas de obten-
¢a0”, indicando que sua propositura é tipica de sala de aula — eventualmente, entdo, deixa ao
aluno aberta a possibilidade de outras defini¢bes de primalidade, ou, ainda, de outras formas
de “obter” nimeros primos. Em relacdo aos numeros compostos e o TFA, o sujeito indica ter
ciéncia da decomposicdo em fatores primos, ainda que nao mencione a unicidade da mesma.
Chama a atengdo o fato de o estudante ndo compreender o significado embebido na ideia de
teorema e, por consequéncia, do carater sistémico do conhecimento matematico (MOLINA;
OKTAC, 2007), o que se percebe quando indica que a “obtengio” (querendo significar defini¢ao)
de nimeros primos pode ser feita de maneira diversa.

Além das respostas tipicas supramencionadas, o Aluno 5 alega desconhecer a defini¢ao
e o conceito de nimeros compostos. Ja o Aluno 8 anota, simplesmente, “acho que nao tem relagio
entre os dois nimeros”. Pode-se supor, neste ponto, que estes alunos apresentem dificuldades
relativas a compreensiao do TFA, considerando a correlagdo entre os conceitos mencionados.

A segunda questdo do instrumento de pesquisa estava disponivel para o trabalho dos
sujeitos, como ja se mencionou, da seguinte forma: “Considere F'= 151 x 157. IFé um numero
primo? Indique SIM ou NAO e explique sua decisdo”.

A resposta anotada para a segunda questdao pelo Aluno 1 foi “a multiplicacao destes dois
valores da 23707. Utilizando algnns critérios de divisibilidade, percebi que nenhum se adequara e para ser mais
preciso seria necessdrio continuar fazendo testes, logo acredito que este resultado ¢ primo”.

A resposta do Aluno 1 esta, evidentemente, errada, ja que F ndo é um numero primo.
Ainda que na resposta anterior o estudante tenha enunciado o conceito de nimeros compostos
relacionado a decomposi¢ao em numeros primos, tal ideia nio é levada em consideragdo para
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a resposta. Desta forma, pode-se inferir que o conceito nao possui significado para o aluno em
questdo ou que o mesmo acredita que pode haver outra fatoracado em nimeros primos que de-
componha o numero, resultado este também obtido por Zazkis e Campbell (1996). Além disso,
destaca-se o método empregado: o sujeito recorre aos critérios de divisibilidade que conhece,
que ndo sdo suficientes, e para, provavelmente, algoritmos de divisdo, os quais representam um
custo cognitivo bastante alto, ja que o primeiro divisor de F é 151, um dos fatores primos de
sua decomposigao.

Outra suposicido autorizada pelos comentarios do estudante é a prevaléncia de uma
crenga, segundo a qual, “a decomposicio em fatores primos significa, na verdade, a decomposicio
em fatores primos pequenos” (ZAZKIS; CAMPBELL, 1996, p. 215). Os nimeros envolvidos
na decomposicio de F em fatores primos sao 151 e 157, e ndo sio vistos como primos por nao
serem suficientemente “pequenos”.

Como resposta a questao de nimero dois, o Aluno 2 anota, simplesmente, “siz, pois
F 56 ¢ divisivel por ele mesmo”.

A resposta provida pelo Aluno 2 da poucas pistas sobre o método utilizado para sua
conclusio equivocada. Apesar da representacao utilizada buscar alguma transparéncia no que
se refere a decomposicao de um nimero em fatores primos, do ponto de vista de Zazkis e
Liljedahal (2004), ao mostrar tais fatores primos, o aluno ignora solenemente esta caracteristi-
ca para afirmar que o nimero é primo, indicando ainda, em conformidade com sua defini¢ao
incompleta para a resposta a questio 1, que o nimero seria divisivel apenas por si mesmo. Em
outras palavras, o fato de o nimero poder ser escrito como uma multiplicacao de outros nimeros
ndo o convenceu a considerar os fatores em questdo como divisores do numero candidato F.

Outra possibilidade que parece bem consistente neste caso € a de o estudante tet, por
um critério qualquer, decidido que F seria um nimero primo e recorrido a sua definiciao de
primalidade para justificar a resposta, ignorando a representa¢ao fornecida com a questao. Neste
caso, o conceito incompleto ou erréneo funciona como um substituto para o significado, que
seria, por sua vez, portador de validade matematica.

O Aluno 3 anota, como resposta a esta questao, “siz, pois ele possui apenas dois divisores
para ter um niimero inteiro como resultado”.

Da mesma forma que o seu colega antetior, o Aluno 3 indica a resposta incorretamente.
Nao ¢é possivel entender se o aluno considera que 151 e 157 sio os tnicos divisores do nimero
F, descartando o préprio numero e o 1, ou se, apesar de ter disponivel a Gnica fatoragdo de F
em primos, ndo relaciona os fatores como divisores do numero candidato, a exemplo do Aluno
2. De todo modo, o conceito de nimeros compostos apresentado pelo sujeito na resposta a
primeira questdo o induz a procurar por divisores de F, e nido por considerar sua decomposi-
¢do Unica em fatores primos. Assim, ao nio construir a correlacdo conceitual, a resolucio do
problema fica prejudicada.

Outra hipétese a ser levantada aqui pode ocorrer em torno de uma possivel generali-
zac¢do indevida: uma vez que a fatorago trivial estd disponivel para todos os numeros, mas ¢ a
unica existente para os primos, o estudante pode ter estendido esta propriedade para quaisquer
nameros cuja fatoracdo em primos resulte em dois fatores.

Em relacdo a mesma questdo, o Aluno 4 responde: “sizm, posto que entre os niimeros 0 ¢ 9,
tal valor nao possui divisao exata. Sendo assim, 5o existen dois valores possiveis de divisao exata, 1 ¢ 23707,

A resposta equivocada do Aluno 4 assemelha-se, de certo modo, aquela provida por
Aluno 1, deixando, entretanto, mais pistas sobre as dificuldades conceituais existentes. O aluno
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evidentemente aplicou testes de divisibilidade, tendo o nimero 9 como limite para os mesmos.
Desta forma, parece acreditar que este seria o limite a descoberta de um nimero primo. Mais
uma vez, a0 ignorar o conceito advindo do TFA, o aluno erra em sua resposta. Outro detalhe
um tanto aflitivo ¢é a inclusdo do zero na lista de possiveis divisores de I

Zazkis e Liljedahl (2004) indicam que alguns estudantes podem julgar que nimeros
vistos por eles como “grandes” devem possuir fatores primos “pequenos”, ou seja, numeros até
um certo — e reduzido — limite. Ao encontrarem um nimero composto cuja fatoragio resulta
em componentes maiores do que 100, por exemplo, os alunos tendem a considerar o numero
como primo.

A resposta trazida pelo Aluno 5 foi a seguinte: “F = 157 x 157F, ndo, pois estamos diante de
uma equagdo nao somente de um niimero, e mesmo que resolvendo a multiplicacao, ainda restaria nma incignita
F a qual nao temos como saber o resultado”.

No caso do Aluno 5, a representa¢io supostamente transparente provida para F pareceu
concorrer para que o estudante confundisse o nimero representado por uma multiplicagio com
uma equag¢ao. O mais espantoso é que a representacao da multiplicagdo surge como comple-
tamente opaca para o estudante, na definicdo de Zazkis e Liljedhal (2004), pois, enquanto os
fatores 151 e 157 aparecem mediados pelo simbolo “x”, significando multiplicagao, o simbolo
F que aparece do lado direito da “equagao” na resposta do sujeito, “misteriosamente”, parece
multiplicar apenas o 157, o que, aparentemente, impediu o aluno de “simplificar” a “equagdo”
usando o valor F como critério. Assim, o aluno em questdo ndo chega sequer a alinhar qualquer
ferramenta conceitual para, efetivamente, prover uma resposta a questao.

A resposta do Aluno 6 para esta questao foi anotada por ele assim: “F ndo ¢ primo, pois
0 produto entre 2 niimeros nao gera um primo, pois a, b 0e 17,

Esta resposta utiliza indiretamente seu conceito sobre numeros compostos, anunciado
na questdo 1, ou seja, o numero deve ter divisores além dele préprio e do 1. Ainda que a res-
posta sobre I esteja correta, Aluno 6 parece acreditar que o nimero zero poderia estar entre
os fatores que comporiam um numero — ou que um dos fatores poderia ser F e o outro, zero
ou 1, ou, ainda, que zero é um numero primo.

Nesta mesma questao, o Aluno 7 escreve “zdo, porém nao sei explicar o motivo™.

O Aluno 7 “arrisca” uma resposta, coincidentemente correta, a respeito da primalidade
de F, alegando nao saber o motivo de tal escolha. Tal dificuldade permite aventar a hipotese de
que os conceitos indicados na questio 1 (corretos, apesar de nio se referirem diretamente ao
TFA) ndo tém significado para o sujeito, que nao consegue utiliza-los como conhecimentos de
base para a eles recorrer na resposta ao problema.

A resposta trazida pelo Aluno 8 continha o seguinte arrazoado: “siz, ex considerei apenas
o diltimo niimero, “7”, por ele ser um primo, entio considerei 23707 um nilmero primo”.

A resposta deste aluno traz um tipico modelo intuitivo, como indicado por Molina e
Oktag (2007), o qual, neste caso, apresenta-se completamente desligado de conceitos coerentes
e de formalismo matematico. Este tipo de erro foi considerado no trabalho de Zazkis e Liljedahl
(2004), ocorrendo sob a classificacdo misapplication of an algorithm. Além disso, o aluno chama o
algarismo 7, componente de F, de “numero”. Recorre a um critério pessoal, por assim dizer, ao
relacionar o fato de o dltimo algarismo do numero ser primo como base para afirmar, erronea-
mente, que o numero é primo. Aqui, também, a representacao que pretendia ser transparente
do nimero por meio de seus fatores primos nao foi utilizada.
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Para a segunda questio, o Aluno 9 anota: “7ao, porque como I é uma multiplica¢ao
de 2 nimeros sendo eles primos ou nao, ele se tornard um numero composto”.

Ao contrario do que poderia sugerir a justificativa do Aluno 9, o mesmo nao emprega,
pelo menos diretamente, o TFA. O estudante alude ao fato de F ser o produto de dois outros
nimeros, mas sua resposta nao indica a compreensao de que a decomposicdo em fatores primos
seria unica. Por outro lado, poder-se-ia pensar que o estudante parece nao ter certeza de que
151 e 157 sdo nimeros primos, mas entende que o fato de F ser composto independe disto,
uma vez que, provavelmente, neste caso, compreenderia que, se os fatores nao fossem primos,
poderiam, eles mesmos, sofrer decomposicoes. A justificativa, entdo, ocorre por conta da pos-
sibilidade de fatoragdao qualquer, e ndo aquela prevista no TFA. Assim, a resposta esta correta,
ainda que sua justificativa care¢a de maior precisdo e rigor matematicos.

O Aluno 10 anota, como resposta a questao em analise, “#do, pois F pode ser dividido
por 151 ou 1577

A resposta do Aluno 10 esta correta, ainda que ndo tenha langado mao do TFA em sua
justificativa, pelo menos em carater direto. Desta forma, ao afirmar que 151 e 157 sao divisores
de I sem considerar outros fatores, pode-se entrever certa coeréncia com sua defini¢ao anterior.
Trata-se, portanto, de uma resposta correta, ainda que despreocupada com os aspectos formais.

Consideragoes sobre as respostas da questao 2

Apenas quatro dos sujeitos cujas respostas foram analisadas acertaram a questdo 2.
Dentre estes alunos, apenas o Aluno 10 recorreu, ainda que de forma indireta, ao TFA, por
meio da defini¢do de nimeros compostos; o Aluno 9 recorreu a decomposi¢ao do nimero em
fatores, nao necessariamente primos; o Aluno 7 recorreu a defini¢do de nimeros primos, sem se
referir ao TFA; e o Aluno 8 indicou a resposta correta sem qualquer explicagao. Também para
estes sujeitos, com exce¢io, talvez, do Aluno 8, a representagio pretensamente transparente de
F, dada por 151 x 157, concorreu efetivamente para a mobilizacdo do conhecimento necessario.
Justamente neste sentido, funciona a afirmacao de Zazkis e Liljedahl (2004, p. 167), segundo a
qual “um importante papel da representacdo em Matematica consiste em ser uma ferramenta
para pensar e obter insights”. Resultados como estes também foram encontrados pelos autores
supramencionados em seu estudo. Em contrapartida, também nele, assim como na pesquisa
aqui descrita, existiram sujeitos que afirmaram erroneamente que I seria um nimero primo.
Outro fato que chama a aten¢do nesta resposta é a estreita correlagio com o significado que
os alunos atribuem aos conceitos que deram sobre numeros primos e compostos (e a relagao
entre eles) e a resposta provida pelos mesmos.

No caso da pesquisa que aqui se descreve, do mesmo modo, as causas de erros foram
semelhantes aos estudos de referéncia: o Aluno 1 e o Aluno 4, por exemplo, aplicaram incor-
retamente testes de divisibilidade, que tém, no caso, cariter algoritmico — tipicamente, segundo
Zazkis e Liljedahl (2004), esta categoria de erros pode ser vista como wmisapplication of an algorithm.
O Aluno 2 e o Aluno 3 incorreram em erros conceituais, indicando desconhecerem, ou tratarem
de forma incorreta, o significado dos conceitos de nimeros primos e compostos. O Aluno 5 é
um caso a parte, em relagdo as analises realizadas: a confusio conceitual deste participante da
pesquisa ¢é tal que o mesmo atribui o szzzus de equagio a representagdo de F, como se seu valor
fosse desconhecido. Neste caso, o estudante sequer empregou a multiplicagao de forma simples,
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para obter o produto de 151 x 157, pois considerava que ndo poderia fazé-lo. Percebe-se, assim,
por meio destes resultados, uma relacdo muito estreita entre a compreensao das representagoes
como ferramentas para subsidiar o raciocinio e o uso de conceitos necessarios a resolugdo dos
problemas — no caso, de nimeros primos, de numeros compostos e do TFA.

Assim constituidas as analises das duas questoes sobre as quais se debruca este artigo,
resta indicar algumas conclusdes e recomendagoes, tipicas de um estudo qualitativo como este.

Consideragoes finais

A trajetoria realizada nesta pesquisa trouxe inimeras oportunidades de revisita aos
conceitos da Teoria dos Numeros, por vezes vistos como 6bvios, muito simples, faceis, a tal
ponto que a necessidade de estuda-los em profundidade tem sido praticamente ignorada nos
programas de formacao dos professores de Matematica nos cursos de Licenciatura no Brasil —
e, como se viu pelas referéncias deste estudo, em outros paises também.

Assim, os primeiros destaques deste momento final do texto devem ir para duas cons-
tatagOes importantes, percebidas em fungao das analises efetuadas por meio do instrumento de
pesquisa utilizado: os numeros primos nao apresentam, de fato, como ja levantado por Zazkis
e Liljedahl (2004), quaisquer representagoes que sejam sempre transparentes; e as dificuldades
conceituais levam os aprendizes a substituirem os saberes organizados na forma de conceitos e
seus significados por intui¢cGes, nem sempre corretas, ¢/ou por estratégias de alto custo opera-
torio, alternativas que podem ser limitantes em relagao a resolucao de problemas. Entram no rol
de tais procedimentos a insisténcia em técnicas prescritivas, o uso de algoritmos desnecessarios
e a checagem das respostas, mesmo as corretas, como se, por exemplo, pudesse existir qualquer
outra decomposi¢ao em fatores primos que nio a unica evidenciada no problema em exame.

Entretanto, mesmo sendo opacas, as representagoes dos nimeros primos podem
oportunizar caracteristicas transparentes, quando os aprendizes se engajam em um processo
de construcdo do conhecimento que considere a valorizacdo dos significados e dos conceitos.
Quando isto nao ocorre, percebe-se, como no caso do teorema fundamental da aritmética, que
ha o apelo a solugbes extensas e caras, cognitivamente falando. Boa parte dos erros constatados
tiveram origem na dificuldade em estender os conceitos de nimeros primos e compostos — e do
TFA — desde seus significados, de certa forma enunciados formalmente em questSes especificas,
para os problemas que solicitavam o uso deste aporte cognitivo.

Esta dificuldade pode ser ilustrada quando se decompde um nimero composto. O
namero 30, por exemplo, pode ser decomposto como 6 x 5, 3 x 10 ou 2 x 15. Como pode se
ver, a decomposi¢ao nio ¢é tnica. A unicidade dessa decomposicao se dara apenas se o nimero
for completamente decomposto em fatores primos. Esta diferenca da decomposicao entre fa-
tores e fatores primos precisa, também, de um trabalho mais amplo do ponto de vista didatico
e de outras pesquisas. O conceito de decomposi¢do em fatores primos — e a unicidade deste
procedimento — é o conceito chave para que o aluno diferencie nimeros primos de compostos
em diversas situagoes. Se os conceitos de primos e compostos nao foram adequadamente cons-
trufdos, essa ocorréncia provavelmente inibird uma conceituagao significativa de decomposigao
em primos, bem como o reconhecimento de representagdes que dependam de conhecimentos
assim constituidos.
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Outro elemento que pode ser levantado se refere a constatagdo de que os estudantes
nao estdo habituados a pensar e manipular nimeros primos “grandes”. Com base nas experién-
cias advindas desta pesquisa e no fato desse assunto ter apenas breves apresentagdes na escola
basica, e seu uso posterior limitar-se a exemplos ndo muitos complexos, ndo se vé nenhuma
preocupagdo com primos vistos como grandes (maiores que 100 ou 1000, por exemplo). Os
problemas propostos nos livros didaticos deixam a entender que uma pequena quantidade de
primos basta para esgotar este tema — e estes numeros sao, geralmente, os primeiros naturais
primos. A pesquisa demonstrou ser necessaria uma compreensiao adequada do conceito de
decomposicao em fatores primos para avangar no sentido de que se entenda a estrutura dos
numeros inteiros.

Assim, julga-se que seria relevante para os futuros professores a clareza sobre a impoz-
tancia do significado do TFA. Neste trabalho, fez-se uma discussao dos aspectos matematicos
envolvidos neste teorema. Zazkis e Campbell (1996) admitem que a prova do TFA pode ser
omitida em cursos para professores de Matematica do ensino basico, mas argumenta que alguma
alternativa pedagogica é necessaria como compensacao. Levanta-se aqui, como possibilidade de
continuidade desta investigagao, outros estudos que procurem evidenciar se uma abordagem
de valida¢oes (provas e/ou demonstragdes) pode ser eficiente no sentido de trabalhar aspectos
conceituais da teoria dos nimeros, uma das questoes essenciais vistas ao longo deste texto. De
todo o modo, a0 contrario do que se poderia pensar, o assunto esta longe de ser esgotado, e
merece a devida atencdo no ambito da Educacio Matematica.
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