O Formal e
O Transcendental
na Matematlca
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problema filoséfico cldssico que nos propomos |

abordar aqui permanece um dos mais gerais e do

mais significativos que se pode colocar ainda
hoje o matemdtico interessado na extraordindria perenidade de sua
ciéncia e no prodigioso sucesso de suas aplicagbes ao universo dos
fenémenos. Questio qué concerne seguramente muito especialmente
as geometrias, em razio de sua relagio aparentemente privilegiada com
o sensivel, mas bem como a matemdtica em geral. Qual ¢ a natureza ¢
o alcance da objetividudc da matemdtica? Objetividade se entende
lnaturalmcnte aqui num sentido i inteiramente radical de validade
enquanto conhecimento - ou talvez ¢ crlagao de ob]ctos. E nessa
perspectiva que empregamos aqui a oposigio de origem kantiana de -,
dois termos: "légico" e "transcendental". Comegaremos entio por
justificar o sentido dado a essa palavra transcendental. Depois,
proporemos uma idéia do estatuto do légico e de sua fungio na
matemdtica, e terminaremos examinando, a partir dos pontos de vista
anteriormente esbogados, uma concepgio dos objetos matemdticos e
de sua relago com os outros tipos de " objetalidade” (1).

O Que Quer Dizer Aqui "Transcendental”?
Em sua " Critica do Juizo*, Kant escreve:

"Um prmcnpxo transcendental € um prmcnplo pclo
C ] qual ¢ representada a condu;ao universal a priori,
' sob a qual somente coisas (Dinge) podem tornar-se
de uma maneira geral objetos de nosso
conhecimento” (K. U. Einleitung, V, XXIX).

¢

* Conferéncia do Més do IEA/USP feita pelo autor no dia 9 de agosto de1990.- - -
"** Gilles-Gaston Granger ¢ filésofo e professor do College de France. o '
(1) N. doT.: no original, - objectalité.
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Partimos da nogio kantiana, mas sem pretender uma fidelidade que
seria prépria do historiador; e mesmo conservando, cremos, o
essencial, a definiremos novamente a luz dos descnvolvnmentos .
posteriores da ciéncia. ) ST,

Assim, a fungio transcendental de um conceito serd definida como ..
estabelecedora das condigGes da possibilidade de considerar como objetos
as entidades as quais ele remete. Faremos sobre isso duas ressalvas:

1) Kant constituiu uma protegao(2) contra o pensamento sobre
objetos ilusérios: € a necessidade de uma ligagio dos conceitos ao -
sensivel, fora da qual o filésofo nio reconhece nenhuma possnbxhdade
de experiéncia. Assim, os préprios ob]ctos matemdticos s3o construidos
como desenvolvimento das formas a priori, espacms e temporais, da’
intuigho senstvel; - . . ‘
2) a:s'cohdi'q‘éés ’traiis'cendéntais kantianas s3o claramente distintas de
condigGes quc dcpcnderlam da natureza empmca psxcoﬁsxologlca, de
nossos espiritos. Contudo, elas se relacionam com uma sub]etmdadc
de algum modo anomma dita j )ustamente transcendental.

Nﬁolai'sciihti'rcmds o car:itér eséc’ncial desses dois aspectos no k'antismO'
mas pensamos que a natureza do pensamento cientifico tal como ela se
'revela hoje ndo poderia conﬁrma los. Como garantia contra a 4
formagio de pscudoconccntos ¢ a consideragio de pseudo-objetos, .
substituimos entio a hrmtaqao ao sensfvel e a idéia de subjetividade
pela tese de uma correlu;ﬁo fundamental e indissolivel entre 0

" objetul "@B)e opemtdrzo. Substitui-se a f6rmula.
’ " pehéaniénfo's sem contetidos sdo vazios; intuigGes
sem conceitos sio cegas" (K. R. V. B. 75), '

pela férmula: o pensamento sobre opétaqées sem objctok é estéril; o
pensamento sobre um objeto sem sistema de operagSes € opaco. A |
posi¢io de uma entidade como ob]eto exige que 20 mesmo tempo
funcione um sistema de operagdes cujas regras podem ser ou ndo,
afinal, cxphcxtadas. Gostarfamos entio de mostrar que a fungio
transcendental das entidades matemdticas depende do cardter essencial
e da parricular clarcza da correlaqao operagocs/ob)ctos que elas
apresentam.

Uma dltima observagio, todavia, a propésito de Kant. Na " Critica da

(2) N. do T.: no original, - garde-fou"..
(3) N. do T.: no origjnal, "objectal”.
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Razio Pura” , transcendental é oposto a " metafisico" quando o
principio

" representa a condigio a priori sob a qual somente
objetos cujo conceito deve ser dado empiricamente
podem ser mais determinados a priori” (ibid.), .

eopostoa "formal" quando, falando da Iégica, Kant diz que a 14gica
" geral mas pura” é

"um cinon do cntcndimentd e da razio, mas
somente em relagio aquilo que existe de formal em
" seu uso, qualquer que seja por outro lado o
contetido, empirico ou transcendental” (K. R. V.
A. 53).

E esta segunda oposigio que nos interessa aqui. Ainda que Kant
continue a chamar de "ldgica" um conhecimento das regras do
pensamento puro relativo a um objeto, nio excluindo todo conteddo,
mas somente os contetidos empiricos, sobretudo retemos do l6gico
stricto semsu seu cardter radicalmente formal opondo-o a uma disciplina
transcendental.

O Formal e o Légico.

Essa nogio de légico estando assim delimitada, propomos fazer
sobressair, em oposi¢do ao aspecto puramente formal, a natureza de
um conteddo préprio 4 matemdtica. Mas convém, de inicio, sublinhar
a relatividade da oposigio forma/contetido. O que é forma em um
nivel pode-se tornar contetido em um nivel superior de organizagio,
de maneira que a caraterizagdo como forma somente tem sentido se
lhe contrapormos um contetido ¢ de um certo modo, existam graus
do formal. Seria muito a propdsito lembrar aqui a nogio de " tema"
introduzida por J. Cavailles. A passagem "transversal" - ou
"vertical" - que € operada na " tematizagio” nio consiste justamente

-em tornar explicito como novo tipo de objeto - € como novo contetido

- 0 que aparecia primeiramente como puro operatério? O

" paradigma", esvaziando dos enunciados de seus conteddos
mobilizados em "varidveis" (é "o momento da varidvel”, diz
Cavaillés), fazia aparecer uma forma operando sobre esses conteddos;
o "tema" toma entio essa forma como ponto de aplicagio de um
novo sistema operatério: as adigées ¢ multiplicagSes da aritmética
tornam-se entidades mais gerais submetidas as leis de grau superior de
uma 4lgebra "universal”; a operagio de integragio torna-sea
entidade: "funcional linear" , objeto de uma anilise nova. A
verdadeira oposigﬁo ¢ aquela do par operagio/objeto. Um nivel
operatdrio superior dctermma €Omo novo ob]eto o que era operatério
em ato. -
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O aspecto légico stricto sensu de um pensamento serd definido como
termo extremo, absoluto desta oposi¢io: quando o conteddo que
caracteriza o momento-objeto se reduz ao préprio sistema opcratério
grau zero do contetido. O " ob)cto" l6gico entdo ndo ¢ nada mais que
uma sombra de objeto, lugar vazio, ponto de apoio de operagio. Eo
que se produz com o " cidlculo proposicional”. A afirmagao de
Wittgenstein, no "Tractatus", de que nio existem constantes ldgicas,
pode ser compreendida nessa perspectiva; constantes - ou seja,
operadores - légicas e objetos proposicionais sdo apenas as duas faces
de um mesmo pensamento. Do mesmo modo, na formulagiao deste
cdlculo como "dlgebra de Lindenbaum" : o objeto € explicitamente
reduzido a dois estados (presenga, auséncia; verdadeiro, falso; posto,
nio posto), cuja realidade se reduz i tradugio de uma eficicia
operatoria.

Do mesmo modo, duas interpretagbes equivalentes do cdlculo, ji
entrevistas por Leibniz, sdo igualmente legitimas, correspondendo a
evidenciagio seja do aspecto objetal, seja do aspecto operatério:
cdlculo das classes (mas sem distingdo classe-elemento, finito-infinito)
¢ cdlculo das proposigdes. Sob esta dltima interpretagio, o cilculo
aparece regulando de maneira elementar os atos de todo pensamento
relativo sobre objetos, independentemente de qualquer especificagio
destes. Essa 1égica stricto sensu ¢ efetivamente ao mesmo tempo teoria
da forma do objeto uberbaupt e teoria do encadeamento dos
enunciados elementares, funcionando entio como metateoria
fundamental para qualquer outro nivel formal de manipulagio de
objetos de pensamento.

Seu cardter fundamental se manifesta, além disso, através de
propriedades formais particulares, decorrendo da perfeita adequagio
entre o sistema operatorio € o objeto ao qual ele se aplica. Pode-se
entio falar de uma dualidade estrita, isto €, de uma reciprocidade de
determinagdo que corresponde de algum modo a uma simples inversio
de pontos de vista; o que traduz o privilégio metateérico do cilculo:
nio contradi¢io, completude, decidibilidade, cuja garantia universal se
perde 4 medida que o objeto do cdlculo ganha consisténcia e se
enriquece por mais fragil que isto seja.

O objeto " predicado de pnmcnra ordem" j4 faz o cdlculo perder a
decidibilidade...

O Objeto Matemdtico

Qual € o estatuto da matemdtica com relagio a esté elemento l6gico
puro? Certamente a matemdtica usa conceitos tais que lhe seja possivel
de direito explicitar completamente seus passos demonstrativos
regulados pela légica; mas a matemdtica tem objetos especificados. O
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problema que nos interessa ndo é, na verdade, o de uma demarcagio -
entre légica e matemdtica; mas nos parece importante e significativo
reconhecer a maneira pela qual a matemdtica constitui esta
objetividade a qual a 1égica é manifestimente incapaz; tentaremos
portanto precisar, para isso algumas caracteristicas do objeto
matemdtico.

1. O objeto matemdtico é primeiramente caracterizado pela aparigio
de "contetidos formais", ausentes da légica. Essa aparigio de

" conteudos”, que nio tém entretanto sua origem nos dados do
sensivel, implica na perda da adequagio perfeita objeto/operagio:
perda da decidibilidade universal através de um algoritmo finito, que
se manifesta desde que o objeto adquire uma especificagio, desde o
cdlculo de predicados; perda, mais decisiva, da completude ¢ da
possibilidade de estabelecer a ndo-contradigdo que sobrevém com a
aparigio do nimero numa aritmética elementar.. " Contetido"
significa aqui propriedades do objeto que escapam de uma certa
maneira do sistema operatério demonstrativo, ainda que o objeto em
questao tenha sido introduzido como correlato do sistema operatdrio.
A semintica, poderfamos dizer, ganha entdo uma vida prépria e se
destaca da sintaxe.

Esta caracteristica se manifesta exemplarmente na dialética de
ampliagio dos campos operatdrios, que € uma das modalidades do
progresso matemdtico. A exploragio completa das virtualidades de um
sistema operatorio se revela impossivel no campo de objetos que ele
constituiu; restabelece-se entio a integridade operatéria estendendo-se
o sistema de objetos; uma parte prépria do novo sistema ¢ entao-
muito genericamente uma imagem isomorfa do antigo. Os exemplos
sdo numerosos, desde a invengao dos nimeros complexos até aquela
das distribuigbes.

2. Do ponto de vista precedentemente enunciado, a matemdtica
comegaria portanto com o cilculo de predicados de primeira ordem, e
ganharia seu sentido pleno com a aritmética elementar submetida aos
teoremas godelianos. E preciso contudo sublinhar um outro aspecto
do objeto propriamente matemadtico, sem divida estreitamente
associado ao primeiro, mas que no entanto dele se distingue:
queremos falar da consideragio do infinito como objeto, em oposigio
ao infinito virtual, simples possibilidade de iterago operatdria
indefinida. Esta tltima estd evidentemente presente desde o ¢dlculo
puramente légico de proposigbes, como liberdade de operar, mas ela
nio implica na introdugio de nenhum objeto, nem de procedimentos
explicitamente colocados como infinitos. Que a matemdtica "comega
com o infinito" era a definigio de Cavailles. Observaremos que é de
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fato essa introdugio que ocasiona a formulagio das exigéncias
intuicionistas e que d4 um sentido as dificuldades levantadas pelas
defini¢des ndo-" predicativas" (quando uma enumeragio exaustiva dos
elementos de um conjunto é possivel, nio existe problema real e, por
exemplo, o 1égico intuicionista ndo se distingue em nada do légico
tradicional). Acrescentemos, entre parénteses e sem querer desenvolver
este ponto, que uma das expressdes centrais da introdugio do infinito
¢ certamente o axioma da escolha.

Se a tematizagio do infinito deve ser reconhecida como assinalando o
momento propriamente matemdtico do pensamento objetivo, é sem
divida porque com essa compreensio se aceita definitivamente a
impossibilidade de uma dominagdo completa dos objetos a
prohfera(;ao dos contevidos formais. Desse ponto de vista, a
matemdtica intuicionista nio consiste em recusar totalmente essa
apropriagio mas exprime uma tomada de consciéncia particularmente
aguda de suas condigBes ¢ impSe um fortalecimento das exigéncias de
inspiragio kantiana que concernem a validagio do pensamento relativo
aos objetos. Do mesmo modo, os debates metamatemidticos sobre os’
graus de construtividade dos conceitos respondem 3 preocupagio mais
ou menos bastante presente entre os matemdticos (e sobretudo entre
os légicos) em limitar a liberdade que nos concedemos de manipular
"idealmente" objetos que escapam a operagbes efetivas.

3. A imaginagio matemdtica cria portanto sistemas de objetos
submetendo-se unicamente, de um lado, 3 18gica stricto sensu que
regula seus passos tdticos e, de outro lado, & necessidade de uma
explicagio possivel dos sistemas operatdrios correlativos dos ditos
objetos. Usamos a palavra " criagdo"; criagio certamente
condicionada, mas cuja fecundidade espantosa nio pode deixar de
sugerir que ela &, ao menos de alguma maneira, um efeito da arte. Ndo
existem entretanto objetos matemdticos que poderiamos chamar

n mturals ll

Nio se trata aqui de nogbes primeiras por sua psicogénese e sua
histéria cultural, ainda que essa "naturalidade” empirica seja sem
divida mais frequentemente associada a um cardter natural intrinseco.
Qualificaremos de " naturais" objetos matemdticos que tém por si
mesmos uma for¢(3) privilegiada, que nos propomos relacionar a
duas caracteristicas que poderiam parecer i pnmenra vista
incompativeis:

a) uma "incompletude" essencial que torna sua exploragio
indefinidamente aberta, e que faz com que o conhecimento de todos

(4)N.doT.: noongmal, » prégnance=.
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seus aspectos nio seja jamais esgotado pela captura de alguns dentre
eles nas axiomdticas (que fixam sistemas operatdrios).

b) um tipo de "acabamento", ligado a complexidade das estruturas
abstratas que se pode deles dissociar, e que lhes d4, no dominio dos
seres matemd4ticos, o cardter de entidades relativamente concretas. Eles
sdo para si o seu préprio modelo.

Essa naturalidade poderia sem divida, se nossa ciéncia nesses
dominios fosse mais avangada e mais segura, ser ligada s condigdes
bioldgicas da relagio de um organismo com seu meio. Nio
abordaremos essa questido, que provém de uma biopsicologia e de uma
psicogenética. Mas sob outro ponto de vista, os conceitos " naturais"
nio sdo o simples reflexo de uma realidade empirica da qual eles
seriam oriundos por abstragio, nem a expressio de condigdes a priori
do pensamento sobre objetos da experiéncia semsivel. A nogio de
espacialidade , por exemplo, é um exemplo de conceito matemdtico

" natural", mas nesse sentido um espago lobatchevskyano ¢ igualmente
natural; exatamente como um espago euclideano, porque ele constitui
uma variante igualmente rica e complexa de uma mesma nogio
constitutiva de toda representagio de um mundo de objetos. A idéia
de nimero real, encarada enquanto idéia da " reta numérica”, é um
conceito natural, assim como a idéia de nimero inteiro. Tal como a
entendemos, a naturalidade dos objetos matemdticos n3o poderia
portanto ser assimilada 4 sua proximidade, 4 sua comodidade ou a-
nossa espontaneidade em sua aplicagio a experiéncia. O que se opde
aos objetos naturais nio s3o objetos desviantes, ou sobre-
determinados(4), mas objetos construidos essencialmente por reducio,
abstragdo, e generalizagho: a nogao de grupo, a nogao de

" espago” vetorial, a nogdo de Categoria, por exemplo...

Para interpretar essa distingdo, ¢ preciso reconhecer que a fungio
transcendental da matemdtica comportaria duas orientagSes: uma
voltada para a constitui¢io, num simbolismo rigoroso, de objetos de
facetas muiltiplas, que num certo sentido se bastam a si prdprios - esses
s30 os objetos " naturais” ; a outra orientada para o esclarecimento,
por dissociagdo cirtirgica; de estruturas " elementares" , suscetiveis de
aparecer como aspectos abstratos dos primeiros. Terfamos af duas
modalidades de existéncia matemdtica, ou mais exatamente de ‘
evidenciagio, ou mesmo, se quisermos, de descoberta, da existéncia
matemitica. Bem entendido, uma vez explicitamente esclarecido,
conceitos naturais e conceitos reduzidos estio exatamente em pé de
igualdade, e os conceitos reduzidos, mesmo se eles aparecem na
arquitetura das estruturas como mais fundamentais ou mais gerais, nio
tém verdadeira prioridade: nogdes " naturais” como a de "espago"

(5) N. doT.: no original, ~surdéterminés®: determinados em excesso, por vias ‘concorrentes.
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ou de inteiro reaparecem necessariamente, COmo instrumentos
"ingénuos" meta-operatdrios, na construgio dos objetos mais
abstratos. :

4. Finalizando, se admitimos nossa concepg¢io da matemdtica, o
problema reside em compreender como se articulam a fungio
transcendental auténoma do pensamento matemitico € a possibilidade
de aplicagdes deste ao mundo da empiria. Pode-se falar de um
"milagre" da adequagio dos objetos matemdticos aos fendmenos
naturais, ‘e achd-la, a priori, "insensata"... Duas solugdes cldssicas
foram formuladas que podemos esquematizar assim. Uma solugio

" platdnica" (o adjetivo nio faz certamente justi¢a a Platdo): os
mathemata sio esséncias de toda coisa, e através dos quais sua
realidade pode ser atingida. Uma solugio empirista: os mathemata sio
formas abstratas tiradas da experiéncia. Mas o desenvolvimento da
matemadtica leva a recusar as duas teses.

Diremos antes que a matemdtica visa a construgio da totalidade das
formas de objetos possiveis, ¢ ndo somente de objetos construidos na
intuigdo sensivel (como o mostra a importincia dos seres

" teratoldgicos" ). Seria talvez necessdrio precisar: a totalidade das
formas de objetos construtiveis na intuicio simbdlica.

Essa seria, em suma, a tese leibniziana, mas sob a condigio de nao
restringir os possiveis ao 16gico stricto sensu (subordinado ao tinico
principio de identidade para Leibniz), e de integrar o jogo de
principios correspondente aos principios leibnizianos
"arquitetdnicos" na prépria matemdtica: a produgao propriamente
matemdtica cria objetos certamente imagindrios, mas que tém
contesidos formais nio derivdveis pela légica pura. A "livre"
matemdtica, segundo a expressio de Cantor, tira sua fecundidade do
reconhecimento e da exploragio dos constrangimentos engendrados
pela aparigio de tais conteudos. Entre a multiplicidade das formas de
objetos que ela engendra, algumas, ¢ verdade, o foram explicitamente
com vistas a fornecer modelos dos fendmenos, e é nesse sentido que as
ciéncias da empiria colocam problemas e sugerem soluges ao
matemdtico. E, algumas, nascidas de uma exploragio abstrata
empreendida pela pura imaginagio criadora, se verificam
inopinadamente tteis ao fisico muito tempo depois de terem sido
formadas. Mas, em sua maioria, nascem e permanecem sem aplicages
externas, enquanto formas a priori de objetos possiveis, ricas em
conteidos que nio devem nada i experiéncia de nossos sentidos. Eis
porque a fungdo transcendental da matemdtica é verdadeiramente
criadora, indefinidamente criadora, e ndo cessa de apresentar ao
filésofo, sob uma luz implacdvel, o enigma da relagio entre a
representagio e a realidade.

Tradugdo de Cliudio Roberto Bauzys. Revisio Técnica de Mauro Marcos de Oliveira Bellesa.
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