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,+�$%���(��-.�$���"+���("+���&"���$���+������%��+�"������ "���$%��+-��"("���+

��� � "���������� �"("�/0� ��� � ���,�,"+�#"�$"("��,� ��$-��&��� ���"+��������

�+�$"�&�$"������+-��������%�����+�� ���,"+����"���$���"+"��"�����*�/��"����%�

&"� � ��� � "� 1��#�"$'"� � ��� ��� !"��'� %�"$� !-� � "�#�+1"+�� ��� � "�&���

,+�$%���("���%��+�"���+"��(����!�"����!"�%�"$�!-�� "�#�+1"+�������-���%��+-2

���,�+���%��+�!-�� "�#�+1"+������ "��"���,+�$%���("���%��+�"�/3
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������%������� �++��'"&"���� ��$� �+�$"� ,�����"�/6� ��� � "� ��"�  ��$2� � "

������%������� �++��'"&"��� ����#�� �� '+�%,� ��� ���,� � "� %�"� ��� �"#

�"� ����'�"�/����� "��� "+� ��$2�� "��+�$"�,����-�$"�"+&��"�����������,��&%&

��+�� ���'+�%,�������,��+������ "��$�,���������"#��"� ����'�"�/

�"������+%������#���"���+�'+�#� �&�$"��#�� ����"+����������+�$"/����!�� 

�"���+��� "+"����"4�'"��%���"� ����'�����,+�'+"��/����"("+-�,"+��$����"#

��$�&�+"�,+�$%���("��"� ����'-�����(����!�"/���������!�� ��"���+��� "���+&�

!" �("���&,"����("�-/��%��� "��"� ����'-�%�"$����� "�"��"���+��$���"+�/���"

�"���+�%�"���1���"$���$�%��1���"$���!�+/�� "�,+�$%���(��-�����1���"$�#�+1"+�

��� �' "+2�����"�#"����%&"�� ������-�� "&� �("�� "��1��������%�"�� "��"#"��

�"� ����'-� �(����!�"/� ��� � ��� �"���+� %��1���"$� #�+1"+�� 7%��� ���� %�"

�"� ����'�"�� � ���  �("�!""��%�"$� ��$� �!��$��"$�!"��+"/�� "+"��+"2�#"
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%�$"+�8%���>�( )ii �"("������+�����'���+�$���"+"��"�����1���"$���!�+�)�+� %&��

��,����.2�#�+1"+���+�&�� "�8%����"����&-� �("��&���"+�,+�$%���(��-�� ��

#�+1"+���+�&�� "��+""��+�$"�"����&-/�� "����%��������+�� ���+"�%�������� "

�����#��'/���$"+��+""��+�$"���$���+����� "�$�&"�����,+��"���+"�$"�"+&��"$

���� "����"+���������&�+1"�/��"��$"�2�$�&"�������+&���+"����$�+"�����&,"������

#�� � ,+�$%���(��-� �"�$"+�/� �1���"$�#�+1"+�� $�� ���� ���,� � "� �$�,����� ��

�"� ����'-2�����"�'�("��� "�,+��"���+�� "�'��$�� ���� "-�,+�$%�"2����� "-�%�"

� "�&���� ,+�$%���("� �"� ����'-� � "-�&�4�&�D"� � "�+� ����&"� )��$� � "�+

%�����-./����� "��� "+� ��$2�%�$"+�8%���2�,+��"���+"�$"�"+&��"$����"+����-/

���,,��'�� "��$�,���������"#��"� ����'�"�����+"��"��� "�+"����("�,+��"���

� "�'��$�� ����1���"$�#�+1"+��,+�$%�"2����+"����'�� "�+�����&"�)��$�� "�+

%�����-./�����"�%�$"+�� "�8%�����++��'"&"���� "�!"����"� ����'-�'"�"+���-

�������%�"$2�� "��*������ "�8%����"����&-�����&���"+/��"��$"�2�����"�� "

!"��� �"� ����'-� '"�"+���-� ��� ���� %�"$� � "� �1���"$� #�+1"+�� �+"� ���� ��

,+�$%���("����� "��1���"$�#�+1"+������ "��+""��+�$"�"����&-/

� ��� ,�,"+� �����#�� � "� �,,+��� � ��� ��+"��"� ��$� �+"������ )099E>� 0999.
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&������%�"����� "�$���"+"��"������ "�+�����&"�,"+���,���/��"���$2�$���"+"��"�

����*�� �+"� +"���"$� ��� ���"+"��� '+�%,�� � ��� �  �("� � "� ,�#"+� ��� ���,� � "

�$�,���������"#��"� ����'�"�/���+���%��+�-2�������#��,"+��$�&�$"��
��&"�

��$��� &��D�)099A.���%$-�� "�"��"����������"+����������+�$"����� "��$�,����

����"#��"� ����'�"��%�$"+��#�����%������5��+""��+�$"���$�����+�$"�)�+��&,�+�

8%����"8%������D"+�./��"�'"�"+���D"�� "��!�("�&�$"������� +""���,"���/�*�+��2

$���"+"������
��&"����$��� &��D�#"� �("����������"� �+�D���&�$"�/��"���$2

#"����+�$%�"����"+����������+�$"�%�$"+�&�+"�'"�"+������"�5��+""��+�$"2���$

$���"+"����"("��������+�������$�8%����/�� "�"�'"�"+���D�����������#�%�������&�

,�+"�� "�"��"������+������&"����� "�"�$���"+"����+�$"�,�����"�/�*�+�"4�&,�"2���

�%+�&�$"��#"� ���� �""� � ��� � "� "8%���!+�%&��%���&"���� �� 8%���� ��� ("+-

$���"+"���� ���� "�"8%���!+�%&��%���&"�����+����#�� �+"�,"���� "��$�,����

����"#��"� ����'�"�/����� "���+������"2�+"�������"�����"#��"� ����'�"��#���
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���%+/����� "��"���$�� "+"�#����!"����+"�������"/����� ���+"�,"��2��%+�&�$"�

� �#�� ���� "�"�$���"+"���,�����"�� �("�("+-�$���"+"����%���&"�/�	����!%�

�����"���2��%+�'"�"+���D�����������#�%�������&,%�"��*����&"��"+�"��%�$"+

� "�"�$���"+"����+�$"��++��'"&"������$���&,�+"�� "&�#�� �� "�$���/

� ���,�,"+� ���$�(�$"$� ����� ��("��"�������)����%$��'�� ��� ���+�$%�����./���

�"������02�#"�$"("��,���&�$"�� � ��� ��%$�"�� � "��$�,�������� �"� ����'-/

*�+���#"���%$-����"����&-�%�$"+��+""��+�$"2�� �����2�� "+"��+"����!�++�"+����

�+�$"�#�� ��� "+���%��+�"�/�� "�2�#"���%$-�� "���&"�"����&-�#�� ���+����/

*�����-2�#"���%$-�� ���"����&-�#�� �8%���/��"������3�#"�&�1"�����&,�+����

!"�#""�� � "� "8%���!+�%&� +"�%���� ��� � "� �+""� �+�$"� "����&-2� � "� ��+���

"����&-���$�� "�8%����"����&-/��"������6����"+����&"�8%��������("�+"�%���

�+�&� ��&,%�"+� ��&%�������� ��� � "�&�$"��� $"("��,"$� ��� �"������ 0/� 	���

�"�����������%$"�/
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� "+"��+"��#���-,"������'"���2� i �F�023���$�� "�&"��%+"������ "��-,"� i ��+"

oi >λ /����-,"�( )i ��'"������"�$�#"$�#�� ���"�%���������&"������!�+�����-,"

( )i /��"����%&"�� ���� "���!�+�����-,"�0����%��1���"$���$�� "���!�+�����-,"�3

����1���"$/����"�� �$��"2�� "+"��+"��#��'��$�� y ���$� z /

� "+"�������!�++�#��'���$��"�$��'���$������,��������%&%������/�� "����-

$-��&�������� "�&�$"������ "�"8%���!+�%&��"�"���������,�����"��)� �����2�� "

�"�"����������"� ����'�"��� ���#����!"�%�"$./����#"�#�����""2� ������("�� "

$-��&��� ,����-� �"�"������ ,+�!�"&2� ��� ��� �"�"���+-� ��� $"�"+&��"� � "

��&,"����("��%���&"�#�� ���� "�,"+��$�'�("��� "��"�"��"$��"� ����'-/

� "� ,"+��$� ��&&�$��-� �,��"� ���
5RL = � #�� � �� ,����� ��� L � !"��'

( )21,,,, zzy lllzyx = /� y ���$� z ��+"�� "��������&�%������"�� ����� "�"�'��$�2

yl ����� "��&�%��������!�+�%�"$����,+�$%�"�'��$� y ���$� zil �� "��������&�%��

��� ��!�+���� �-,"� i �%�"$� ���,+�$%�"�'��$� z /��"� �("�$���"+"��� �-,"����

��!�+�$","�$��'�%,���� "��-,"�� ����%,,��"��� "���!�+���$�� "���$%��+-�� ��
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�! ����")�	��-"��$+&"	���.�/0��������	�$1#�2+)�����

%�"��� "���!�+/�� "�+"�����# -�#"� �("�� "�"�$���"+"��"��#����!"��&"���"�+

# "��#"��,"���-�� "��"� ����'-��"�����$�� "�,����-��++��'"&"��/

� "�����%&,������"��������-,"�0���

{ }1 1 2: 1, 0y z zX x L l l l+= ∈ + ≤ = (1)

� "�����%&,������"������-,"�3���

{ }2 1 2 1: 1, 0y z z zX x L l l l l+= ∈ + + ≤ = (2)

yl ����� "��&�%��������!�+��%,,��"$�!-���#�+1"+������$%��+-� y ���$� zil ����� "

�&�%��������!�+��%,,��"$������$%��+-� z �!-���#�+1"+�����-,"� i F�023/��"

� �%�$������"�� ���� "+"�������$���"+"��"�!"�#""���-,"�0���$��-,"�3����� "�-

��$%��+-/�� "�+"����� ��� � ���#"��+"����%&��'�� ��� � ��� ��$%��+-� 7%���%�"�

%��1���"$���!�+���$���-�#�+1"+������%,,�-���/���"�+�-2����"8%���!+�%&�������

�,��&%&���+����-,"�3�����%,,�-�%��1���"$���!�+���+�� "� z ���$%��+-/

�� �#���#�)��!

� "�,"+��$�%�����-��%���������+�!�� ��-,"����

( ) ( )1

,
y z

u y z

ρα α

ρ

−

=  (3)

# "+"� 0, ≥zy ���$� 1≤ρ /��"��$"�2�#"��+"����%&��'�� ���,+"�"+"��"���+"

��&"��",�+�!�"/������$-��&���"�(�+��&"���,+"�"+"��"���+"�+",+"�"��"$�!-

      
( )1

0

t tt

t

y z
ρα α

β
ρ

−∞

=
∑ (4)



��� ����� !�"���#$%���"&'�(�")��" $&�*$� "#��#"%+� ',' (

�! ����")�	��-"��$+&"	���.�/0��������	�$1#�2+)�����

�� ���8)"&"9'�!

� "+"��+"�� +""��"� ����'�"�/�� "���+����"� ����'-�,+�$%�"��'��$� y /����

,+�$%�������"����

( ) { }3 : , 0t
yX t x L y l zπ+= ∈ ≤ = (5)

# "+"� 1>π /�����&,�������������8%������( )5 ����� ���� "+"�������"4�'"��%�

�"� ����'�����,+�'+"������� "� y ,+�$%�������"���+/

� "��"���$��"� ����'-�,+�$%�"��'��$� z /����,+�$%�������"����

( ) { }4 1 2, : , 0a b
z zX a b x L z l l yγ γ+= ∈ ≤ + = (6)

# "+"� 1>γ /���"&"���� ba < ��+"����"'"+��� �����$"4�� "� z �,+�$%����������

,"+��$/�� "�"�"�"&"�����+"�$"�"+&��"$�!-�,����,����-��"�"������/��"��+"

���%&��'�� ��� πγ > /��"�� �%�$������"�� ������� "� z ���$%��+-�#�+1"+���+"

$���"+"��/����-,"�3�#�+1"+2�� "��1���"$��-,"2����&�+"�,+�$%���("���$����-,"

02�� "�%��1���"$��-,"/

� "�� �+$��������+"�'���+�$"��"� ����'-�� ����+�����+&����"�'��$������� "

�� "+������+��"�
*
ztp ����,"+��$� /������"� ����'-��"����

( ) { }*
5 1 2: 0, , , 0zt y z zX t x L y p z l l l= ∈ + = ≥ (7)

� "� �&,���������� ��� � ��� �"� ����'-� ���%&,����� �+"� � ��� � "+"� �+"� ��

!�++�#��'��+��"�$��'���$�����+���,�+�����������/

� "�+��"����# �� � z �����!"��+�����+&"$������ y �#�� �����"+����������+�$"���
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γ
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 
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��&,"����("� "8%���!+�%&� ���� !"� $"�"+&��"$� ��� �� �%������� ��� � "� ����"

(�+��!�"�� ( )tbas ,,= 2�����"�� "+"�������!�++�#��'��+��"�$��'���$������,����
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1ˆ =i
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i Xx ∈

                                                      ziziyiyz lwlwzpy +≤+

       (ii) For 5,4,3=j

          { }j
j
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       (iii) Market Clearing

             5432
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<�#2��"��%����%$-�� "�$-��&���,�+������%+�"8%���!+�%&/��-,"�3�����"���("�-

� ���"��# "� "+����� ���������!"��"+��"� ����'-��+����/=

A ���� "��%!�"8%"���$"������������"8%���!+�%&�� "� s ��+'%&"�������&,��������+������ "�"8%���!+�%&

"�"&"���/

= �"��+"�+%����'��%��� "�,����!����-�������+""�+�$"+/�� �����2�� "�����������)� "���!�+�%����.� ���� "

,�#"+����$"��$"���$�����&,��"�� "��"� ����'-�� ���#����!"�%�"$�!-�������+&�/���$�(�$%����������
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

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,

,
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����-��&����"�%+��("��8%���!+�%&����,+"�"��"$�����+�,��������3/

�"��+"�#"�'����-��%+� "+�#"�� �%�$�"4,�������"�,����/�����"�!�� ��-,"����
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��2�#�+1"+������-,"�0�#�+1����� "�,+�$%���������'��$� y ���$�#�+1"+����
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,+�����!%���%+�+"�%����$������$","�$����� ����,"�����D�����/��"�#����,+�("
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"4�"�$"$����� "��� "+����"�./9
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����!���1�� "��$�,���������"#��"� ����'�"�/�� "����%��������+�� ���+"�%�����
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#�+�$/�� "+"��+"2�� "� �' "+����� "�&�+'�����,+�$%���(��-������!�+�����-,"�3

� "� �' "+���� �������&"/�;�("��� "�,+�$%�������%������2�� "�'+�%,�����-,"
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�#'& ")���'4�'#$ ���

�! ����")�	��-"��$+&"	���.�/0��������	�$1#�2+)�����



�����������5���� 8�#��'!��#��� #$%�	� 8$ �'!� 8��$9�) !�8$,��$���!!� "� 8�� ( )tX 5

 ��8)"&"9(� $)%� γ≤≤ n1 	�  8�)�  8�� 1�! � ! #$ �9(� �"#� A"#B�#!� "��  (<�� �� '!� )" 

1&"�B')9� 8���$%"< '")�"�� 8��)�A� ��8)"&"9(���8$ �'!	� tb = 	��"#�$&&� t �

<"4��,+�,��������#���� �����%$"� � "�,+������� � "� "4���"��"���� ��$-��&��

+"�%+��("�"8%���!+�%&�%�$"+��+""��+�$"/�� "����%�����������+��' ���+#�+$����"

#"�%�$"+����$��+�,��������0/�� �����2�����"�� "+"�������!���1��'�� "+"���
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�����������5���� ( )1,0
~

,1 ∈≤≤ βγn �$)%� 8�#��'!��#��� #$%�	� 8�)� 8�#��'!�$

+)'=+��%()$:'��#��+#!',���=+'&'1#'+:�A8�#��$&&�"�� (<����A"#B�')� 8�� z �')%+! #(

. 8$ �'!	 221 ,0 λ== zz ll /�$)%

*

*
1 1 1

t it t

t it t

y y y

y y y
π

− − −

= = = (10)
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*
1 1 1

t it t

t it t

z z z

z z z
λ

− − −

= = = (11)
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�+�&��8%�������( ) ( )1110 − �#"��""�� ������"8%���!+�%&�� "��+""��+�$"�"����&-
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( ) λλ ′>Ifi 2�� "�
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( ) λλ ′<Ifii 2����#�����&,�+��'��$� z >

( ) λλ ′=Ifiii 2�� "+"��������+�$"/

� "� ���%��������� � "� ,+�,�������� �!�("� ��� ��� �����#�/�;�("�� � "� +"����("
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Parameters Values 

α 0.7 
ρ 0.5 
β 0.96 
δ 0.05 
γ 1.02 
π 1.015 
η 1.01 
λ1 98 
λ2 2 
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Λ  Average TFPf / TFPq 

0.5 36.9 
1 21.8 

1.5 14.8 
2 11 

2.5 8.4 
3 6.8 
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������7�*����7�����*��

3�**��������������*�����������

Λ  Average  Difference in Productivity for Type 2 

0.5 4.4 
1 3.5 
1.5 2.9 
2 2.6 
2.5 2.3 
3 2.1 

�����3�G
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* 1yt ytp p= = (20)

*
ztzt pp = (21)
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����"� γη ≤≤1 � ��� �����#�� � ��� 21 zyz ww ≤≤ � ��$� 01 =zl � ��$� 22 λ=zl /

� "+"��+"2�� "�����&"������-���!�+�����-,"�3���� ( ) .b
z sp λ �����"�� ( ) *

ztz psp =
���"4�'"��%��-�'�("�2�� "�!"���� ���#�+1"+������-,"�3�����$�����������+"��"

� "�+�,+�$%���(��-�� �����'�� "�&����"�����"����"� ����'-2�&�1��'� tb = /
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#���������#�� "�"���",�/�*�+��2�#"�#����� �#�� ���� "�����%&"+����$���+&�

$"&��$� �%�������� ����%���"$� ��+� � "� ,"+��$� "����&-� ������-� � "�&�+1"�

��"�+��'� ���$������� )����"� � "-� ��"�+�-� ���("� � "� ��+&�� ��$� ����%&"+�

,+�!�"&����&�4�&�D�����./�� "�� ��#���� � �#� � ��� � "+"� "4����� �� %��8%"

(��%"� �%������� � ��� ���("�� � "� '+�%,� 3� $-��&��� ,+�!�"&2� '�("�� � ��"

�%������������ "�,"+��$�"8%���!+�%&�)���!"��+"2�� "��%���������$","�$"��-

��� s ����&,�����./
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γπ
== ~~

(22)

t
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y
y

γπ

*
*

*
* ~~ == (23)

and for 2,1=i

t
it
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it

it

z
zand

y
y

γπ
== ~~

(24)

�-����%&,����2� γη ≤≤1 /��%�2���� γη ≤ 2�� "�� yz ww ≤1 ��$�� "��-,"�0�#�+1

���� "�,+�$%���������'��$� y /����� "��� "+� ��$2����� 1≥η � "�� yz ww ≥2

��$�� "��-,"�3�7%���#�+1����� "�,+�$%���������'��$� z /�� ���� �#��� ��

01 =zl ���$� 22 λ=zl /
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*+�&� � "� �"� ����'�"�� $"���"$� ��+� ,+�$%������ ��� '��$�� y ��$� z ��$

�8%�������)33.�O�)3E.2�����"� γη ≤≤1 /

21
~~ λλ == tt zandy (25)

<�#2��"��%��� �#�� ���� "�&�+1"����"�+��'����$����������������"$/�������"��-���

�""�� ���� "���!�+�&�+1"����+"����"8%���!+�%&/��"��""$����("+��-���+��� "+

'��$�/�*�+�'��$� y #"�'"�

*
12211 yyy t +=+ πλλλ (26)

��(�$��'��8%������)3=.�!-�
tπ 2�%���'�� "�$"����������'�("��!-��8%������

)3E.�O�)3A.���$�� "�����%&"+�&�4�&�D������,+�!�"&2�#"�'"�

( ) tby −+−−= γαηλλα 21
* 1~ (27)

�","����'�� "���&"���",����+�'��$� z �#"�'"�

( ) tbz −+−= γαηλλαη 21
* 1~ (28)

�$$��'�%,��8%�������)3?.�O�)3:.2�#"�'"���+�&�� "��"� ����'������"�� ( )tX 5

00~~ ***** =+⇔=+ zpyzy zη (29)

�8%�������)3?.�O�)39.������%$"�� "�,+����� ���&�+1"�����"�+/

*+�&� �8%������� )3A.2� )3?.� O� )39.� ��$� � "� $"&��$� �%�������� ��� � "

����%&"+��#"�'"��� "�'+�#� �+��"��'�("��!-��8%�������)0G.�O�)00./

<�#2�#"�7%����""$����� �#�� ���� "+"�"4�������(��%"��%����������(��'�� "

�-,"�3�,+�!�"&/�*+�&�� "�����%&"+�%�����-��%�������)�""�)E..���$��8%������

)3E.���+� 2=i 2�#"�'"�
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# "+"�� ( )1,0
~ ∈β �!-����%&,����/
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# "+"� ( )[ ]ραα αα −−=Ψ 11 P ( )ρ

�"���"� atabtb −=−= ˆ,ˆ ���$� 0ˆ =t /�� "�����%&"+������-,"�3�,+�!�"&

����!"�#+���"����

( ) ( )










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′
svsv

bb
ˆˆ1

maxˆ ˆˆ
β

γ

ρ

                                                (32)

� "+"� { } { }1,...,ˆ1,...,ˆˆ btttbXb −=−+−=∈′ /� �%�� �+�&��+�,�������� )0.2

{ }1,0ˆ =X 2�����"� tb = /

���,+�("�"4���"��"���$�%��8%"�"���#"�#����#�+1�#�� �� "����("4� %�����

X̂ 2�� ���#"������ [ ]1,0=X /���"�+�-2�L�������("4/�<�#2�$"���"� Γ 5 XX →
!-� ( ) Xb =Γ ˆ /�� %��2� ().Γ �������"&,�-2���&,����(��%"���$�������%�%�/
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���7%���+"&��������!"�� �#��� ���� ������%������������"���%+��+�'�����,+�!�"&2
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12211 λπλλ t
tt yy =+

� "�$"&��$���+��-,"�02�� �����2� ty1 2����
tαπ ���$�� "�$"&��$� ty2 ���

t
ztp γα �/

�%!����%������!�("�-�"�$�

( ) ( )λπγλααπλ −=+− 11 tt
zt

t p

*%+� "+��+�����+&������#�� �� "�%�"�����8%������):.

λ
αηα

αλ ′≡
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−=
1

1
(33)

����#�� �#�� �����+����&���"+�λ �� "���%��+-��&,�+���'��$� z /����#"�+"$%�"

λ �#"��""�� ���� "��"��� ��$���$"����� "���+���!�''"+�� "��� "�+�' �� ��$���$"/

� ��� �,,"���!"��%�"�� "�+"$%��������� λ �$"�+"��"��� "�,+�,�+��������� "

#�+1"+��� �������%&"�'��$� y #�� �+"�,"������� "�#�+1"+��� ���,+�$%�"���/

�("+-� ��'�"��"����������� ����&�1"��� "�,+�$%��������� y !�''"+�� ���� "

$�&"���������%&,����/��-�� "�"8%���!+�%&����� "��+�$"�!�����"�� �����%��+-

�&,�+���'��$� z /�� "���&"��,,��"������ "����"�# "+"�λ ����+"��"�/
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� "��$�,���������"#��"� ����'�"�/�� "�2�'�("��� ���� "+"�������!���12�#"

#����� �#�� ���� "+"�"4�������"8%���!+�%&/

�%,,��"�� "�'�("+�&"������+�$%�"������+����τ ���� "��&,�+������'��$� z ���

,"+��$�T /�����""����� "�#�+1"+������-,"�3��+"�!"��"+��������� "-�!���1�� "

�"#��"� ����'-�#"�7%����""$������&,�+"�� "�%�����-��+�&�,"+��$�T ���/

�����
2
NU � � "�%�����-������+",+"�"�����("���'"���#�� � ��!�+���� �-,"�3��+�&

,"+��$�T ���2�# "��� "+"�������!���1����� "�%,��&��'��"� ����'-/����� "
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2
BU ����� "�%�����-����#�+1"+������-,"�32���+�� "���&"�,"+��$2���

� "-�!���1�� "��"#��"� ����'-/�<�#2�����"� ( ) 0,1 *1 ><−
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BU ��+"������"/

� "�,+��"����'��$� z ���'�("��!-� ( )
T

T

γ
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