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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se um estudo sobre os principais métodos para iden-
tificar os caminhos de maior duragdo em redes PERT, denominados na literatura
de caminhos k-criticos (quando k = 1, tem-se o caminho mais longo, conhecido
tradicionalmente por caminho critico; quando k = 2, tem-se o segundo caminho
mais longo, e assim sucessivamente). Sdo discutidos trés algoritmos apresentados
na literatura e propée-se um novo procedimento, denominado algoritmo da folga
minima, que apresenta algumas vantagens sobre os anteriores. O comportamento
do algoritmo da folga minima, quando aplicado a redes PERT, é verificado por

meio de simulacdo.

1 Introducéo

Um dos fatores decisivos para a competitividade em
empresas de projeto € o fator tempo, que, assim como
o fator custo, é considerado como um critério ganhador
de pedidos. Assim, a reducdo do tempo de execucgdo do
projeto € um importante objetivo para essas empresas.

Para obter vantagem competitiva no tempo de
execucdo do projeto, normalmente, seu planejamento &
feito, primeiro, com base na duracio esperada das suas
atividades, gerando, assim, a duragdo esperada do projeto
(Te), dada pela duracdo do seu caminho mais longo. Em
seguida, estabelece-se uma meta, T*<Te, para sua reali-
zacdo e busca-se atingi-la acelerando os caminhos que
possuem duracdo maior que T*. Portanto, € fundamental
identificar todos os caminhos que apresentam duracgio
esperada superior a T*.

Um caminho k-critico numa rede refere-se ao caminho
com a k-ésima maior duragdo. Quando k = 1, tem-se o
caminho de maior duragfo, tradicionalmente conhecido
por caminho critico; quando k = 2, tem-se o caminho
com a segunda maior duracdo, e assim sucessivamente.
Interessa, portanto, conhecer os caminhos P, do projeto,
k=1, 2,..., n, cujas duragdes T(P,) sejam maiores que T*.

A literatura fornece trés importantes algoritmos para
determinacdo dos caminhos k-criticos em redes. Baseado
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num procedimento de enumeracdo seletiva de cami-
nhos, Dodin (1984) apresenta um método aproximativo
para identificar os caminhos k-criticos mais longos em
redes probabilisticas, isto €, redes em que a duragdo das
atividades € uma variavel aleatéria. Yen et al. (1989)
apresentam vdrios algoritmos para redes deterministicas,
todos baseados num processo de ramificagdo e corte
de caminhos parciais, o que acarreta baixa efici€ncia
computacional, uma vez que muitos caminhos parciais
inicialmente ramificados sdo abandonados ao longo do
processo. Ju e Saleh (1991) apresentam um procedimento
que evita esse inconveniente, o que o torna o algoritmo
mais eficiente dentre os disponiveis na literatura. Esses
trés artigos serdo analisados neste trabalho.

A literatura especializada nfo apresenta extensa lista
de publicagdes para busca de métodos de determinacao
dos caminhos k-criticos em redes. Parece que o desen-
volvimento de métodos se circunscreve principalmente a
esses trés artigos citados. Contudo, vérios trabalhos mais
recentes, que necessitam da identificacdo de caminhos
k-criticos para seus propdsitos, referenciam os artigos
analisados neste texto. Esses trabalhos se concentram
nas dreas de andlise de projetos fisicos e de andlise de
circuitos eletrénicos. Dentre aqueles pertencentes a
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primeira destas dreas, pode-se relacionar Kim et al.
(2007), Ghomi e Rabbani (2001) e Soroush (1994),
que citam Dodin (1984). Soroush (1994) apresenta um
método para determinar a probabilidade de cumprir prazo
de conclusdo do projeto cuja construcio se assemelha ao
processo utilizado por Dodin (1984). Ghomi e Rabbani
(2001) apresentam um método para identificacio da
fungdo de distribuicdo do tempo de conclusio de projetos
em redes estocdsticas que apresentou, em alguns casos,
resultados melhores que aqueles obtidos por Soroush
(1994). Kim et al. (2007) apresentam uma heuristica para
a alocacdo 6tima de recursos em projetos para garantir,
com alta probabilidade, a sua realizacdo dentro de um
prazo pré-definido. Dentre os trabalhos recentes relacio-
nados com a drea de eletronica, pode-se citar Luo et al.
(2006), referenciando Ju e Saleh (1991), e Borna et al.
(2005), que referencia Yen et al. (1989). Ambos estudam
o problema de atraso de resposta em circuitos eletronicos
e para isso € usual enumerar os caminhos que podem se
tornar criticos.

Neste artigo, faz-se um estudo dos trés métodos de
busca de caminhos k-criticos citados e apresenta-se o
algoritmo da folga minima com o objetivo de identificar
todos os caminhos numa rede PERT que possuem duracgio
superior a um valor predefinido T*, o qual se apresenta
como uma alternativa ao algoritmo de Ju e Saleh (1991),
pela maior facilidade de implementacgdo. Esse novo algo-
ritmo fundamenta-se em dois procedimentos: o primeiro,
apresentado por Contador (2001), identifica, com grande
eficiéncia, os caminhos da rede que estdo explicitos pela
folga das suas atividades; o segundo procedimento busca
0s eventuais caminhos que o primeiro ndo pdde identi-
ficar.

Este artigo estd organizado da forma descrita a seguir.
Na secdo 2, s@o apresentadas a nomenclatura e as defi-
ni¢des utilizadas ao longo do texto. Nas trés secdes
seguintes, sdo apresentados os trés algoritmos ji dispo-
niveis na literatura. Na secdo 6, apresenta-se o algoritmo
da folga minima; na se¢@o 7, sdo discutidos os ensaios
computacionais realizados para avaliar a eficicia do
primeiro procedimento embutido nesse algoritmo; e, na
ultima secdo, sdo apresentados os resultados e as conclu-
soes do trabalho.

2 Nomenclatura e definicées

A seguir sdo fornecidas a nomenclatura e as defini¢des
utilizadas ao longo do texto. Para mais detalhes sobre
conceitos em redes PERT, pode-se consultar Moder et al.
(1983).

Seja G (V, A) a rede representativa de um projeto em
que A={ a,r= 1,2,..., m} € o conjunto de arcos orientados
da rede, representando as atividades do projeto, e V={v,
i=1,2,...,n} o conjunto de vértices, ou de nds, da rede.
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Considere que aos vértices da rede existem atribuidos
nimeros i = 1, 2,..., n e que uma atividade ¢ representada
pelo par (i, j) correspondendo, respectivamente, aos seus
vértices de inicio e de término.
A rede estard na sua forma candnica se todas suas
atividades iniciais emergirem de um unico vértice s, ao
qual serd atribuido o nimero 1, e todas as atividades
finais incidirem também num dnico vértice t, ao qual serd
atribuido o nimero n. Para colocar a rede na forma cand-
nica, criam-se os vértices s = 1 e t = n e unem-se, por
meio de arcos ficticios, o vértice s a cada um dos vértices
iniciais da rede original e cada um dos vértices finais da
rede original ao vértice t.
O vértice j € dito sucessor imediato de i se existir um
e um s6 arco entre ambos, emergindo de i e incidindo
em j. Nessas condigdes, o vértice i € chamado antecessor
imediato de j.
Duas atividades sdo ditas atividades adjacentes se
ambas tém o mesmo no i como vértice de inicio (como as
atividades (i, j) e (i, k)), ou se ambas t€m o mesmo né k
como vértice de t€rmino (como as atividades (i, k) e (j, k)).
Se duas atividades (i, j) e (j, k) t€m o nd j como evento de
término da primeira e evento de inicio da segunda, entdo
a segunda atividade € dita sucessora imediata da primeira
e esta, antecessora imediata da segunda.
A cadaatividade (i, j) € A serdo associados os seguintes
parametros:
a) T(, j), a varidvel aleatéria duracdo da atividade (i,
i) TG, e [toG, s tpd, ;

b) to(i, j), a duragdo otimista da atividade (i, j). Se (i, j)
¢ ficticia, entdo to(i, j) = 0;

¢) tp(i, j), a duracdo pessimista da atividade (i, j). Se
(i, j) é ficticia, entdo tp(i, j) = 0;

d) tmp(i, j), a duracdo mais provavel da atividade (i,
)

e) t(i, j), uma realizagdo da varidvel T(j, j);

f) 1, j), a média da varidavel T(, j); e

g) s%(i, j), a variancia da variavel T(i, j).

A média 1(i, j) e a varilncia s(i, j) da duragdo de uma
atividade (i, j) podem ser estimadas por t(i, j) = [to(i, j) + 4
tmp(i, j) + tp(i, HI/6 e s*(i, j) = [ to(i, j) - tp(i, ))]2/36.

Considerando-se a rede do projeto na forma canonica,
dada uma realizacdo t(i, j)e T(i, j), para toda atividade (i,
J)E A, define-se:

a) data mais cedo de um vértice i, denotada por

E(@) e determinada por E(i)) = 0 para i = 1, e
EQG) = n{]ziix (E(ui)+ t(ui,i)), paraj =2, 3,.., n, em
que u, sdo os vértices antecessores imediatos de i,
como sendo o primeiro instante no qual todas as
atividades que emergem de i podem ser iniciadas,

(E(i) € igual a duracdo do caminho mais longo entre
os vértices s e 1);



Determinacao de caminhos k-criticos em redes PERT 465

b) data mais tarde de um vértice i, denotado por
L(@) e determinada por L(i) = E(i), parai = n e

L(i) = min(L(v,) - t(v,,i)), para,i=n—1,n-2,..., 1,

em que v, sdo os vértices sucessores imediatos de i,
como sendo o ultimo instante no qual todas as ativi-
dades que incidem em i devem ser concluidas para
que o projeto seja concluido na data L(n) ([L(n) —
L(p)] € igual a durag@o do caminho mais longo entre
o evento p e o evento t, fim do projeto); e

c) folga da atividade (i, j), denotada por f(i, j) e deter-
minada por (i, j) = L() — E(1) - t(, j), para todo
(1,j) € A.

Um caminho P na rede € um conjunto de arcos {a,,
Ay ap}, coma € A, (i=1,.,p), talquea =(s,j) e a
= (k, t), sendo a,_, sucessor imediato de a,,i=1,...,p— 1.
Obedecendo-se a orientacdo dos arcos da rede, por meio
de um caminho € possivel percorrer a rede e atingir o
vértice t a partir do vértice s. Um caminho P pode ser
representado também pelo conjunto de vértices que o
compde, ou seja, P={s, j,..., k, t}.

Um caminho parcial P(i/j) na rede ¢ um conjunto
de arcos {a, a,..., a}, coma € A (i = 1,.., 1), tal que
a, = (i, k) e a =(q, j), sendo a_, sucessor imediato de a,,
i=1,..., r— 1. Obedecendo-se a orientagdo dos arcos da
rede, por meio de um caminho parcial P(i/j), € possivel
percorrer a rede desde o vértice 1 e atingir o vértice j.
Um caminho P(i/j) pode ser representado também pelo
conjunto de vértices que o compde, ou seja, P(i/j) = {i,
K,....q,j}-

A cada caminho P, parcial ou ndo, da rede pode-se
associar um valor de tempo representando a duragdo do
caminho P, denotada por T(P) e determinada pela soma
das duragdes das atividades que compdem o caminho P,
ou seja: T(P) = z t(i,j).

(i.j)eP

Um caminho critico em um projeto € aquele de maior
duracg@o. A duracio do projeto serd determinada, portanto,
pela duragdo de um caminho critico. Um projeto, no
entanto, pode ter mais de um caminho critico.

A folga de um caminho P, denotada por F(P), € a
diferenca entre a duracdo do projeto e a duragcdo do
caminho P.

Seja P(s/j) = {P'(s/j), P*(s/j),..., P*(s/j)} o conjunto
de caminhos parciais da rede com inicio no vértice s e
término no vértice j. O caminho P*(s/j) € P(s/j) possui
ordem k < p entre seus pares se Pr[P*(s/j) > P*(s/j)] >
Pr[P*(s/j) > P(s/j)], paratodor = 1, 2,..., p — k e Pr[a]
representa a probabilidade do argumento o. Eviden-
temente, a definicdo aplica-se também a caminhos
completos, isto €, para j = t.

3 O algoritmo de Dodin

O algoritmo de Dodin (1984) determina os caminhos
k-criticos que dominam em probabilidade os demais
caminhos da rede.

Considere-se a rede do projeto na forma candnica. Ao
explorar um determinado vértice j da rede, o algoritmo
identifica os caminhos parciais P(s/j) olhando apenas
para os caminhos parciais dominantes P(s/v,) deter-
minados na iteragdo anterior, em que v, sdo 0s vértices
antecessores imediatos a j. Mantém-se na lista de cami-
nhos sempre aqueles k caminhos parciais Pi(s/v,), j = 1,
2,..., k que dominam em probabilidade os demais cami-
nhos que chegam em v.. Percorre-se, assim, a rede a partir
do vértice s e explora-se cada um dos nés da rede, até
alcancar o vértice t.

Paracompreender como o algoritmo de Dodin funciona,
considere-se a rede da Figura 1 (que jd se encontra na
forma candnica), para a qual se desejam determinar os
dois caminhos que dominam em probabilidade os demais.
Desconsiderando-se os valores associados aos arcos da
rede, inicie-se a aplicac@o do algoritmo pelo vértice s =
1. Considerando-se P'(1/1) o caminho que incide sobre
o né 1, sobre o né 2 incide apenas o caminho {1, 2} =
[P'(1/1) + (1, 2)]. Assim, P'(1/2) = {1, 2}. Passa-se para
o nd 3, sobre o qual incidem os caminhos {1, 2, 3} =
[PI(1/2)+ (1,3)] e {1,3} =[P1(1/1) + (1, 3)]. Supondo-se
que o primeiro domine em probabilidade o segundo,
denominamos P!(1/3) = {1, 2, 3} e P2(1/3) = {1, 3}.
Passando para o vértice 4, verifica-se que os nés 1, 2 e
3 sdo antecessores imediatos a ele e, para determinar o
caminho P'(1/4), confrontam-se o caminhos dominantes
que chegam por esses nos, ou seja: {1, 4} = [P'(1/1) +
(1, D], [P'(1/2) + (2, 4)] e [P'(1/3) + (3, 4)]. Supondo-se
que o dominante seja este ultimo, tem-se P1(1/4) = {1,
2, 3, 4}. O caminho P%(1/4) € escolhido dentre os que
restaram, isto €, caminhos [P'(1/1) + (1, 4)], [P'(1/2) +
(2, 4)] e [PX(1/3) + (3, 4)] (observe-se que P'(1/3) ja foi
escolhido, entdo P2(1/3) passa a ser o caminho dominante
a partir do vértice 3). Suponha-se que P*(1/4) = {1, 2, 4}
= [P%(1/2) + (2, 4)]. Finalmente, chega-se ao né 5 que

Figura 1. Rede do projeto para exemplificagao dos algoritmos.
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possui como antecessores imediatos os vértices 2, 3 e 4.
Para se escolher P!(1/5), consideram-se apenas os cami-
nhos dominantes que chegam por esses vértices, ou seja,
[P'(1/2) + (2, 5)], [P'(1/3) + (3, 5)] e [P'(1/4) + (4, 5)].
Suponha-se que P'(1/5) = [P'(1/4) + (4, 5)]. Em seguida,
escolhe-se P?(1/5) dentre [P'(1/2) + (2, 5)], [P'(1/3) +
(3,5) e [PX(1/4) + (4, 5)].

O algoritmo de Dodin (1984) possui as seguintes
caracteristicas:

a) a duragdo das atividades do projeto deve possuir
distribuicdo de probabilidade discreta (¢ apresen-
tada uma metodologia para discretizar a distribuicao
de probabilidade quando esta for continua);

b) identifica os k caminhos do projeto que dominam
em probabilidade os demais caminhos;

¢) o procedimento apresentado possui complexidade
computacional de ordem O(Ckn?), sendo C de
ordem O([R]?), em que R € o nimero maximo de
valores discretos aleatérios que a duracgdo das ativi-
dades do projeto pode assumir, k € a quantidade de
caminhos dominantes que se deseja, n € o nimero
de nos darede; e

d) o procedimento apresentado nem sempre identifica
corretamente os caminhos mais longos.

O Quadro 1 reproduz os resultados dos ensaios
realizados por Dodin para a busca dos trés caminhos
dominantes sobre cada uma das redes ensaiadas. As redes
estdo identificadas pela dimens@o do par de valores (V,
A), nimero de vértices e quantidade de arcos, respectiva-
mente. Nos ensaios, foram identificados os verdadeiros
trés caminhos mais longos por enumeragdo completa,
simulando a duracdo do projeto. Quando houve empate
entre os caminhos identificados pelo seu algoritmo e pelo
processo de simulagdo, foi langado o valor 1 nas colunas
relativas aos valores de k. Caso contrario, langou-se o
valor zero. Observa-se uma quantidade expressiva de
redes, principalmente para valores maiores de k, nas
quais a identificacdo nao foi correta.

Quadro 1. Resultados dos ensaios apresentados por Dodin
(1984).

Redes Caminhos Redes Caminhos

V A k=1 k=2 k=3 V A k=1 k=2 k=3
10 15 1 1 1 20 60 1 1 1
10 20 1 1 1 20 70 1 0 1
10 30 1 0 0 20 80 1 1 0
10 40 1 1 0 30 45 1 1 1
20 30 1 1 1 30 60 1 0 1
20 40 1 1 1 30 75 0 1 0
20 50 1 0 0 30 90 1 1 0
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4 O algoritmo de Yen, Du e Ghanta

Yen et al. (1989) sugerem diversos algoritmos para
identificar os k caminhos mais longos do projeto. O
primeiro deles (denominado Algoritmo 1) € apresentado
a seguir. Tanto a nomenclatura quanto a linguagem foram
adaptadas para unificd-las com aquelas utilizadas neste
artigo.

Passo 1: (Reducdo da rede original a forma candnica).
Transforme a rede original do projeto na sua forma cano-
nica, incluindo os vértices s = 1 e t = n e os respectivos
arcos ficticios.

Passo 2: (Rotulagdo dos vértices). Facga E(n) =0e
determine, para cada um dos nés i, i=n—-1,n - 2,...,

1, I:(i)zmax(lj(vi)+t(i,vi)), em que v, sdo todos os

vértices sucessores imediatos de i.

Passo 3: (Criagdo dos k caminhos parciais). Crie
k caminhos parciais Pi(S/Vi), i=1,2,..k emqueséo
vértice inicial darede e v,i=1,2,..., k sd0 0s k nés suces-
sores imediatos de s que possuem os maiores valores de
E(Vi). Se o nimero r, de nds sucessores imediatos de s
for menor que k, mantenha os caminhos parciais Pi(s/v ),
i=r +1,.., kvazios.

Passo 4: (Rotulag@o dos k caminhos parciais). Deter-
mine para cada caminho parcial P‘(S/Vi),_i =1, 2,..., min(k;
r) o valor de T[P(s/v))] = [t(s, v) + L(v,)] e disponha
os caminhos parciais P(s/v) em ordem ndo crescente
dos valores de T[P'(s/v,)]. Para os caminhos vazios faca
T[P'(s/v)] = 0. Assim, P'(s/v) serd o caminho parcial
com origem no vértice s € t€rmino no veértice v, sucessor
imediato de s que possui o maior valor de T[P'(s/v)], para
i=1,2,.., mink;r).

Passo 5: (Ramificacdo de um caminho parcial). Faca
i=1. Seja q o dltimo vértice incluido no caminho Pi(s/q).
Se q =t, siga para o passo 9. Caso contrdrio, ramifique o
caminho P(s/q) em n novos caminhos, Pi(s/u ), em que n
€ o nimero de nés u, r = 1, 2,..., n, sucessores imediatos

de g. Calcule T[Pi(s/u)] = [ Z t(i,j)+ L(u )], r=1,
(i)eP! (s.u,)

2,...,n e disponha os n novos caminhos Pi(s/u ) em ordem

nio crescente dos valores de T[Pi(s/u)].

Passo 6: (Extensdo de um caminho parcial). Estenda
o caminho parcial Pi(s/q) incluindo o né u, = 1, 2,...,
n adjacente a ¢ com o maior valor de T[Pi(s/u)]. Esse
caminho serd Pi(s/u,).

Passo 7: (Substituicdo de caminhos parciais). Se
T[P,(s/u)] > T[Pi(s/v)] para algum caminho Pi(s/v),
j =1+ 1,., k, parcial ou ndo, substitua esse caminho
parcial por P} (s/u,). Proceda de forma andloga para os
demais caminhos parciais Pi (s/u), r = 2,..., n, ou seja,
enquanto existirem caminhos parciais Pi(s/v), j=i+1,...,
k, com T[Pi(s/v)] < T[Pi(s/u)], para algum r = 2,..., n,
substitua Pi(s/v,) por Pi(s/u ).
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Passo 8: (Obtencdo do i-ésimo caminho mais longo).
Repita os passos de 5 a 7 até que Pi(s/q) se torne um
caminho completo, que ocorrerd quando o vértice q
for antecessor imediato do vértice t. Nesse momento,
Pi(s/u)) = P{(s/t) = P'e T(P) = T[P|(s/t)].

Passo 9: (Constru¢do dos demais caminhos mais
longos). Se 1 = k, pare. Caso contrdrio, facai=1+ 1 e
retorne ao passo 5.

Aplicando-se o procedimento a rede da Figura 1, veri-
fica-se que ela j4 se encontra na forma candnica, com s =
1 e t = 5. Adotando-se o procedimento PERT determi-
na-se L(5) =E(5)=25,L4)=17,L(3) =12, L2)=4e
L(1) = 0. Assim, os valores de E(i) serdo iguais a 25, 21,
13,8 e O paraosndsi=1,2,3,4e 5, respectivamente.
Supondo-se que se queira determinar os 4 caminhos mais
longos do projeto (k = 4), pelo passo 4 do algoritmo,
teremos P'(1/2)={1,2},P*(1/3) = {1, 3}, P*(1/4)={1,4},
P*= {0}, com T[P(s/v,)] iguais a 25,19, 13 e 0, parai=1,
2, 3 4, respectivamente. Pelo passo 5, o caminho parcial
P'(1/2) é ramificado em trés novos caminhos (existem 3
nds adjacentes aon6 q=2,u, =3,u,=4eu,=5):P/(1/3)
={1,2,3},P)(1/4)={1,2,4} e P)(1/5) = {1, 2, 5}, com
os valores de T[P! (s/u)], respectivamente iguais a 25,
19 e 8, listados j4 em ordem ndo crescente dos valores
de T[P!(s/u)]. Pelo passo 6, o caminho P1 ¢ estendido
pela inclusdo do vértice 3, passando a P'(s/3) = {1, 2, 3}.
Aplicando-se o passo 7, verifica-se que T[P,(1/4)] = 19
¢ maior que T[P*(1/4)] = 13. Assim, o caminho original
P*(1/4) € substituido por P}(1/4); ou seja, P*(1/4) = {1, 2,
4}. Da mesma forma, T[P,(1/5)] = 8 € maior que T[P*] =
0. Assim, P* € substituido por P/(1/5), ou seja, P*(1/5) =
{1,2,5}. O caminho P?(1/3) permanece 0 mesmo.

Reaplicando-se os passos de 5 a 7, o caminho
parcial P'(1/3) € ramificado em dois novos caminhos:
P!(1/4) = {1, 2, 3, 4} e P)(1/5) = {1, 2, 3, 5}, com os
valores de T[P(1/u )], respectivamente iguais a 25 ¢ 18,
jd ordenados, portanto. Assim, o caminho P'(1/3) € esten-
dido pela incluséo do vértice 4, passando aP'(1/4) = {1, 2,
3,4}. Como T[P)(1/5)] = 18 € maior que T[P*(1/5)] =8, 0
atual caminho P*(1/5) € substituido por P)(1/5), ou seja,
P4(1/5) = {1, 2, 3, 5}. Reaplicando-se os passos de 5 a
7 novamente, o caminho parcial P'(1/4) = {1, 2, 3, 4} €
estendido pela inclusdo do vértice t = 5 (inico adjacente
ao dltimo né incluido em P'(s/q), q = 4), tornando-se o
primeiro caminho mais longo do projeto, ou seja, P'= {1,
2,3, 4, 5}, com duragao igual a T(P') = 25. Os demais
caminhos sao P*(1/3) = {1, 3}, P¥(1/4) = {1, 2, 4} e
PY(1/5) = {1, 2, 3, 5}, com valores de T[Pi(s/u )] iguais a
19, 19 e 18, respectivamente.

O segundo caminho mais longo do projeto € cons-
truido a partir de P?(1/3) = {1, 3}. Os nds adjacentes ao
vértice =3 sdou, =4 e u, = 5. Assim, o caminho P*(1/3)
¢ ramificado em P*(1/4) = {1, 3,4} eem P(1/5) = {1, 3,
5}. Com isso, pela absor¢do do vértice 4 (maior valor de

T[P?(1/u)]), tem-se P*(1/4) = {1, 3, 4}, com T[P*(1/4)] =
19. O caminho P}(1/5), com T[P;(1/5)] = 12, n@o subs-
titui nenhum outro caminho. Na préxima ramificacio de
P%(1/4), ele absorve o nd 5 (dnico adjacente ao vértice
q = 4) e se transforma no segundo caminho mais longo
do projeto, P> = {1, 3, 4, 5}, com T(P?) = 19. O terceiro
caminho mais longo, P* = {1, 2, 4, 5}, com duragio igual
a 19, é obtido pela absor¢do do vértice 5, a partir da
expansio do caminho parcial P3(1/4) = {1, 2, 4}. Explo-
rando-se o dltimo caminho em constru¢éo, tem-se P*(1/5)
={1,2,3,5} ecomo 5 =t, vai-se ao passo 9 e o processo
se encerra, obtendo P* = {1, 2, 3, 5} com duragdo igual
al8.

Para melhorar a eficiéncia desse algoritmo, € proposto
um procedimento, reproduzido a seguir, cujo objetivo &
reduzir o nimero de ramifica¢des que sao feitas conforme
o Passo 5 do Algoritmo 1, originando o Algoritmo 1
Melhorado.

Seja q o udltimo vértice incluido no caminho em
expansdo Pi(s/q) = (s, v,, V,...., q) e considere a lista
com os vértices u_sucessores imediatos de q ordenados
segundo os valores ndo crescentes de T[P!(s/u )].

Passo 1: Crie os caminhos P(s/u,) e Pi(s/u,) incluindo
em Pi(s/q) o primeiro e o segundo vértices da lista
ordenada de vértices sucessores imediatos de q, respec-
tivamente.

Passo 2: Faga r = 2. Se existir algum caminho Pi(s/v),
j=1+1,.., k, parcial ou ndo, tal que T[Pi(s/u )] > T[Pi(s/
v))], substitua esse caminho por Pi(s/u) e crie o caminho
P! (s/u_). Caso contrdrio, pare.

Passo 3: Facar =r + 1 e retorne ao passo 2.

O Algoritmo 1 Melhorado mostrou-se progressi-
vamente mais eficiente do que o algoritmo original, &
medida que o ndmero k de caminhos cresce. Para k =
100, o tempo de execugdo do algoritmo foi reduzido em
cerca de 60%, conforme mostram os experimentos desen-
volvidos por Yen et al. (1989).

Sao fornecidos ainda alguns outros algoritmos, cuja
eficiéncia, contudo, ndo se mostrou significativamente
superior a desse ultimo, conforme ensaios realizados.

5 0 algoritmo de Ju e Saleh

Em Ju e Saleh (1991), pode-se encontrar o algoritmo
mais eficiente que a literatura fornece para determinar os
caminhos k-criticos em redes direcionadas e nao ciclicas.
Observou-se, contudo, que os algoritmos apresentados
por Yen et al. (1989) mostram-se pouco eficientes para
valores grandes de k. Isto ocorre devido as ramificacdes
que devem ser feitas apds a extensdo de um caminho
parcial pela inclus@o de um novo vértice. Para evitar esse
inconveniente, definiu-se, para cada par de arcos adja-
centes (i, j) e (i, k) da rede G(V, A), um tipo de folga,
a qual foi chamada de folga relativa do arco (i, j) em
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relacdo ao arco (i, k), denominada fr[(i,j)/(i,k)], dada
pela diferenca f(i, k) — f(i, j), desde que f(i, k) > (i, j).
Obteve-se, inicialmente, o primeiro caminho mais longo,
facilmente identificdvel, e ramificou-se para fora desse
caminho, na sua aresta de menor folga relativa, para se
obter o segundo caminho mais longo da rede. Repetiu-se
0 processo sobre a aresta de segunda menor folga relativa
e assim sucessivamente, até que todas as folgas rela-
tivas das arestas do caminho mais longo tivessem sido
utilizadas. A partir dai, passou-se a ramificar o segundo
caminho mais longo utilizando-se suas folgas relativas, e
assim por diante, até que fossem identificados os k cami-
nhos mais longos desejados.

Os passos seguintes formalizam a implementacdo do
algoritmo de Ju e Saleh (1991). Tanto a nomenclatura
quanto a linguagem foram adaptadas para unificd-las
com aquelas utilizadas neste artigo.

Passo 1: (Reduc¢ao da rede original & forma candnica).
Transforme a rede original do projeto na sua forma cano-
nica, incluindo os vértices s = 1 e t = n e 0s respectivos
arcos ficticios.

Passo 2: (Rotulagdo dos vértices). Faca Ln)=0e
determine, para cada um dos noés i, i =n — 1, n — 2,...,
1, I:(i)zmax(l:(vi)+t(i,vi)), em que v, sdo todos os

vértices sucessores imediatos de i.

Passo 3: (Identificacdo do caminho mais longo da
rede). Dentre os vértices v, i = 1, 2,..., 1, sucessores
imediatos de s, inclua aquele que possui o maior valor
de c(v) = [t(s, v) + E(Vi)], Seja u esse vértice. Faca s = u
e repita o procedimento até incluir o vértice t, Seja P' o
caminho determinado.

Passo 4: (Determinacdo das folgas relativas). Para
cada vértice u da rede, rotule seus sucessores imediatos
v,i=1,2,.., 1, com os valores de ¢(v,) = t(u, v,) + E(Vi) e
ordene os vértices v, em ordem ndo crescente de valores
de c(vi), originando, para cada vértice u da rede, a lista
ordenada de vértices sucessores v, v,,..., V.. Determine a
folga relativa do arco (u, v,) em relagdo ao arco (u, v,, ),
f[(u, v)/(u, v, )], pela expressdo f [(u, v)/(u, v,, )] =c(v)
—-c(v,,),1=1,2,.,r~1, para todo vértice u da rede. O
arco (u, v,, ) serd chamado de arco adjacente imediato ao
arco (u, vi), i=1,2,.,r— 1. Assim, a folga de um arco
serd definida apenas em relacdo ao seu arco adjacente
imediato.

Tabela 1. Evolucdo do algoritmo de Ju e Saleh (1991).

Passo 5: (Ramifica¢Ges de P'). Considerando Pio dltimo
caminho identificado, para cada arco (u, v) do caminho
P!, liste seu arco adjacente imediato (u, Vv,), Se existir, e
ordene os arcos listados em ordem ndo decrescente dos
valores da folga relativa, criando a lista, L(arcos(P')), de
arcos (u, v)),i=1, 2,..., p, em que p € o nimero de arcos
do caminho P' que possui arcos adjacentes imediatos.
Para que se evite enumerar um mesmo caminho duas
vezes, nao inclua na lista L(arcos(P") os arcos (i, j) ja
utilizados na formacéo de um caminho anterior P, j < i.
Denote por T[Prox(P!)] a duracéo do pr6ximo caminho
mais longo que se ramificard de P!, a qual serd calculada
por T[Prox(P)] = T(P") — £ (u, v,),, em que (u, v,), serd o
primeiro arco da lista L(arcos(PY)).

Passo 6: (Identificacdio do préximo caminho mais
longo). Dentre todos os caminhos P' ja identificados, i
=1, 2,..., n <k, considere P* aquele que possui o maior
valor de T[Prox(P")]. Construa o pr6ximo caminho mais
longo da rede, P™!, da seguinte maneira: siga ao longo
do caminho P*, ramifique para fora desse caminho no
primeiro arco da lista L(arcos(P*)) e complete o caminho
P! utilizando o procedimento contido no passo 3.
Remova o primeiro arco da lista L(arcos(P*)) e atua-
lize o valor de T[Prox(P*)], se L(arcos(P*)) = &, faca
T[Prox(P*)] = 0.

Passo 7: (Identificacdo dos demais caminhos mais
longos). Repita os passos 5 e 6 até que os k caminhos
desejados sejam listados.

Passemos a considerar a aplicacdo do algoritmo de Ju
e Saleh (1991) arede da Figura 1 para obtencdo dos cinco
caminhos mais longos, sendo que a rede ja se encontra
na forma candnica, com s = 1 e t = 5. Os valores de E(i)
sdo iguais a 25, 21, 13,8 e 0, paraosnési=1,2,3,4 ¢
5, respectivamente. O caminho mais longo da rede € P1
={1,2,3,4,5}. Arotulagdo dos vértices sucessores de u
fornece: parau =1, c(2) =25, c(3) =19 e c(4) = 13; para
u=2,c(3)=21,c(4)=15ec(5)=4;parau=3,c(4)=13
e c(5) =6;e, parau =4, c(5) = 8. Como todas as listas ja
estdo ordenadas, pode-se calcular as folgas relativas em
cada vértice (Figura 1): parau =1, fr[(1, 2)/(1, 3)] =25-19
=6ef[(1,3)/(1,4)]=19-13 = 6; parau =2, £[(2, 3)/(3,
H]=21-15=6¢e1](2,4)/(2,5)]=15-4=11;e, parau
=3,1[(3,4)/(3,5)] =13 -6 =7. As explicagOes a seguir
podem ser acompanhadas observando-se a Tabela 1.

Caminho (P) Arco ramificador Caminho (duragio) T[Prox(P)] L(arcos(P))/f,
P, {1,2,3,4,5} (25) 19,149, 18,0 5316, (2,976; (357
P, (1,3)€ P, {1,3,4,5} (19) 13,12 a4y6: (3, 5)/7
P, (2,4)e P, {1,2,4,5}(19) 8 2,5)/11
P, 3,5 ¢€ P, (1,2,3,5) (18) 7 2,511
P, (1,4)e P, {1.4,5})(13)
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O dltimo caminho identificado € o caminho mais longo
do projeto, P' = {1, 2, 3, 4, 5}, com duragio T(P') = 25.
Os arcos (u, v) de P'sdo (1,2), (2, 3), (3,4) e (4,5), cujos
arcos adjacentes imediatos sdo, respectivamente, (1, 3),
(2,4)e (3, 5), com folgas relativas respectivamente iguais
a 6,6, 7. Assim, L(arcos(P")) = {(1, 3), (2, 4) e (3, 5)}.
O préximo caminho mais longo P?, ramificara de P* = P!
no arco (1, 3) e, aplicando-se o procedimento do Passo 3
a partir do vértice 3, sdo incluidos os vértices 4 e 5,
originando-se P? = {1, 3, 4, 5}, com duragdo T(P?) = 19.
Excluindo-se o arco (1, 3) da lista L(arcos(P')), tem-se
T[Prox(P")] = 25-6 = 19. Por sua vez, L(arcos(P?)) = {(1,
4),(3,5)}, com folgas relativas respectivamente iguais a 6
e 7. Portanto, T[Prox(P?)] =19 —6 =13 e P* = P!, Assim,
o caminho P3 ramificard também de P! no arco (2, 4),
originando o caminho P? = {1, 2, 4, 5}, com T(P?) = 19.
Ramificando-se esse caminho, obtém-se L(arcos(P?))
={(2, 5)} e T[Prox(P?)] = 19 — 11 = 8. Observe-se que
o arco (1,3) ja foi utilizado para gerar o caminho P2 e,
portanto, ndo integra a lista L(arcos(P*)). Removendo-se
o arco (2, 4) de L(arcos(P")), obtém-se T[Prox(P")] =25 -
7 = 18, que € ainda o maior dos valores de T[Prox(P")],
i=1, 2 e 3. Assim, o caminho P* ramificard de P* = P!
no arco (3, 5), originando o caminho P* = {1, 2, 3, 5},
com T(P%) = 18. Ramificando-se esse caminho, obtém-se
L(arcos(P*)) ={(2,5)} e T[Prox(P*)] =18 - 11 =7. Remo-
vendo-se o arco (3, 5) de L(arcos(P')), este conjunto
torna-se vazio e, portanto, faz-se T[Prox(P')] = 0. Assim,
0 proximo e ultimo caminho desejado, P°, ramificard de
P? (é o que possui o maior valor de T[Prox(P)],i=1, 2,
3 e 4) por meio do arco (1, 4), originando P° = {1, 4, 5}
com duragao T(P%) = 13.

Foram realizados testes computacionais para
demonstrar a melhor eficiéncia do algoritmo proposto,
comparativamente aqueles apresentados por Yen et al.
(1989), obtendo-se reducdo no tempo de processamento
computacional da ordem de 50%.

6 O algoritmo da Folga Minima

z

A principal contribuicdo deste artigo € o desenvol-
vimento do algoritmo da folga minima para determinar
os caminhos k-criticos numa rede PERT, mais simples
do que aqueles anteriormente apresentados. Baseia-se
na percepc¢do de que a folga f(i, j) da atividade (i, j) do
projeto € dada pela diferenca entre a duracdo do projeto,
T, e a duracdo do caminho mais longo que passa por essa
atividade. Assim, se existir uma atividade (i, j) no projeto
com folga {(i, j), entdo o caminho mais longo que passa
por essa atividade terd duracdo dada por T — f(i, j). As
proposi¢des 1 e 2, apresentadas a seguir, constituem a
base tedrica para a validacdo do algoritmo da folga
minima.

Proposicio 1: considerando-se a rede do projeto
na forma canonica, sendo s e t o primeiro e o ultimo
vértices, respectivamente, e T = E(t) a duraco do projeto,
o caminho mais longo que passa pela atividade (p, q)
possui duracao igual a T — f(p, q), em que f(p, q) € a folga
da atividade (p, q).

Demonstracao: a data mais cedo do vértice p, E(p), €
igual a durag@o do caminho mais longo entre o vértice s e
o vértice p. Por outro lado, [T — L(p)] € igual a duracdo do
caminho mais longo entre os vértices p e t. Consideran-
do-se P¥ 0 caminho mais longo que passa pela atividade
(p, q) e t(p, q) e f(p, q) a duragcdo e a folga de (p, q),
respectivamente, entdo, a duragio de P¥, T(P¥), € dada por
T(P*) = E(p) + t(p, q) + [T - L(p)]; como f(p, q) = L(q) -
E(p) - t(p, q), entdo T(P*) =T — f(p, q).

Para compreender o funcionamento do algoritmo
da folga minima, suponha-se que se deseje determinar
o segundo caminho mais longo em um dado projeto.
Inicialmente, localiza-se uma atividade com a segunda
menor folga do projeto, que servird de semente para a
constru¢do do caminho desejado. Considerando-se (i, j)
essa atividade, a partir dela, identifica-se, dentre todas as
atividades sucessoras imediatas a (i, j), aquela que possui
a menor folga. Considerando-se (j, k) essa atividade,
busca-se entdo a atividade sucessora imediata de (j, k)
com a menor folga e assim, sucessivamente, por meio de
um processo forward, até que a ultima atividade identifi-
cada conduza ao vértice t, construindo o caminho parcial
P(j/t). De forma idéntica, por um processo backward, a
partir do né i da atividade semente (i, j), constréi-se o
caminho parcial P(s/i). O segundo caminho mais longo
do projeto serd estao formado pela unido da atividade (i,
j) com os dois caminhos parciais P(s/i) e P(j/t).

Proposicao 2: Os processos forward e backward a
partir da atividade semente (p, q), percorrendo as ativi-
dades de menores folgas da rede, levam a identificagdo
do caminho mais longo do projeto passando por (p, q).

Demonstracao: Considerando-se: a rede do projeto
na forma candnica, em que s e t sd0 o primeiro e o ultimo
vértices, respectivamente; (p, q) uma atividade semente
para constru¢do do caminho mais longo, P, que passa
por (p, q); u e v dois nds sucessores imediatos de q, com
f(q,u) < f(q,v); i e j, dois nds antecessores imediatos de p,
com f(i, p) < f(j, p); e T, a duracdo do projeto, T = E(t),
0 parametro L@) =T - L(i) de um vértice i qualquer da
rede € igual a durag@o do maior caminho entre os vértices
ie t. Entdo, uma nova atividade (q, u) sucessora imediata
de (p, q), a ser incorporada pelo processo forward ao
caminho P em construgdo, deve ser tal que L(u) + t(q, u)
= E(q). Se f(q, u) <f(q, v) entdo T — f(q,u)>T - f(q, v),
uma vez que T > {(i, j) para qualquer atividade (i, j) do
projeto. Como f(i, j) = L(j) — E(1) — t(i, j), para qualquer
(i ). T~ [L(w) - E() - (q, w)] > T - [L(v) — E(q) - (q,
v)], o que fornece L(u) + t(q, u) > L(v) + t(q, v), indi-
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cando que L(q) € determinado a partir do vértice u, ou
seja L(q) = L(u) — t(g, u). Logo, L(u) = L(q) + t(q, u) e
T —L(u) = T-[L(q)+t(qg, u)], o que fornece E(u) =T-L(q)
—t(g,u) ou L(u) + t(q,u) = E(q). Considerando-se agora o
processo backward, uma nova atividade (i, p) antecessora
imediata de (p, q), a ser incorporada ao caminho P em
construgdo, deve ser tal que E(i) + t(i, p) = E(p), uma vez
que E(p) € igual a duracdo do caminho mais longo entre
os vértices s e i. Se (i, p) < f(j, p), entdo L(p) — E(i) — t(i,
p) < L(p) - E(G) - t(, p) e E() + t(i, p) > E() + (, p).
Assim, E(p) € determinado a partir do vértice i, ou seja,
E(p) = E() + t(i, p).

Para exemplificar, considere-se a rede da Figura 2,
emque s=1et=29, sobre a qual se deseja determinar
os caminhos com duracdo igual ou maior a T* = 11. Os
dois valores associados a cada arco da rede representam
a duragcdo e a folga da atividade, respectivamente. O
caminho mais longo, P!, passa por uma atividade de folga
zero. Escolhendo a atividade (i, j) = (1, 3) como semente,
pelo processo forward, incluem-se as atividades (3, 5),
(5, 6) e (6, 9), uma apds a outra, formando o caminho
parcial P'(j/t) = P'(3/9) (s@o as atividades com menores
folga no percurso entre os vértices j=3 e t =9). Como a
atividade semente tem origem no vértice inicial da rede,
ndo ha necessidade de aplicar o processo backward e, o
caminho mais longo P' é o formado pela unido de (I,
3) com P!(j/t), ou seja, P' = {1, 3, 5, 6, 9}, com duracéo
igual a 13.

Para identificar o préximo caminho mais longo,
busca-se uma atividade com a menor folga, desconsi-
derando-se as atividades pertencentes ao caminho P'.
Encontra-se, por exemplo, a atividade (2, 3), com f(2, 3)
= 1. Assim, por essa atividade passa-se um caminho com
duragdo igual a 12. Pelo processo forward, incluem-se as
atividades (3, 5), (5, 6) e (6, 9) e pelo processo backward
inclui-se a atividade (1, 2), obtendo-se o segundo caminho
mais longo P> = {1, 2, 3, 5, 6, 9}, com duragio igual
a 12. Desconsiderando-se também as atividades desse
caminho, verifica-se que a atividade de menor folga &
(3, 6), com f(3, 6) = 1. Utilizando-se essa mesma ativi-
dade como semente para o proximo caminho, obtém-se
P*={1, 3, 6, 9}, com duragdo também igual a 12. Como

(3\0) (1’0/)( (22)

~/ . N\
ahavatats

\ 14 (83) . 3)

Y

Figura 2. Rede para desenvolvimento do Algoritmo da folga mi-
nima.
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existem as atividades (6, 8) e (8, 9) com folga igual a
2, existe pelo menos um caminho com duragdo igual a
11. Escolhendo-se (8, 9) como semente, encontra-se

=1{1,3,5,6,8, 9}. Desconsiderando-se todas as ativi-
dades presentes nos caminhos ja identificados, a menor
folga de atividade que aparece na rede € igual a 3. Assim,
0 préoximo caminho mais longo terd duragdo igual a
10 < T*, e pode-se encerrar o processo de busca.

O principal propdsito da busca de caminhos no geren-
ciamento de projetos € identificar os caminhos que
possuem duraciao maior do que um dado valor T*. O algo-
ritmo da folga minima € apresentado com esse propdsito.
Com pequenas modificacdes, pode também ser utilizado
para identificar os k caminhos mais longos do projeto.

A seguir, formaliza-se o procedimento exemplificado
acima, ao qual chamaremos de procedimento de busca de
caminhos explicitos pela folga.

6.1 Procedimento de busca de caminhos
explicitos pela folga

Para identificar os caminhos com duragdo igual ou
superior a T#, aplica-se o seguinte procedimento:

Passo 1: (Reduc¢do da rede original a forma candnica).
Transforme a rede original do projeto na sua forma cand-
nica, incluindo os vértices s = 1 e t = n e 0s respectivos
arcos ficticios.

Passo 2: (Determinagdo das folgas das atividades).
Facga E(s) = 0 e determine as datas mais-cedo, E(i), para
os eventos i = 2, 3,..., n; faca L(t) = E(t) e determine as
datas mais-tarde, L(i), para os eventos i = t-1, t-2,..., 1;
e determine as folgas f(i, j) para cada atividade (i, j) do
projeto pela expressao f(i, j) = L(j) — E(i) — t(i, j), em
que t(i, j) € a duracdo da atividade (i, j). Crie a lista L[(i,
J)] com as atividades do projeto listadas em ordem nao
crescente dos valores de suas folgas, incluindo apenas as
atividades (i, j) tais que (i, j) < [L(t) — T*].

Passo 3: (Identificacdo da atividade semente). Consi-
dere k o indice do caminho P*. Faga k = 1. Identifique
uma atividade com a menor folga na lista L[(i, j)]. Consi-
dere (p, q) essa atividade.

Passo 4: (Identificacdo da necessidade do processo
forward). Se q = t, faca PXqg/t) = I e siga para o
Passo 7.

Passo 5: (Processo forward entre os vértices q e t —
caminho parcial P*(g/t)). Faca p*(g/t) = &. Dentre as
atividades (q, vi), i =1, 2,..., m, sucessoras imediatas
de (p, q), inclua no caminho p*(g/t) aquela que possui a
menor folga. Considere (q, v) essa atividade. Faga (p, q) =
(q, v) e repita o procedimento, posicionando no caminho
PX(g/t) cada nova atividade apés a dltima incluida, até
incluir a atividade (q, t).

Passo 6: (Identificacdo da necessidade do processo
backward). Se p = s, faga P*(s/p) = & e siga para o
Passo 8.



Determinacao de caminhos k-criticos em redes PERT 471

Passo 7: (Processo backward entre os vértices s e p
— caminho parcial P¥(s/p)). Faca P*(s/p) = &. Dentre as
atividades (ri, p), 1 =1, 2,..., n, antecessoras imediatas
de (p, q), inclua em P*(s/p) aquela que possui a menor
folga. Seja (r, p) essa atividade. Faca (p, q) = (r, p) e
repita o procedimento, posicionando no caminho P¥(g/t)
cada nova atividade antes da ultima incluida, até incluir
a atividade (s, p).

Passo 8: (Identificagdo do caminho P¥). Identifique o
k-ésimo caminho mais longo do projeto por P = PX(s/p)
+(p, @) + PX(q/t).

Passo 9: (Atualizacdo da lista de atividades). Elimine
da lista L[(i, j)] as atividades pertencentes a P, faca
k =k + 1 e retorne ao Passo 3.

Se, durante a aplicac¢do do processo forward (backward)
existir, a partir de um vértice q (ou p), mais de uma ativi-
dade sucessora (ou antecessora) imediata com a mesma
menor folga, deve-se completar o processo, retornar ao
vértice (q, p) e repeti-lo, escolhendo desta vez uma outra
atividade com a menor folga.

O procedimento proposto € mais simples do que aquele
apresentado por Ju e Saleh (1991). Nao hd necessidade de
determinar as folgas relativas das atividades (Passo 3 do
algoritmo de Ju e Saleh), o que € feito por um processo
enumerativo, pois exige que se faca uma ordenagdo de
todos os vértices v, sucessores imediatos de cada um dos
vértices u da rede. Evita-se também a necessidade de
identificar as ramificacdes cada vez que um caminho P' é
identificado (Passo 4 do algoritmo de Ju e Saleh), outro
processo enumerativo.

O procedimento de busca de caminhos explicitos pela
folga pode, no entanto, ndo revelar todos os caminhos
desejados do projeto. Se um caminho P* € totalmente
recoberto por atividades de dois ou mais caminhos de
maior duracdo que P¥, esse caminho ndo serd revelado
pelo procedimento proposto. E o que ocorre com o
caminho {1, 2, 3, 6, 9} da rede da Figura 2, que possui
duracdo igual a 11. Este caminho € recoberto pelos cami-
nhos {1, 2,3,5,6,9} e {1, 3, 6,9}, ambos com duragio
12. Note-se, porém, que os caminhos ndo explicitos pela
folga minima sdo caminhos de menor duracio do projeto
e podem ndo estar entre aqueles que sdo necessarios iden-
tificar, quando do gerenciamento do projeto. Para avaliar
a incidéncia desses caminhos em redes PERT, foram
implementados testes computacionais, conforme exposto
na secdo seguinte.

Para identificar os caminhos ndo explicitos pela folga
minima, € necessdrio executar um segundo procedimento,
ao qual chamaremos de procedimento de busca de cami-
nhos implicitos, exposto a seguir. Esse procedimento
fundamenta-se na observagdo, decorrente da Propo-
sicdo 2, de que cada vez que a regra da folga minima for
quebrada, quando da escolha da atividade a ser incorpo-
rada a um caminho em constru¢do pelo processo forward

(ou backward), o caminho obtido terd duragdo menor que
a duracdo do maior caminho, na medida exata da dife-
renca entre a folga da atividade escolhida e a menor folga
das atividades sucessoras (ou antecessoras).

6.2 Procedimento de busca de caminhos
implicitos

Passo 1: Considere L[(P)] o conjunto formado inicial-
mente pelos k caminhos P!, P2,..., P* identificados pelo
procedimento de busca de caminhos explicitos, listados
em ordem ndo crescente dos valores de T(PY), j =1, 2,...,
k. Facaj=1.

Passo 2: Retome a atividade semente (p, q) € o caminho
parcial Pi(s/p) que geraram o caminho P). Facai=1¢e
construa o caminho parcial Pi(g/t) aplicando o processo
Jorward a partir do vértice q, rompendo, no vértice u mais
préximo de g, a regra de escolha pela minima folga, esco-
lhendo, se existir, uma atividade (u, v,) que ramifica para
fora do caminho parcial Pi(g/t), tal que min_folga(u) <
f(u, v) < [T(P) — T(P™™)], em que P € o caminho mais
préximo de PP em L[(P)], tal que T(P"*") < T(PY), ¢ min_
folga(u) € igual a folga da atividade de menor folga que
emerge do vértice u (aquela atividade que foi escolhida
na constru¢do do caminho parcial Pi(p/t)). Complemente
o caminho Pi(g/t) aplicando o processo forward a partir
do vértice vi. Caso ndo exista a atividade (u, v,), siga para
o Passo 4.

Passo 3: Se P! = Pi(s/p) + (p, q) + Pi(g/t) for um novo
caminho, insira-o em L[(P)], observando seu posiciona-
mento determinado por T(P)). Faca i =i + 1 e aplique
novamente o procedimento do Passo 2, impedindo a
escolha das atividades (u, v)),1=1, 2,..., i-1.

Passo 4: Retome a atividade semente (p, q) € o caminho
parcial Pi(g/t) que geraram o caminho P). Facai=1¢e
construa o caminho parcial Pi(s/p) aplicando o processo
backward a partir do vértice p, rompendo, no vértice v
mais proximo de p, a regra de escolha pela minima folga,
escolhendo, se existir, uma atividade (ui, V) que ramifica
para fora do caminho parcial Pi(s/p), tal que min_folga(v)
< f(u, v) < [T(PY) — T(P™)]. Caso ndo exista a atividade
(ui, v), siga para o Passo 6.

Passo 5: Se P! = Pi(s/p) + (p, q) + Pi(g/t) for um novo
caminho, insira-o em L[(P)], observando seu posiciona-
mento determinado por T(P}). Fagai =1+ 1 e retorne ao
Passo 4, impedindo a escolha das atividades (i, j), i = 1,
2,.,1-1.

Passo 6: Elimine da lista L[(P)] o caminho P/. Se
[T(P)) — T(P"*")] = 0, pare. Caso contrdrio, facaj=j+ 1 e
retorne ao Passo 1.

Cada caminho P identificado pelo procedimento de
busca de caminhos explicitos pela folga pode gerar cami-
nhos implicitos P, tais que T(P) > T(P/]) = T(P*"), o que
explica o critério de escolha da atividade para ramificar
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fora do caminho P!, conforme indicado nos passos 2 e 4
do procedimento de busca de caminhos implicitos.

Aplicando-se esse procedimento ao exemplo da
Figura 2, o conjunto L[(P)] € formado, inicialmente, por:
P'={1,3,5,6,9}, com duragdo igual a 13; P>= {1, 2, 3,
5, 6,9}, com duracdo igual a 12; P* = {1, 3, 6, 9}, com
duragdo também igual a 12; e P*= {1, 3, 5, 6, 8,9}, com
duracdo igual a 11. Fazendo-se j = 1, o préximo caminho
P de L[(P)], tal que T(P™*) < T(PY), é P2 Assim, T(P")
— T(P? = 1. Como a atividade semente de P' é (1, 3),
vamos, por meio do processo forward a partir do vértice
3, em busca de uma atividade (u, v,) com folga igual a
1. Identifica-se (u, v,) = (3, 6), que origina o caminho
parcial P/(3/9) = (3, 6, 9). Entdo, P! = {1, 3, 6, 9}, que
jé estd presente em L[(P)]. Continuando-se a explorar
o caminho P!, ainda pelo processo forward a partir do
vértice 3, verifica-se que todas as demais atividades que
dele ramificam possuem folga superior a 1. Como o
processo backward nao € aplicavel a partir do vértice 1,
fazemos j = 2 e encontramos P> = P4, com T(P?) — T(P*)
= 1. A atividade semente de P? ¢ (2, 3). Aplicando-se o
processo forward a partir do vértice 3, identifica-se (u,
vl) = (3, 6), 0 que origina o caminho parcial P}(3/t) =
{3, 6,9} e, como P*(s/2) = {1, 2}, temos P’ = {1, 2, 3,
6, 9}, com duracdo 11. Como se trata de um caminho
novo, € inserido em L[(P)], ocupando a quinta posicao.
Explorando-se ainda o caminho P2, pelo processo
forward verifica-se que todas as demais atividades que
dele ramificam possuem folga superior a 1. Como, pelo
processo backward, ndo é possivel ramificar fora de P? a
partir do vértice 2, fazemos j = 3 e encontramos P*" = P*
e T(P?) — T(P*) = 1. A atividade semente de P? € (3, 6).
Verifica-se que ndo existe atividade (u, v) que possa rami-
ficar fora do caminho P?, quer seja pelo processo forward
ou backward. Fazendo-se j = 4, temos P*" =P e T(P*) -
T(P°) = 0. Encerra-se, portanto, o processo de busca.

O procedimento de busca de caminhos implicitos e o
algoritmo de Ju e Saleh (1991) exigem esfor¢co compu-
tacional parecido. Porém, o procedimento aqui proposto
trabalha com folgas de atividades, que sdo mais faceis de
determinar do que as folgas relativas, conforme proposto
em Ju e Saleh (1991).

A seguir, s@o apresentados 0s ensaios computacionais
realizados com o objetivo de avaliar a freqiiéncia com que
os caminhos ndo explicitos aparecem em redes PERT.

7 Ensaios Computacionais

Foram realizados ensaios computacionais para veri-
ficar a eficdcia (nivel de acerto) do procedimento de
busca de caminhos explicitos pela folga na identificacdo
de todos os caminhos do projeto com duracdo maior que
um dado valor T*. Para isto, os algoritmos propostos
foram codificados na linguagem C e executados em um
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microcomputador com processador Intel Core 2 Duo de
2 GHz e 2 GB de RAM.

Nos ensaios conduzidos, foram consideradas duas situ-
acdes normalmente presentes no ambiente que envolve
projetos que se realizam uma tnica vez:

a) projetos com diversos niveis de complexidade; e
b) projetos com diferentes niveis de incerteza.

O nivel de complexidade do projeto foi definido pela
topologia da rede (nimero de nés e nimero de arcos)
que o representa. O nimero de arcos foi determinado
por meio da densidade, d, da rede, a qual € expressa
em fungdo de n, niimero de nés. A densidade da rede ¢
dada pelo quociente entre o nimero de arcos da rede e
0 nimero maximo possivel de arcos numa rede PERT,

o qual € dado pela expressdo [Z(H —i)=n(n-1)/2].
i=1

Foram ensaiadas redes com topologia (n = 10, d = 0,6),

(n=20,d=0,4)e (n=30,d = 0,3), que determinam,

nesta ordem, trés niveis crescentes de complexidade do

projeto.

O nivel de incerteza do projeto foi definido pela dife-
renga entre a duracdo otimista, to(i, j), € pessimista, tp(i,
j), das atividades (i, j) do projeto. Considerou-se que
quanto maior essa diferenca, maior a incerteza sobre
a durag@o das atividades e, portanto, sobre o projeto.
Foram ensaiadas redes com trés niveis de incerteza,
determinados pelos seguintes valores de 8, em que & é o
pardmetro da expressdo tp(i, j) = (1 + 8).to(i, j):

¢) nivel 1 de incerteza: 6 € [0,2; 0,5];

d) nivel 2 de incerteza: 6 € [0,4; 0,8]; e

e) nivel 3 de incerteza: 6 € [0,5; 1,0].

Criaram-se, assim, nove redes topologicamente
distintas, considerando-se as combinagdes possiveis
entre os niveis de complexidade e os niveis de incerteza
adotados.

A duracio das atividades foi considerada uma varidvel
aleatéria com distribuicdo beta de probabilidade, que
¢ uma das que melhor representam a varidvel aleatéria
durac@o de uma atividade que se realiza uma unica vez.
A Equacdo 1 apresenta a funcio densidade de probabili-
dades para a varidvel aleatéria x € [0, 1] com distribui¢do
beta de probabilidades. Seus pardmetros, o e P, séo
responsdveis pela forma que a funcdo assume. Por meio
da uma transformacdo linear, expressa pela Equacdo 2,
pode-se definir o dominio da varidvel aleatéria T, durag@o
da atividade, no intervalo (to, tp).

af1_ B
f(X)=lX(1—X),0<x<l,oc>—1,B>—1 (1)
Ix“(l—x)ﬁdx
0
T =x.(tp — to) + to )

A configuragdo da rede € definida por sua topologia,
definida pelo conjunto de nds e arcos, e pela duragdo de
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cada atividade (arco), definida pela distribui¢do de proba-
bilidade que a caracteriza.

A topologia de cada uma das nove redes ensaiadas foi
determinada pela escolha aleatéria de arcos, de forma a
satisfazer o par (n, d). O comportamento da duracio de
cada atividade (i, j) foi estabelecido determinando-se,
aleatoriamente, os seguintes parametros:

f) to(i,j) € [10, 30], uniformemente distribuido;

2) O, uniformemente distribuido nos intervalos defi-
nidos anteriormente, conforme o nivel de incerteza
sobre a duracdo das atividades;

h) tp(i, ) = (1 + 8).t0 (i, j); e

i) o e B, uniformemente distribuidos no intervalo
[2, 6].

Gerada uma rede, foram identificados, por meio de
enumeracdo completa, todos os seus caminhos e deter-
minadas as duragdes esperada (Te) e acelerada (Ta) do
projeto. A duragdo esperada do projeto € igual a duragdo

Quadro 2. Resultados dos ensaios para o algoritmo da folga minima.

do seu caminho mais longo quando todas as suas ativi-
dades (i, j) estdo com duracdo média, t(i,j), e a duragdo
acelerada € obtida do caminho mais longo quando as
atividades estdo com duracdo otimista, to(i, j).

Os valores de T* foram definidos por meio da
expressao T* = Te — b(Te — Ta), com b = {0,1; 0,2;...;
1,0}. A eficicia do procedimento proposto foi avaliada
comparando-se Np com Nv, em que Np € o nimero de
caminhos com duracido maior que T*, identificado pelo
procedimento proposto, e Nv € o verdadeiro nimero de
caminhos do projeto com duragdo maior que T*, iden-
tificado por enumeracdo completa. Os testes foram
realizados para as atividades do projeto com duragdo
igual ao seu tempo esperado.

O Quadro 2 exibe o resultado dos ensaios. O nimero
de caminhos identificados pela enumeragdo completa
estd reproduzido na coluna Nv e o nimero de caminhos
identificados pelo procedimento de busca de caminhos

Nivel de Incerteza b Topologia da rede
n=10,d = 0,60 n=20,d = 0,40 n=30,d=0,30
Nv Np Efic Nv Np Efic Nv Np Efic
0,1 1 1 1,00 2 2 1,00 1,00
0,2 2 2 1,00 2 2 1,00 3 3 1,00
0,3 2 2 1,00 2 2 1,00 6 5 0,83
0,4 2 2 1,00 2 2 1,00 13 10 0,70
§€[0.2: 0.5] 0,5 2 2 1,00 5 4 0,80 21 12 0,57
0,6 2 2 1,00 7 5 0,71 31 13 0,42
0,7 2 2 1,00 8 6 0,75 44 15 0,34
0,8 3 3 1,00 10 7 0,70 61 18 0,30
0,9 4 4 1,00 13 10 0,77 89 20 0,22
1,0 4 4 1,00 17 10 0,59 117 23 0,20
0,1 1 1 1,00 2 2 1,00 1 1,00
0,2 2 2 1,00 2 2 1,00 3 3 1,00
0,3 2 2 1,00 4 4 1,00 6 0,83
0.4 3 3 1,00 13 9 0,69 10 7 0,70
5 [0.4: 0.8] 0,5 4 4 1,00 2 12 0,6 14 10 0,71
0,6 5 5 1,00 32 15 0,47 26 18 0,69
0,7 6 5 0,83 57 19 0,33 39 19 0,49
0,8 9 6 0,67 78 21 0,37 62 21 0,34
0,9 9 6 0,67 112 23 0,21 79 22 0,28
1,0 11 6 0,55 157 24 0,15 109 27 0,25
0,1 1 1 1,00 3 3 1,00 2 1,00
0,2 1 1 1,00 3 3 1,00 4 0,75
0,3 1 1 1,00 4 4 1,00 4 0,75
0,4 2 2 1,00 8 8 1,00 13 0,62
0,5 3 3 1,00 15 12 0,80 26 13 0,50
6 €[0,5; 1,0]
0,6 4 4 1,00 18 13 0,72 37 17 0,46
0,7 5 5 1,00 24 14 0,58 53 2 0,38
0,8 6 6 1,00 34 17 0,50 84 23 0,27
0,9 10 9 0,90 49 2 0,41 133 28 0,21
1,0 12 9 0,75 59 2 0,34 183 33 0,18
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explicitos pela folga esta reproduzido na coluna Np. A
coluna Efic fornece a eficacia do procedimento proposto,
dada pela expressdo Efic = Np/Nv.

Verifica-se que a eficdcia do procedimento proposto se
reduz progressivamente com o aumento da complexidade
do projeto (topologia da rede, dada pelo par [n, d]) e com
o aumento do nivel de incerteza do projeto (dado pelo
intervalo de variacdo do pardmetro 8), podendo funcionar
bem quando se buscam pequenas reducdes na duragio do
projeto (até€ 30% da méaxima redugdo possivel, conforme
os ensaios realizados).

Também por meio de testes computacionais foi veri-
ficado o comportamento do procedimento de busca de
caminhos explicitos pela folga, quando aplicado a redes
probabilisticas (os resultados estdo expostos no Quadro 3).
Nesses testes, cada uma das nove redes definidas ante-
riormente foi ensaiada 10000 vezes. Em cada ensaio a
duracdo das atividades, t(i, j), assumia um valor entre
suas duracOes otimista e pessimista, identificado aleato-
riamente. Para tanto, obteve-se, pelo método de Monte
Carlo, os valores da varidvel x(i, j), para cada atividade (i,
j) da rede, utilizando-se a Equag@o 1, e o correspondente
valor da varidvel t(i, j), utilizando-se a Equacdo 2. Esse
processo corresponde a “realizar” o projeto 10000 vezes.
O “verdadeiro” caminho k-critico do projeto, P* (aquele
que domina em probabilidade os demais caminhos P/, j
> k), foi considerado aquele caminho que apareceu com
maior freqiiéncia na k-ésima posicao.

No Quadro 3, os caminhos estdo representados por
nimeros a eles atribuidos quando da geracdo da rede
aleatéria. A coluna P} do Quadro 3 apresenta os cami-
nhos k-criticos localizados pelo procedimento de busca de
caminhos explicitos pela folga, e a coluna P* apresenta o
verdadeiro caminho k-critico. Os caminhos estdo listados
nas linhas das células do Quadro 3 conforme a ordem
crescente de k. Assim, paraareden=30,d=0,30ed €
[0,2; 0,5], o primeiro e o segundo caminhos mais longos
do projeto localizados pelo algoritmo da folga minima
sdo os de nimeros 68 e 788, respectivamente, enquanto
que o primeiro e o segundo verdadeiros caminhos mais
longos sdo os de nimeros 68 e 83, respectivamente. Com
0 objetivo de verificar se um possivel erro em detectar
o verdadeiro caminho k-critico € real ou aparente, o
Quadro 3 apresenta, nas colunas identificadas por IC [T],
os intervalos de 95% de confianca para a duragdo média
dos caminhos, T (os extremos do intervalo foram aproxi-
mados para valores inteiros). Com isso, verifica-se que,
na verdade, ndo ocorreu erro na identificacdo dos dois
caminhos mais longos para a rede n =30,d=0,30e 0 €
[0,2; 0,5].

8 Conclusées

O algoritmo de Dodin (1984) ndo se apresenta como
uma boa alternativa para a busca dos caminhos mais
longos de um projeto. O fato de trabalhar com redes

Quadro 3. Resultados dos ensaios do Algoritmo da folga minima em redes probabilisticas.

Nivel de incerteza Topologia da rede
n=10,d = 0,60 n=20,d=0,40 n=30,d=0,30

Py P} IC[T] Pk P} IC[T] Pk P IC[T]
1 1 162-174 227 227 223-238 68 68 306-324
10 10 157-171 66 66 221-236 788 300-317
5 5 144-156 228 228 206-222 83 83 300-317
8 €[0,2;0,5] 2 2 142-153 232 206-221 788 300-317
3 3 132-149 67 204-220 2371 2371 297-313
232 206-221 4494 4494 294-311

132 202-217
6 6 201-227 80 80 357-393 259 259 358-389
1 1 193-217 479 479 351-386 271 271 345-378
8 €[0.4: 0.8] 9 9 184-208 316 316 339-373 197 197 345-378
36 36 180-204 56 56 337-368 239 239 340-372
7 7 173-198 181 331-364 1145 1145 338-368
455 331-361

11 11 176-203 69 69 268-301 343 343 408-449
20 20 156-181 1 1 265-299 294 294 406-447
§<[0.5: 1.0] 25 25 153-178 214 214 262-296 344 344 389-430
12 12 151-175 46 46 250-282 295 387-427
16 16 145-171 101 101 243-275 352 352 374-413
2003 372-410
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probabilisticas ndo lhe adiciona vantagem, pois os demais
algoritmos apresentados podem ser aplicados também
em redes desta natureza.

Embora ndo se possa comparar de forma adequada a
eficdcia do algoritmo de Dodin (1984) com o procedi-
mento de busca de caminhos explicitos pela folga, uma
vez que os ensaios ndo foram realizados sobre 0 mesmo
conjunto de redes, a comparagao dos resultados expressos
nos Quadros 1 e 3 sugere que este dltimo procedimento
possui melhor desempenho do que o primeiro. A maior
rede ensaiada por Dodin possui 30 nés e 90 arcos,
enquanto a maior rede ensaiada neste trabalho possui
30 n6s e 130 arcos.

O algoritmo de Ju e Saleh (1991) requer menor esforgo
computacional do que aquele apresentado por Yen et al.
(1989), conforme demonstraram os primeiros autores.
Comparando-se o procedimento de busca de caminhos
explicitos pela folga com o algoritmo de Ju e Saleh
(1991), desconsiderando-se o fato de ser mais simples
determinar a folga de uma atividade do que sua folga
relativa, verifica-se que os esforcos computacionais para
a preparacdo da rede (que corresponde aos passos 1 e 2
do primeiro e aos passos de 1 a 4 do segundo algoritmo)
se equivalem (em ambos os algoritmos cada né da rede

deve ser rotulado e para cada atividade uma folga deve ser
determinada), assim como o processo de identificagdo de
cada novo caminho (passos 5, 7 e 8 do primeiro e passos
5, 6 e 7 do segundo algoritmo). O passo 5 do algoritmo
de Ju e Saleh (1991) € o que faz a diferenga, imprimindo
a esse algoritmo um nivel de complexidade superior ao
do procedimento de busca de caminhos explicitos pela
folga. Essa conclusdo também € vdlida com respeito ao
procedimento de busca de caminhos implicitos, uma vez
que sua aplica¢@o ndo requer nenhuma outra informacao
além daquelas contidas na rede original, e a rotina para
construgdo de cada novo caminho € a mesma daquela
adotada pelo procedimento de busca de caminhos expli-
citos pela folga, ou seja, a escolha de uma nova atividade
para compor o caminho ¢ feita entre aquelas atividades
sucessoras imediatas a ultima escolhida, conforme deter-
minam os passos 2 ¢ 4 do procedimento de busca de
caminhos implicitos.

Quanto a expectativa de eficicia do algoritmo de
busca de caminhos explicitos, o que lhe confere grande
vantagem computacional em relacdo aos demais algo-
ritmos existentes na literatura, devido a sua simplicidade,
verifica-se que ela se concretiza quando se buscam
pequenas redugdes na duragdo do projeto.

Determination of K most critical paths in PERT networks

Abstract

This paper presents a study about the most important methods to determine the K most critical paths in PERT ne-
tworks. When k = 1, it means the longest path, traditionally known as the critical path; when k = 2, it means the second
longest path, and so on. Three algorithms available in the literature are discussed, and a new algorithm, known as
minimum slack algorithm and which presents some advantages over the others, is proposed. The performance of the
minimum slack algorithm when applied to PERT networks is evaluated using a simulation process.

Keywords: Project management. CPM/PERT. K most critical paths.
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