GES;I'AO
PRODUCAO

v.12, n.2, p.295-304, mai.-ago. 2005

Resumo

UMA CONTRIBL}I(}AO AO PROBLEMA DE
COMPOSICAO DE CARTEIRAS DE
MINIMO VALOR EM RISCO

Celma de Oliveira Ribeiro
Leonardo Augusto Soares Ferreira

Departamento de Engenharia de Produgéo, Escola Politécnica da USP,
Av. Prof. Almeida Prado, 128, Tr. 2 biénio, 2° andar, CEP 05508-900, Sao Paulo, SP,
e-mails: celma@usp.br, leonardo.ferreira@br.abnamro.com

Recebido em 14/5/2004
Aceito em 05/5/2005

O trabalho propoe um modelo baseado em aproximagdo estocdstica para composi¢do de carteiras de ativos fi-
nanceiros de minimo risco. A medida de risco estudada, o Valor em Risco, é bastante utilizada na prdtica de gestdo
financeira como um sinalizador para tomada de decisdo, porém poucas vezes é empregada para definir a composi¢do
otima de carteiras em decorréncia das dificuldades de implementacdo computacional. O modelo proposto permite que
o problema de composigdo de carteira de minimo Valor em Risco seja resolvido de uma maneira simples. O artigo
analisa o desempenho do modelo em um problema de gestdo de carteiras de a¢oes no mercado brasileiro.
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1. Introducao

O problema de mensuracgdo e controle de risco finan-
ceiro tem motivado pesquisadores e tomadores de deci-
sdo a buscar indicadores capazes de identificarem quio
arriscada € uma decisdo. Uma fértil drea de pesquisa de-
senvolveu-se na ultima década, tratando do problema de
encontrar medidas de risco capazes de quantificar apro-
priadamente o risco de uma determinada posi¢ao assumi-
da por um investidor. Na maioria das vezes, as medidas
de risco presumem a existéncia de uma distribui¢do de
probabilidade para os fatores de risco e avaliam momen-
tos ou percentis da distribui¢do da funcio de perda.

A répida evolucido da drea modelagem em financas,
aliada a um expressivo crescimento na disponibilidade de
produtos financeiros no mercado, possibilitou o desen-
volvimento de modelos matemadticos com relativa com-
plexidade, visando responder a importante questdo de
como construir uma carteira de ativos de minimo risco.
Em esséncia, pretende-se minimizar uma medida de ris-
co, para carteiras sujeitas a um conjunto de restrigcdes, o
que recai em problemas de otimizagdo. A complexidade

destes problemas depende fundamentalmente da medida
de risco utilizada, da estrutura do conjunto de restricdes
e da natureza dos ativos envolvidos. Ativos financeiros
como opc¢des, por exemplo, introduzem dificuldades bas-
tante grandes nos problemas, sendo necessdrio empregar
modelos baseados em cdlculo estocéstico. Modelos dina-
micos, que analisam um horizonte temporal longo, tais
como problemas de gestdo de ativo-passivo (asset liabi-
lity management) também levam a situacdes complexas.
Mesmo no caso estatico, ainda que se trabalhe com ativos
de simples tratamento, ha ainda que se considerar as di-
ficuldades resultantes do uso de uma especifica medida
de risco.

Dentro deste escopo, a proposta do trabalho € analisar
carteiras de ativos financeiros sujeitos a um unico fator
de risco, o risco de mercado, visando determinar carteiras
de minimo risco. Trabalhar-se-4 dentro de um ambiente
estatico, de um unico periodo, e serdo tratados como me-
dida de risco os percentis da distribuicdo de probabilida-
de das perdas da carteira. O foco do trabalho € o emprego
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de técnicas de aproximagdo estocdstica para otimizagao
de carteiras, utilizando a metodologia de superficie de
resposta (Response Surface Methodology). Serdo apre-
sentados resultados computacionais obtidos a partir do
uso desta técnica para minimizagdo do risco de carteiras
de ativos financeiros, tomando-se para tanto uma medida
de risco ndo convexa.

2. Percentis como medida de risco

Historicamente, antes do desenvolvimento do conhe-
cido modelo de Markowitz (1952), o risco financeiro era
considerado um fator de corre¢do dos retornos espera-
dos e os retornos ajustados ao risco eram definidos ad
hoc. A principal inovacdo proposta por Markowitz foi a
interpretacdo do retorno de uma carteira como uma vari-
avel aleatoria cujo risco € avaliado por meio de sua va-
ridncia, isto €, do segundo momento da distribuicdo. A
partir desta abordagem, foi possivel compreender que a
diversificagdo reduz o risco, na medida em que carteiras
que contém ativos negativamente correlacionados pos-
suem variancia (risco) inferior a soma das variancias (ris-
cos) individuais. Um problema nesta abordagem € que a
variancia, ou desvio padrdo, do retorno de uma carteira
apresenta propriedades indesejdveis como a inadequa-
¢do para avaliar situagdes de perdas extremas, situadas
nas caudas da distribui¢do de probabilidade. Além disso,
para que possa tratar a varidncia de uma maneira simples,
pela covariancia, o modelo pressupde que a distribui¢do
de probabilidade dos retornos € eliptica o que na prética
ndo ocorre. Seguiram-se ao modelo de Markowitz, numa
mesma linha, modelos que empregam medidas de risco
definidas por outros momentos de distribui¢des de pro-
babilidade, como o caso de Konno (Konno e Yamazaki,
1991), que propde o uso do primeiro momento absoluto
da distribui¢do como métrica.

A prética da gestdo de risco mostrou que considerar
o primeiro e segundo momentos da distribuicdo de pro-
babilidade do retorno de uma carteira como medida de
risco era insatisfatério, na medida em que ndo permite
identificar anomalias ou mesmo a extensdo de possiveis
perdas com uma dada carteira. Motivado por diversos
desastres financeiros envolvendo derivativos, nos quais
as medidas tradicionais mostraram-se inadequadas, o Va-
lor em Risco (VaR) surgiu, entdo, como medida de ris-
co. Formalmente, o VaR pode ser definido como sendo
a pior perda esperada ao longo de determinado intervalo
de tempo, sob condi¢des normais de mercado e dentro
de determinado nivel de confianga, ou seja, o VaR € um
percentil da distribuicdo de probabilidade das perdas. A
funcdo de perda, no caso estudado, serd dada pelo oposto
do retorno da carteira.

A seguinte defini¢do € apresentada por Acerbi e Tas-
che (2002). Sendo P uma medida de probabilidade asso-

ciada a uma varidvel aleatéria R que determina o retorno
de uma carteira, o Valor em Risco, ao nivel o, € definido
como:

VaR, =-q“(R),
em que
¢(R) =inf {w € RIP(R < w)>a} ¢))

Conceitualmente, a obtengdo do VaR € simples, uma
vez que € um percentil, porém, na prética, sua determina-
¢do depende de técnicas estatisticas de estimacdo o que
introduz incertezas em seu cdlculo. Ha diversos métodos
para estimac@o do VaR. O método de estimagdo paramé-
trico parte da premissa que a distribui¢do de probabili-
dade do retorno da carteira € normal, bem determinado
a partir de sua média e variancia, o que possibilita obter
uma expressdo analitica simples (Jorion, 1997). Também
¢ possivel utilizar técnicas computacionalmente intensi-
vas, baseadas em séries histéricas como bootstrapping ou
mesmo simulacio de Monte Carlo, nos quais se pressu-
poe que o histdrico passado dos retornos reflete, de ma-
neira adequada, o que deverd ocorrer no futuro. Outras
técnicas fundamentadas na teoria de valores extremos ou
em modelos de volatilidade estocdstica também tém sido
empregadas (Embrechts, 2000; McNeil, 1998; Szego,
2002). Uma maneira de estimar percentis, denominada
método da série historica, consiste no uso de estatisticas
de ordem. Sendo R = {r,...r,} um conjunto de observagdes
do retorno de uma carteira, um estimador de percentil é
dado por M[QFTJ(R), em que Mu:n € o minimo de R = {r,...
rT}, M[m 0 maximo, e M[um 0 o.T-ésimo valor em ordem
crescente. Ou seja, segundo o modelo de série histérica,
para o célculo do VaR € preciso, inicialmente, selecionar
uma amostra de retornos para a carteira, ordenar este valo-
res e escolher um valor de acordo com a fungdo M[QTM(R),
em que o € o nivel de confianca desejado.

Ha diversas consideragdes sob o ponto de vista pratico
que devem ser observadas pelo tomador de decisdo, na
escolha do método a ser empregado para estimar o VaR.
A opgdo por uma particular metodologia de cdlculo deve
retratar uma necessidade da institui¢do (expressa em ter-
mos de nivel de confianga) e também ser apropriada a
particular carteira e tipos de ativos que a constituem. Ao
estudar o VaR, € necessdrio, também, determinar o perio-
do para o qual deverd ser verificada a pior perda. Este pe-
riodo, denominado horizonte de tempo, estd diretamen-
te relacionado com o tipo de empresa e caracteristicas da
carteira em que o VaR serd calculado. Em empresas em
que os ativos financeiros sdo pouco negociados, utiliza-
se um horizonte de tempo maior, como por exemplo, um
més. J4 em instituicdes que possuem um alto giro dos
ativos financeiros, € recomendavel utilizar um horizonte
de tempo menor, como um dia. Definido o horizonte de
tempo € necessdrio estabelecer o nivel de confianca, que
indica a probabilidade de se verificar uma perda superior
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a indicada pelo VaR no horizonte de tempo considerado.
A escolha deste valor estd mais ligada as caracteristicas
de aversdo ao risco das empresas: as mais conservadoras
tendem a adotar niveis de confianca mais altos.

Na presenca de instabilidades no mercado e de desvios
significativos nas condi¢des de normalidade, sabe-se que
o VaR pode conduzir a ineficiéncias na gestdo de cartei-
ras. Além disso, esta medida ndo possui propriedades im-
portantes como a subaditividade, ndo podendo ser clas-
sificada como uma medida coerente de risco (Artzner,
1999). Apesar destas limitagdes, esta medida se tornou
um padrdo mundial de avaliagdo de risco. Seu estudo jus-
tifica-se ndo apenas pela sua aplicabilidade, mas também
em decorréncia da complexidade do problema resultante,
quando o VaR € utilizado na composic¢do de carteiras.

3. Composicao de carteiras

O problema de composicio de carteiras estd intrin-
secamente relacionado aos conceitos de risco e retorno.
Quando um operador do mercado financeiro ou adminis-
trador de empresas compde uma carteira de ativos, o ob-
jetivo € basicamente obter o mdximo de retorno possivel,
dado um nivel aceitavel de risco, ou obter 0 minimo ris-
co, fixado um nivel de retorno. A preocupacio das insti-
tuicdes com relacdo a composicdo de suas carteiras nao
€ recente. O trabalho de Markowitz, publicado em 1952,
tratou da questdo de composicao de carteiras de minimo
risco sob a dtica de modelos de otimizagdo, e tornou-se
um marco na histérica de finangas.

A literatura a respeito deste problema € extensa, ainda
que recente. Hé diversos trabalhos cientificos que tratam
do problema de determina¢do de carteiras de minimo
risco (Judice et al., 2003; Ribeiro et al., 2002; Pflug e
Gaivoronski, 2005; Bertsimas et al., 2004) sob a 6tica de
otimizacdo. Em particular, o problema de determinacgdo
de algoritmos eficientes para o problema de minimizagao
de percentis, como € o caso do Valor em Risco, tem desa-
fiado pesquisadores. Algumas técnicas tém sido propos-
tas para analisar este problema por autores consagrados.
Rockafellar e Uryasev (2000) apresentaram uma elegan-
te formulac@o analitica para VaR (x), o Valor em Risco
escrito a partir de uma particular carteira x € R", em
um nivel de confian¢a o, que pressupde o conhecimento
a priori, da distribui¢do de probabilidade dos retornos.
Pflug e Gaivoronski (2005) prop6s uma aproximacao po-
linomial para VaR (x), pressupondo que os valores esti-
mados sdo adequados para a modelagem, sem considerar
a incerteza nas estimativas. Kibzun e Kipp (2001) anali-
sam aproximacdes discretas do problema.

Em linhas gerais, pretende-se estudar o problema de
composicao de carteiras de minimo VaR por meio de um
modelo tratdvel computacionalmente, mesmo em situa-
¢des nas quais nao se presume normalidade. Formalmen-

te, o problema de interesse consiste em determinar uma
carteira x € R" que forneca o menor Valor em Risco, ou
seja, encontre, se existir, x* e arg min VaR,(x),

¥ € X (R)

X (R)= {x e R Zx:x,: 1 iE (n)x=R, x= OVJ}(Z)
T T

emque x € R" € o vetor que determina a composicao
da carteira, de forma que x, € o percentual do i-€simo
ativo presente na carteira. A constante R € o retorno mi-
nimo exigido pelo investidor, e E(r;) € o valor esperado do
retorno do j-ésimo ativo.

Neste modelo as restrigdes sdo lineares e nao causam
problemas do ponto de vista de otimizagdo, porém a fun-
¢do objetivo apresenta caracteristicas que dificultam a
implementacdo do modelo. Modelos que consideram as
estimativas paramétricas do VaR como fun¢do objetivo
sdo equivalentes ao modelo tradicional de composicao de
carteiras de Markowitz e podem ser facilmente resolvi-
dos por técnicas de otimizagdo quadratica (Luenberger,
1998), (Steinback, 2001). No entanto, a menos do caso
em que o VaR € estimado a partir do pressuposto de nor-
malidade da distribuicdo de probabilidade dos retornos,
ndo ha uma expressdo analitica trivial que possibilite es-
crever VaR (x). Ao utilizar estimadores para aproximagao
da fung@o objetivo, o problema passa a ter diversos mini-
mos locais o que dificulta, e até mesmo inviabiliza, a oti-
mizacdo segundo os métodos de otimizacgdo tradicionais.

Apresenta-se a seguir um exemplo hipotético que ilus-
tra algumas das dificuldades inerentes ao problema. Fo-
ram selecionadas duas composigdes de carteiras x! e x?,
a partir de 5 ativos, e foi gerada uma familia de carteiras:
x(A) =Axt + (1 = M)x%, A € [0,1]. Calculou-se o VaR para
esta familia de carteiras, utilizando-se o método de série
histérica para um horizonte de um dia, a um nivel de
confianga de 95%. Na Figura 1, estdo representados os
resultados, sendo que o eixo horizontal representa o valor
de A e o eixo vertical o VaR.

Observa-se neste exemplo que, embora o ponto de mi-
nimo global da funcio esteja proximo de 0.20, ha varios
minimos locais (alguns indicados por circulos). Além
disso, pode-se observar, como no ponto A, por exemplo,
que a funcdo possivelmente ndo € diferencidvel e verifi-
cou-se empiricamente que as irregularidades aumentam
com o numero de ativos da carteira.

Para permitir a otimizacao desta funcdo, pode ser uti-
lizada uma técnica de aproximacao estocdstica, apresen-
tada na secdo que segue, que interpola um conjunto de
observacdes. No exemplo apresentado na Figura 2, sdo
utilizados 6 pontos para interpolagdo A = {A ... A} e ve-
rifica-se que a aproximacio resultante possui um com-
portamento bastante apropriado ao uso de algoritmos de
otimizacao.

O emprego de técnicas de suavizagdo em problemas de
otimizacdo com o intuito de reduzir o nimero de minimos
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Figura 1. Comportamento do VaR para uma familia de
carteiras.
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Figura 2. Ajuste de uma funcao pelo método de aproxi-
macao.

locais ndo € recente. Uma das vantagens na abordagem
adotada reside no fato de que as aproximacdes utilizadas
sdao suficientemente “bem comportadas”, possibilitando
que algoritmos tradicionais de otimizacdo sejam utiliza-
dos para sua minimiza¢do. Mas, além disso, o ajuste de
curva parte da premissa que os valores da funcio obje-
tivo obedecem a um modelo estatistico no qual os erros
aleatdérios ndo sdo independentes. Ou seja, se 0s pontos
X, € X, estdo proximos, os erros de aproximagdo de f(x,)
e f(x,) também estardo proximos. Esta caracteristica €
consistente com a estrutura dos problemas de composi-
¢do de carteiras e, particularmente, com medidas de risco
que consideram percentis da distribui¢do das perdas. As
grandes perdas financeiras sofridas por gestores de car-
teiras devem-se a variacdes adversas dos retornos e nao a
pequenas variacdes na sua composicao.

O modelo apresentado a seguir reduz as dificuldades
no processo de otimizacdo, provenientes da utilizacdo
de estimadores de percentil, apresentando bom ajuste a
problemas reais. Embora os célculos e testes sejam feitos
calculando-se o VaR pelo método de série histérica, o
modelo proposto € aplicdvel a qualquer técnica de esti-
macao de percentil.

4. O método DACE para estimacao do
VaR

O pressuposto que norteia este trabalho € que, em um
dado instante, € possivel determinar estimativas do Va-
lor em Risco para diferentes composicdes de carteira, o
que permite construir uma superficie S(x) que estima a
fungdo VaR (x). Ainda que sejam conhecidas na literatura
diversas técnicas para determinacdo do VaR de carteiras,
a fungdo VaR  (x) para x € R" ndo possui uma forma fe-
chada simples a menos de situacdes elementares.

Rockafellar e Uryasev (2002) apresentaram a seguinte
expressdo para o cdlculo de VaR (x). Seja x € R" a com-
posic¢do de uma carteira, e f(x,y) a funcio de perda, em
que y € R"é um vetor aleatério de retornos com densida-
de p(y). Dado o € ]0;1[, o VaR (x) € definido por

VaR (x) =min { € R| ¢ (x,&) 2 a},

em que

0. &) = P(fey) <& =[ . p)dy

Esta formulagdo conduz a modelos de otimizacdo li-
neares de grandes dimensdes, porém com o grande in-
conveniente de admitir conhecida uma distribui¢cdo de
probabilidades, o que na prética ndo ocorre.

A técnica aqui apresentada insere-se dentro do que
€ conhecido em otimizacdo como “métodos de funcdes
aleatdrias” (random function methods), em que a funcio
objetivo € tratada como uma realizagdo de um processo
estocdstico definido a priori, e caracterizado por uma
func¢do de correlacdo entre os valores da fungdo calcula-
dos em diferentes pares de pontos (Pardalos et al., 2000),
(Jones et al., 1998). A abordagem € bastante utilizada em
situacdes nas quais o custo do cdlculo da funcdo objetivo
€ muito alto, o que ndo necessariamente ocorre no célcu-
lo das estimativas da fung@o VaR (x). Assim, a principal
vantagem da metodologia empregada para resolugdo do
problema decorre da interpretagdo da funcdo objetivo
COmo um processo estocdstico com uma estrutura de cor-
relacdo que reflete o conceito de que carteiras com com-
posicdes similares devem ter risco semelhante.

Diversos modelos tém sido utilizados para aproximar
fungdes que resultam de cdlculos computacionais ou cujo
custo de avaliacdo € alto. As técnicas t€ém como base uma
escolha apropriada de pontos, nos quais a funcdo deve
ser calculada, e a selecdo de uma superficie que aproxi-
ma a funcdo de interesse. Tais técnicas, conhecidas como
ajustes DACE (Design and Analysis of Computer Expe-
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riments), t€m se mostrado eficientes, tanto no uso para
aplicacdes reais quanto em andlises de funcdes especifi-
cas, como a fung¢do de Branin, tendo sido desenvolvidas
para modelagem de funcdes ndo lineares que normal-
mente ocorrem na engenharia. A técnica teve origem no
estudo de problemas oriundos da geologia, e € conhecida
como Kriging (Pardalos et al., 2000). Sao apresentados a
seguir os principais conceitos relacionados a técnica. Um
estudo mais aprofundado € apresentado por Jones et al.
(1998).

Consideram-se  observagdes de uma funcgdo
), {(w?; y) }o._,emque whe Rre y? = fAiw?). O ajuste
DACE encontra uma aproximagao polinomial S(.) da fun-
¢do f(.), que a interpola nos pontos observados, por meio
de um modelo do tipo Yo, f”(w) + e(w), no qual os

j=1
erros aleatorios e(w) sdo normalmente distribuidos com
média zero, variAncia constante, 62, e além disso sdo cor-
relacionados. A correlacéo entre os erros g(w”) e g(w?)
depende da distincia entre os pontos, de tal forma que
quanto mais préximo estiver o ponto w” do ponto w',
menor serd a diferenca entre g(w”) e (w’) e maior serd a
correlacdo entre eles. De acordo com a distancia utilizada
¢ possivel construir diferentes estruturas de correlagdo en-
tre os erros e(w?) e g(w®) o que permite obter diferentes
fungdes de ajuste a amostra dada. As medidas de correla-
¢do usuais sdo da forma 6°Z, em que Zij = C(w¥, w) =
exp[— dw?, w?)]. A medida de distancia utilizada é dada
por uma fungdo que prioriza, por meio de parametros 6, e
p,» as varidveis mais “ativas’” na previsio:
"
d (w?,w) = 20, lw—w|" (6,2 0,p,€ [1,2]).

h =1

Embora os parametros 6,, p, € 6° possam ser obtidos
por meio de técnicas estatisticas de estimacdo, admite-se,
para este estudo, que p, = 2, numa abordagem similar a
Queipo et al. (2002).

Uma vez determinados &2, 0, € p,, 0 estimador ndo
viesado de minimos quadrados para o f(w*) serd dado
por (Lophaven et al., 2002):

Fws) =213 f(w*) +rZ'(y-FB*
j=1

em que:

B=(F"ZT'Fy'F'Xly

r € o vetor de correlagdes entre os erros em w* e os
erros nos pontos da amostra. Ou seja, r(w*) = C(w*, w'),
para uma determinada escolha da distancia;

S € a matriz de correlagdo entre os erros dos pontos da
amostra, ou seja, ij = C(wY, why;

y € o vetor dos valores observados da funcgdo para a
amostra;

F € a matriz com os valores das fungdes calculados nos
pontos da amostra, dada por: F, = f*(w?).

Deve-se observar que, a rigor, a fun¢do VaR (x) ndo
¢ conhecida, sendo possivel determinar apenas estima-
dores da fun¢do. Uma estimativa nada mais € que uma
observacdo de uma varidvel aleatdria, de tal sorte que a
aplicagdo do método DACE para aproximagao da funcio
VaR (x) € natural. Considera-se uma seqiiéncia de obser-
vacdes { (x7; y?) }‘IJ,: »emquex’e Rey? =M wr(— R%)
a partir da qual € construida uma aproximacdo S(x).

5. Selecao da amostra e validacao do
modelo

O emprego de um conjunto de observagdes adequado
¢ essencial para garantir uma boa aproximacao da fun-
¢do. No delineamento de experimentos cldssicos, utiliza-
dos em experimentos fisicos, hd a preocupacio de ocupar
o0 espaco de busca por meio de técnicas como blocagem,
replicacdo e aleatorizagdo. Porém, de acordo com Sacks
et al. (1989), no caso de experimentos computacionais,
o emprego destas técnicas ndo acrescenta informacao
relevante. Diversos autores tém estudado o problema de
obtencdo de uma amostra apropriada para experimentos
computacionais. Simpson et al. (2001) analisam o im-
pacto do uso de diferentes estratégias de amostragem no
delineamento e andlise de experimentos computacionais.
Bates et al. (2003) estudam técnicas computacionalmente
eficientes para geracdo de amostras.

Neste artigo, sao avaliados trés métodos para geragao
de amostras: no primeiro, denominado aleatdrio, os pon-
tos sdo gerados por meio de uma distribui¢do uniforme
em [0;1]". No segundo, denominado geragdo determinis-
tica, cada face do hipercubo [0;1]" € subdividida em P
subintervalos que ddo origem a hipercubos cujos vértices
sao escolhidos para amostra. Finalmente, na geracdo por
hipercubo latino (LHS — Latin Hypercube Sampling) as
n componentes de cada vetor sdo geradas aleatoriamente
dentro de estratos pré-determinados. A seguir, as compo-
nentes geradas sdo selecionadas aleatoriamente, de forma
a compor um vetor de dimensdo n (McKay et al., 1979).

Ap6s ter sido gerada uma amostra, € necessario ava-
liar sua qualidade; Jones et al. (1998) sugerem o uso de
técnicas de cross validation para medir a adequacdo da
superficie construida a partir de uma amostra. Simpson
et al. (2001) consideram um conjunto de nval pontos de
validac¢do gerados aleatoriamente, para os quais sdo cal-
culados o erro absoluto mdximo (EAM) e o erro quadra-
tico médio (EQM), respectivamente:

2(=3)
..... EOM=="var
em que y e y, correspondem aos valores obtidos para as
superficies aproximadoras S(x) e para VaR (x") (segun-
do a estimativa por série histérica).

A fim de ilustrar graficamente o que foi apresentado,
s@o exibidas as superficies construidas para os diferentes
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tipos de amostragem. Considerou-se uma carteira hipoté-
tica com trés ativos financeiros negociados na Bolsa de
Mercadorias e de Futuros (BM&F), a saber, contratos Fu-
turos de Cupom Cambial com maturidade para 5, 35 e
65 dias corridos. Fixou-se a composi¢do dos contratos
com maturidade de 65 dias, ou seja, tomou-se X,= 30% e
os valores das demais varidveis foram entdo gerados por
meio das diferentes técnicas de amostragem. Para calcular
0 Valor em Risco didrio, ao nivel de confianga de 95%,
empregaram-se 994 observacdes e o estimador de série
histérica. As varidveis x, € X, representam as fragdes do
capital investido em titulos com maturidade de 5 e 35 dias
respectivamente. Na Figura 3, s@o apresentadas as super-
ficies aproximadoras obtidas, utilizando-se respectiva-
mente as técnicas de amostragem aleatodria, deterministica
e segundo a geracdo por hipercubos latinos. Cada uma das
amostras utilizadas para a obten¢@o das superficies pos-
suia 100 pontos que, na Figura 3, correspondem aos pon-
tos destacados sobre cada superficie. A fim de simplificar
"

a representacdo gréfica, a restricao ij = 1 foi relaxada.
j=1

Naturalmente, ao considerar amostras que envolvem a
geracdo de numeros aleatorios, obtém-se superficies mais
irregulares do que no caso em que a geracao de pontos €
deterministica. Esta caracteristica parece estar ligada ao
fato de que nas amostras com aleatoriedade pode ocorrer
a concentracdo de pontos em particulares regides, contra-
riamente ao caso deterministico. Do ponto de vista de oti-
mizagdo, esta irregularidade € indesejdvel, uma vez que a
qualidade das solu¢des obtidas pelos métodos numéricos
depende fundamentalmente da suavidade da fungdo ob-
jetivo. Deve-se destacar que a motivag@o do trabalho foi
justamente reduzir a irregularidade da fungio VaR (x).

A qualidade da aproximagdo obtida também pode ser
analisada por meio do erro quadratico médio (EQM). To-
mou-se, para os exemplos acima, uma amostra de valida-
¢do com 100 pontos gerados aleatoriamente e calculou-se
o valor do erro para cada caso. A amostragem aleatéria
e a geracdo por hipercubos latinos forneceram erros qua-
dréticos médios da ordem de 6,3 x 107 e 3,9 x 107, res-
pectivamente, enquanto que, para a amostragem determi-
nistica, o erro foi de aproximadamente 1,7 X 10 (valores
aproximados para uma casa decimal).

6. Resultados computacionais

O método proposto foi utilizado em um problema real
do mercado brasileiro. Considerou-se uma série de taxas
de retorno de a¢des de aproximadamente 3 anos, que for-
neceu 718 observacdes didrias. Foram selecionadas dez
acdes do Indice Bovespa e também o préprio indice, totali-
zando onze ativos. Calculou-se, a seguir, o Valor em Risco
a um nivel de 5% pelo método de séries histdricas. Todos
os célculos foram realizados com o aplicativo MATLAB.

Amostragem Aleatéria
(X4, X2)

0,35

0,3 q ______________
%

JE S |

Amostragem Hypercubos Latinos

Y(X4, X2)
______________________ -
035 oo T M
1 RN
i [N
| AN
\
03 S SR LN
a Y : N
\
* : E \\L
- |
PO . r o N ' E‘
0,25 _____ s" . 4‘.“.. 4;%‘\ ____________ i \.
+ - !
~ »
e & st i
* e X
* * - b

0 \0,5
X2

Figura 3. Aproximacao gerada pelo método DACE utili-

zando-se amostragem aleatdria, deterministica e segun-

do a geracao de hipercubos latinos.

Antes de resolver o problema com os onze ativos, pro-
curou-se realizar um estudo empirico para identificar qual
a amostragem mais apropriada ao problema em questdo,
bem como a quantidade de pontos necessdrios para re-
alizar uma aproximacio aceitdvel. Assim, verificou-se,
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primeiramente, a relagdo entre o nimero de ativos (n),
o nimero de pontos da amostra para gerar a superficie
(Namostra) e o tipo de amostra. Os pontos para cdlcu-
lo dos erros de avaliacdo foram gerados aleatoriamen-
te, sendo empregados para Namostra pontos, ou seja, a
mesma quantidade de pontos utilizada para construir a
superficie.

A andlise foi realizada para instancias de tamanho re-
duzido do problema. Variou-se a dimensdo dos vetores
considerados (n), bem como o tamanho da amostra para
geracdo de superficie, tendo-se assumido Namostra = m".
Adotou-se a seguinte denominacdo para as técnicas de
amostragem: Det € a amostragem deterministica, Al a
amostragem aleatéria e Hip a geracdo por hipercubos la-
tinos. Os resultados sdo apresentados na Figura 4.

Observe que os erros diminuem a medida que sdo uti-
lizados mais pontos para a construcio da superficie. E
claro que o aumento no niimero de pontos acarreta um
significativo acréscimo do custo computacional da deter-
minagdo da superficie aproximadora, o que pode tornar
o método proibitivo. Assim, a efetiva escolha de um par-
ticular nimero de pontos deve levar em conta a relacio
entre tempo disponivel e qualidade desejavel da aproxi-
macao. Ainda que nd@o se possa concluir estatisticamen-
te que a amostra deterministica € a mais adequada, uma
vez que seria necessdria a geracdo de vdrios testes, para
cada par (n, m), os erros de aproximag¢@o no caso des-
te tipo de geracdo de pontos sdo claramente inferiores
aos erros da geracdo aleatdria para tamanhos de amostra
maiores. Por sua vez os resultados obtidos com a geracdo
por hipercubos latinos ndo apresentam comportamento
significativamente superior ao caso da amostragem de-
terministica. Estes fatos, somados ao interesse em obter
uma superficie com poucos minimos locais, levaram a
escolha da amostragem deterministica para o tratamento
do problema de interesse.

Nao € objetivo deste trabalho analisar o método em
termos de velocidade de processamento, mas sim avaliar

EAM (x10) EQM (x10°)

n| i m n| i m
3 4 5 3 4 5
Det| 1,9 ] 14 ] 1, Det | 0,06 | 0,03 | 0,03
2| Hip| 53| 139 | 3, 2| Hip | 051 1,03 | 0,09
Al | 91 |[1192 Al | 1.35|4571 | 0,06

3| Hip| 93| 31,0 3| Hip| 076 | 1,76 | 0,06
Al 1263 | 12,6 Al 540 | 044 | 0,07
Det | 33,3 5,0 Det (23,54 | 0,27 | 0,07
4|Hip|262 | 10,1 | 44 4| Hip| 233 | 0,18 | 0,07
Al | 931 59 | 56 Al 8,12 | 0,15 | 0,08

1,4
3,1
3.7
Det | 34,2 24119 Det (27,05 | 0,07 | 0,04
3,8
3,3
3,4

Det | 50,4 54 | 40 Det (33,88 | 0,11 | 0,03
5| Hip | 29,2 59 | 52 5|Hip | 209| 014 | 0,04
Al | 316 68 | 54 Al 2,63 | 0,13 | 0,06

Figura 4. Erro absoluto maximo (EAM) e erro quadrati-
co médio (EQM) em funcio do niimero de ativos, do tipo
e tamanho da amostra.

seu comportamento na resolugdo de problemas reais, ra-
730 pela qual procurou-se estudar o comportamento das
carteiras de minimo Valor em Risco, obtidas pelo método
proposto. Note que ndo € possivel obter expressdes anali-
ticas para descrever as solucdes 6timas, pois se parte do
pressuposto que a fungdo objetivo € uma realizacdo de
um processo estocdstico e que a determinagdo do conjun-
to arg min VaR,(x) € ndo trivial mesmo se for admitido
x € X (R)

que VaR  (x) € deterministica. Ndo € vidvel, conseqiiente-
mente, comparar solucdes 6timas com solugdes tedricas,
ou mesmo, com resolucdes resultantes de implementa-
¢oes de algoritmos de otimizacao que interpretam o Valor
em Risco como uma fun¢do deterministica. A alternativa
€, portanto, averiguar como as solugdes se comportam
quando comparadas com solu¢des de outro modelo de
composi¢do de carteiras.

A abordagem usual, aqui adotada, para a andlise do
problema, consiste em construir a fronteira de eficiéncia
a luz da especifica medida risco empregada, neste caso,
o Valor em Risco. A fronteira de eficiéncia representa
a relacdo risco retorno associada a um investidor que
considera o risco como a sua medida de utilidade (a ser
minimizada). E natural estabelecer como parimetro de
referéncia o modelo cldssico de Markowitz, que origi-
nou o estudo destas fronteiras, e que assume que O 1isco
da carteira € determinado pela varidncia do retorno. Ao
adotar tal medida de risco, o problema resultante € de
facil resolucdo, reduzindo-se a um problema de progra-
macgdo quadritica. Espera-se que o modelo de otimiza-
¢do de Valor em Risco tenha um comportamento similar
ao modelo de Markowitz, em termos de estabilidade da
solugdo ao longo do tempo e, também, quanto a relacio
risco retorno, expressa em termos da fronteira de eficién-
cia. Naturalmente ndo hd interesse em uma comparagio
direta entre os dois modelos a fim de identificar qual o
melhor, uma vez que se destinam a investidores distintos,
que possuem diferentes posturas frente ao risco.

Para gerar a superficie que aproxima o Valor em Ris-
co, foram utilizados 286 pontos, obtidos por meio da
amostragem deterministica. A fronteira eficiente - que
relaciona risco e retorno - foi entdo construida a partir
de diferentes valores de retorno. Exigia-se que o retorno
das carteiras fossem iguais a um conjunto de retornos pré
estabelecidos, R = {R,}*”, _, portanto, foram resolvidos
diversos problemas cujos conjuntos de pontos vidveis
eram dados por:

" "
X (R)= {x € Rl 2x=12FE (r)x=R x= OVj}_
i= i=

Os resultados sdo apresentados graficamente na Figu-
ra 5, em que o eixo vertical representa o retorno exigido,
R,, € o eixo horizontal o Valor em Risco, ambos expres-
sos em percentual.
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20 21 22 23 24 25

------- F. E. de Markowitz
—F. E. de minimo VaR

Figura 5. Fronteira do Valor em Risco para modelo de
minimo VaR e Markowitz.

Para cada valor de retorno minimo exigido, exibe-se o
valor em risco das carteiras 6timas obtidas por meio dos
dois modelos. Os pontos sobre a curva continua represen-
tam os pares (Retorno médio; Valor em Risco) da carteira
6tima de minimo Valor em Risco, obtida quando se exige
pelo menos aquele especifico retorno. A curva pontilhada
apresenta o Valor em Risco da carteira de minima varian-
cia determinada pelo modelo de Markowitz para o mes-
mo valor de retorno médio. Assim as curvas representam
ospares: (R ; VaR(x*(R ))))emquex*(R ) € arg min Va;’ (x)

¥ e x (r,
e (R, VaR(x"(R))) sendo x*(R ) a solugdo do modelo de
Markowitz, isto €, x"(R ) € arg minx'Xx (x) em que X é
x e X (R)
a matriz de covariincia dos retornos.

Uma caracteristica desejdvel e importante na gestao de
carteiras € a sua estabilidade, ou seja, espera-se que nao
seja necessdrio realizar muitas alteragcdes na composicao
das carteiras ao longo do tempo, devido aos altos custos
de reestruturacdo e necessidade de liquidez. A premissa
de inexisténcia de custos operacionais, presente na maio-
ria dos modelos de composi¢do de carteiras, ndo reflete
a realidade e € usualmente uma das criticas a estes mo-
delos. Para avaliar o desempenho do modelo de minimo
Valor em Risco, sob esta ética, utilizou-se uma aborda-
gem usual em finangas que considera janelas de tempo.
A partir de um histdrico de retornos de comprimento fixo
(uma janela), gera-se a carteira 6tima. A cada periodo de
calculo, a observa¢do mais antiga € excluida do histérico
e acrescenta-se uma nova observacgao referente ao dltimo
retorno observado, repetindo-se o processo de otimiza-
¢do. Do total de 718 retornos disponiveis utilizou-se um
histérico fixo de 466 observacdes e foram feitas 252 de-
terminacdes da solu¢do 6tima, alterando-se o histdrico
em um dia. As carteiras 6timas foram calculadas, para os
dois modelos, fixando-se o retorno minimo esperado em
0,2%. As figuras que seguem (Figuras 6 e 7), usuais na

PETR4
20-07-01  10-08-01

0% +
18-05-01

08-06-01 29-06-01

Figura 6. Evolucao temporal da composicao da carteira
6tima segundo o0 modelo de minimo VaR.

TEPR4

PETR4
10-08-01

0%+
18-05-01

08-06-01 29-06-01 20-07-01

Figura 7. Evoluciao temporal da composicio de carteira
otima segundo o modelo de Markowitz.

literatura de finangas, resumem os resultados obtidos. Es-
tes graficos descrevem a evolucdo da composicao da car-
teira ao longo do tempo, quando se toma a decisdo com
base, exclusivamente, no modelo de otimizacdo. Consi-
dera-se que modelo é empregado diariamente, sendo que
em cada dia a nova carteira 6tima € determinada utilizan-
do-se a série de dados atualizada até o dia precedente, ex-
cluindo-se a observagdo mais antiga. No eixo vertical sdo
apresentados os percentuais de cada ativo que compdem
a carteira e cada textura refere-se a um particular ativo.
Por exemplo, os dados relativos ao Indice Bovespa, apre-
sentados com a tonalidade mais escura, na parte superior
do gréfico, indicam que na data inicial 23% da carteira
era composta por este ativo. A medida que o tempo passa,
este valor se altera, até que na data final representa ape-
nas 2,5%. Estudou-se um periodo de trés meses.
Embora estes resultados ndo permitam tirar conclusdes
quanto a superioridade de um modelo ou outro, visto que
dependem da liquidez dos mercados, volumes financeiros
envolvidos e custos especificos de compra ou venda de
ativos, pode-se observar que carteiras obtidas pelo mode-
lo de minimo Valor em Risco sdo menos estaveis do que
as obtidas pelo modelo de Markowitz. Verifica-se que,
para carteiras obtidas segundo o modelo de Markowitz,
a maior alteracdo da composi¢do de um ativo entre dois
dias consecutivos foi de 2%, enquanto que, para carteiras
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obtidas segundo o modelo de minimo VaR, a alteracio
maxima € de 6%. Esta questdo deve ser levada em con-
sideracdo quando da opg¢do pela composi¢do de carteiras
segundo um modelo ou outro. Deve ser ponderado se a
reducdio do Valor em Risco obtida pelo modelo justifica
os custos referentes a menor estabilidade das carteiras,
salientando-se que o modelo de Valor em Risco presume
que o investidor se preocupa com a perda maxima que
pode ocorrer com uma dada probabilidade. Isto significa
que um eventual aumento de custos operacionais ndo ne-
cessariamente refletird uma perda para o investidor, uma
vez que mantém sua carteira dentro de niveis aceitdveis
de risco, uma das exigéncias dos comités de avaliacdo de
riscos nacionais e internacionais.

7. Conclusoes

Este trabalho estudou o problema de determinagio de
carteiras de ativos financeiros de minimo risco, quando
se consideram medidas de risco ndo convexas. A medida
selecionada para estudo, o Valor em Risco, embora bas-
tante difundida e utilizada para aferi¢do de risco, ndo €
empregada para determinacdo de carteiras 6timas, devido
as dificuldades de implementacdo do modelo de otimi-
zacdo subjacente. Para contornar tais inconvenientes, foi
proposta a aplicacdo de uma ferramenta de otimizagao
baseada em aproximacdo estocdstica que possibilitou a
determinacio de carteiras de minimo Valor em Risco. Seu
uso permitiu que o problema de composicao de carteiras
de minimo Valor em Risco fosse resolvido de forma sim-
ples, principalmente no que se refere a determinacdo de
minimos globais.

Foram também apresentados alguns estudos compara-
tivos entre as solugdes e as fronteiras eficientes obtidas
pelo modelo de Markowitz e pelo modelo de minimo Va-
lor em Risco. Destes estudos depreende-se que as solu-
¢odes obtidas pelos dois modelos possuem caracteristicas
distintas, que devem sem contempladas pelos investido-
res no momento de determinacgdo de suas carteiras. Ques-
tdes de natureza qualitativa e individual tornam impra-
ticavel a determinacdo do “melhor modelo” a menos de
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A CONTRIBUTION TO THE MINIMUM VALUE-AT-RISK
PORTFOLIO PROBLEM

Abstract

A model based on stochastic approximation is proposed to minimize the risk of portfolios of financial assets. Va-
lue-at-Risk, a widely used risk measure in financial management practices, has rarely been used in optimal portfolio
context selection due to difficulties in computational implementation. The proposed model allows the minimum Value-
at-Risk portfolio problem to be solved through an approximation of the objective function. This paper analyzes the
performance of the model in a portfolio of Brazilian market assets.
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