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Resumo 

Este trabalho apresenta a modelagem de um problema particular de Programação da 
Produção numa Fundição Automatizada e sua resolução por um algoritmo de busca heurísti-
ca, que explora a estrutura do problema. 
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1. Introdução 

s processos de fundição consistem 
em fabricar moldes, preparar e 
fundir metais, vazar o metal dentro 
do molde, limpar as peças fundidas 

e recuperar a areia para reutilização. O 
produto da fundição é uma peça que pode 
variar consideravelmente em peso, como 

também em composição, isto é, diferentes 
metais devem ser fundidos (RESENDE, 
1992). 

A Figura 1 fornece uma representação 
esquemática e simplificada das principais 
atividades de uma fundição em areia. 

O 
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Figura 1 Principais Atividades numa Fundição 
 
Os equipamentos de uma fundição são 

basicamente um forno de fusão, um 
conjunto de máquinas de moldagem e um 
conjunto de máquinas de preparação de 
areia. O forno é alimentado por matérias 
primas (em geral, lingotes de fundidos 
obtidos após um processo de refino de 
minérios, sucatas e outros) e tem uma 
capacidade máxima de produção, em 
toneladas por hora, isto é, a cada hora (ciclo 
do forno) o forno pode produzir uma 
quantidade máxima de certa liga e, uma vez 
terminado o vazamento da liga, é então 
realimentado para a produção de um novo 
tipo de liga. A operação de preparação do 
forno, para o caso estudado neste artigo, é 
irrelevante. É interessante observar que a 
alimentação do forno por matérias primas 
para a obtenção de uma liga, com percentu-
ais previamente especificados de ferro, 
carbono, silício, manganês, enxofre e outros, 
consiste no conhecido “problema da 
mistura”, um dos mais clássicos exemplos 
da programação linear. 

A liga produzida pelo forno é então 
vazada em moldes de areia, os quais são 
preparados segundo projetos que especifi-
cam todos os detalhes de contornos, canais 
de vazamento, etc., bem como o tipo da liga 
adequada. Os moldes de areia, por sua vez, 
são produtos de máquinas de moldagem que 
têm capacidades de produção também 
conhecidas, isto é, é sabida a quantidade 
máxima de moldes por hora para cada tipo 
de peça. Essas máquinas de moldagem 
podem trabalhar uma parte da hora na 
produção de um tipo de molde e outras 
partes na produção de outros tipos. Para o 
caso estudado neste trabalho, os tempos de 

preparação dessas máquinas são também 
irrelevantes. 

Vale também observar que a areia a ser 
utilizada no molde é também uma mistura 
de diferentes tipos de areias com grãos de 
tamanhos variados. Isto é, a areia ideal, com 
os percentuais dos diversos tamanhos dos 
grãos especificados, é obtida pela mistura de 
areias obtidas em depósitos naturais. Isto 
sugere a resolução do clássico problema da 
mistura, similar àquele resolvido na 
obtenção da liga. 

É interessante observar aqui que, embora 
as máquinas de moldagem possam ser 
repreparadas para a produção de diferentes 
moldes dentro de uma hora, a liga produzida 
pelo forno pode ser alterada somente na 
mudança de períodos, os quais podem ser de 
várias horas (um período adotado, por ques-
tões de organização da empresa é, em geral, 
de 6 horas). Assim, as mudanças na produ-
ção de moldes estão restritas às peças que 
utilizam a mesma liga metálica. Isso mostra 
que a programação da produção na fundição 
tem dois momentos importantes e interliga-
dos: a programação do forno (em que é 
definida a liga a ser produzida num período) 
e a programação das máquinas de moldagem 
ou carga de máquinas (em que são definidos 
os moldes a serem produzidos). 

Na seção 2 são focalizadas as atividades 
de uma fundição, que serão objeto de 
atenção neste trabalho, e é proposta uma 
modelagem matemática para o problema de 
programação da produção na fundição. Na 
seção 3 um método heurístico de resolução 
do modelo matemático é proposto, e o 
algoritmo é apresentado na seção 4. 
Algumas experiências numéricas obtidas 
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com a implementação do algoritmo são 
relatadas na seção 5 e, finalmente, as 

conclusões e perspectivas futuras são 
apresentadas na seção 6. 

 
2. Definição e Modelagem Matemática do Problema 

 problema a ser estudado neste 
artigo foi motivado por uma 
situação particular de uma fundição 
automatizada de porte médio, do 

interior paulista. Naturalmente, diferentes 
características podem ser encontradas em 
outras fundições (muitas vezes impostas por 
circunstâncias de demanda, além da 
tecnologia instalada, veja RESENDE, 1992, 
para uma variedade de fornos e tipos de 

moldagens), de modo que as variáveis 
importantes a serem determinadas, bem 
como as restrições, podem ser definidas de 
modo diverso do aqui considerado. 

O esquema na Figura 2 resume as princi-
pais atividades numa fundição automatiza-
da, a qual deve ser programada para atender 
a uma demanda de peças, isto é, vários tipos 
de peças devem ser fundidos em quantida-
des (toneladas) especificadas. 

 

FORNO
MATÉRIA
PRIMA

MÁQUINAS PEÇAS

1

2

M

1

2

P

LIGA

DE MOLDAGEM  
 

Figura 2 Esquema de Produção de Peças de uma Fundição. 
 
A demanda total exige as programações 

do forno e das máquinas por vários perío-
dos. Um período é aqui entendido como 
sendo um intervalo de tempo de algumas 
horas (um período típico tem 6 horas). 
Embora o ciclo do forno seja de uma hora, a 
mudança de liga somente será permitida no 
início de um novo período. Supõe-se um 
custo de produção de cada peça por período 
(podendo representar a urgência da produ-
ção de uma peça). 

O problema consiste em programar o 
forno e as máquinas, em cada período, de 
modo a minimizar o custo total de produção. 

São fornecidos os seguintes dados: 
L: número de ligas 
M: número de máquinas 

T: número de períodos 
P: número de tipos de peças 
aim: quantidade de peças do tipo i possível 

de ser produzida na máquina m, por 
hora (tf/h) 

Ft: quantidade máxima de liga produzida 
pelo forno, por hora, no período t (tf/h) 

bi : demanda de peças do tipo i (tf) 
ht : número de horas no período t (h) 
Lj: conjunto das peças que utilizam a liga j 
L j: conjunto das peças que não utilizam a 

liga j 
cit : custo de produção de peça do tipo i no 

período t ($) 
Por exemplo, considerando um conjunto 

O 
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de P = 12 peças e 6 ligas, sejam L1 = 
{3,5,8}, L2 = {4,6,8,12}, L3 = {1,3,4,5,7,9}, 
L4 = {2,10,11,12}, L5 = {3,10} e L6 = {11}. 
O conjunto L1 indica que as peças dos tipos 
3, 5 e 8 podem ser produzidas pela liga 1. 
Observe que a peça 8 pode ser produzida 
também pela liga 2. Observe também que se 
o coeficiente tecnológico de uma máquina 
de moldagem for nulo, isto é, aim = 0, isto 
significa que moldes de peça i não podem 
ser produzidos pela máquina m. 

Note que se a máquina m trabalhar du-
rante todo o período t (o qual tem ht horas) 
produzindo apenas a peça tipo i, então a 
produção será ht.aim toneladas de peças tipo 
i. Se trabalhar meio período será, então, 
1
2

ht aim. .  Esta observação sugere adotar 

como variável de decisão a fração de tempo 

do período t durante a qual a máquina m 
está dedicada à produção da peça i. 

As variáveis de decisão consideradas são: 
ximt : fração de tempo no período t utilizada 

para produzir peças do tipo i na má-
quina m  

y jt  =  
 1,  se a liga do tipo j for 
 produzida no período t
 0,  caso contrario 
    

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

Dessa forma, ht.aim.ximt significa a quanti-
dade, em toneladas, de peças tipo i produzi-
da pela máquina m no período t. 

O modelo matemático do problema é 
apresentado a seguir, no qual a função a ser 
minimizada define o custo total de produ-
ção, as equações (2) definem que apenas 
uma liga pode ser produzida por período; as 
inequações (3) e (4) garantem que se a liga j 
for utilizada no período t, apenas peças de 

 podem ser produzidas; as inequações (5) 
definem a capacidade de produção do forno 
e as inequações (6) garantem o atendimento 
das demandas das peças. 

Lj

 

minimizar  (1)    c .h .a .xit t im imt
m

M

i=1

P

t=1

T

=
∑∑∑

1

sujeito a:  (2)  y =  1,   t = 1,...,Tjt
j 1

L

=
∑

  (3)  x   (1- y ). + 1,   t = 1,...,T,   j = 1,...,L,  m = 1,...,Mimt jt
i L j

≤
∈
∑ α

  x   (1- y ). ,   t = 1,...,T,  j = 1,...,L,  m = 1,...,Mimt jt
i L j

≤
∈
∑ α  (4) 

  (5)    a .x   F  ,   t = 1,...,Tim imt t
i Lm=1

M

j 1

L

j

≤
∈=
∑∑∑

  (6)   a .h .x   b  ,   i = 1,...,Pim t imt i
m=1

M

t 1

T

≥∑∑
=

  (7)  x  0,   i = 1,...,P, m = 1,...,M, t = 1,...,Timt ≥
 { } y  0,1 ,   j = 1,...,L,  t = 1,...,Tjt ∈  (8) 
 (α é um número grande) 

 
3. Resolução do Problema 

O  modelo (1)-(8) apresenta uma es-
trutura esparsa particular, conforme 
a Figura 3, que sugere a aplicação 
de diferentes métodos de decompo-

sição, em especial o Método de Decomposi-
ção Híbrida encontrado em ROY (1983), no 
qual a Relaxação Lagrangeana e a Decom-
posição de Benders são combinadas. 
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Entretanto, as particularidades das sub-
matrizes na Figura 3 sugerem outra aborda-

gem, como será visto adiante. 

 

C1

C2

Co

CT

CT

-1

A1

A2

AT

AT

-1

B

Restrições lógicas

Restrições de
capacidade e demanda

⎪

⎫

⎬

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪

⎪

⎪

⎪

⎪
⎪

⎬
⎫

⎭  
 

Figura 3 Estrutura da Matriz dos Coeficientes do Problema. 
 
As sub-matrizes Ai, B, Ci são também 

esparsas e apresentam estruturas muito 
particulares. Observa-se que as primeiras 
restrições (2), (3) e (4), chamadas de 
restrições lógicas, são necessárias apenas 
para definir a liga e as possíveis peças a 
serem produzidas em cada período de 
tempo. As quantidades das peças (aqui 
modeladas como os tempos de uso das 
máquinas) são definidas pelas restrições de 
capacidade e demanda, restrições (5) e (6) 
as quais têm uma estrutura de transporte 
generalizado. Estas observações sugerem 
uma busca heurística, que é discutida a 
seguir. 

A idéia é, numa fase inicial, relaxar as 
restrições lógicas e usar a solução relaxada 

para fazer a programação do forno. Nesta 
fase uma seqüência de problemas de 
transporte é resolvida. Numa fase final é 
efetuada a programação das máquinas, em 
qual T problemas de transporte generalizado 
são resolvidos. 

Relaxando o conjunto de peças de cada 
liga, ou seja, redefinindo Lj = {1,2,...,P}, j = 
1,...,L (todas as ligas podem produzir todas 
as peças) as restrições (2), (3) e (4) tornam-
se desnecessárias, bem como a variável y . 
Além disso, a soma das ligas, índice j, é 
desnecessária, pois agora apenas um tipo de 
liga é considerado. Obtém-se então, o 
seguinte problema (as restrições (5) são 
multiplicadas por h ): 

jt

t

minimizar     h .c .a .xt it im imt
m 1

M

i 1

P

t 1

T

===
∑∑∑

sujeito a:    a .h .x   F .h  t =  1,...,Tim t imt t t
i=1

P

m=1

M

≤∑∑ ,

   a .h .x   b   i = 1,...,Pim t imt i
m=1

M

≥∑∑
=t

T

1
,  

  x   0,   i = 1,...,P, m = 1,...,M, t = 1,...,Timt ≥  
Define-se uma nova variável z t i  por: 
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z   =   a .h .x   ti im t imt
m=1

M

∑  

que consiste na quantidade de peças do tipo 
i produzida no período t. 

O problema relaxado pode ser escrito 
como um problema de transporte da forma: 

 

minimizar    c .zit ti
i 1

P

t 1

T

==
∑∑

sujeito a:   z   F .h ,   t = 1,...,Tti t t
i 1

P

≤
=
∑

   z   b ,   i = 1,...,Pti i
t 1

T

≥
=
∑

  z   0,   t = 1,...,T, i = 1,...,Pti ≥  
 

e esquematizado pela Figura 4. Uma vez 
determinados os valores das variáveis z , 

resta o problema de determinar as variáveis 
ximt , que será visto a seguir. t i

 
1

2

T

1

2

P

F .h2 2

F .h1 1

F .hT T

b1

b2

bP

PERÍODOS PEÇAS  
 

Figura 4 Esquema de Produção das Peças quando a Escolha da Liga é Irrelevante. 
 
Resolvendo este problema de transporte 

determina-se a quantidade de cada peça 
produzida em cada período. Entretanto, 
apenas um tipo de liga pode ser produzido 
por período, fazendo-se necessária a escolha 
da liga que será utilizada na fabricação das 
peças em cada período. A solução obtida 
fornece um limitante inferior para o 
problema, uma vez que se trata de relaxa-
ção, e indica a liga mais apropriada para o 
período, como se segue. 

Para a determinação da liga que será 
utilizada no primeiro período da produção, é 
necessário verificar se é possível escolher 
uma liga que permita a produção do 
conjunto de peças dado pela solução ótima 

do problema de transporte, isto é, as peças i 
tais que z  > 0. Em outros termos, procura-
se j tal que 

1i

{ }i | z  >  0,  i = 1,...,P   L1i j⊆ . 
Se não houver uma liga que possa ser 
escolhida, adota-se a seguinte heurística: 
escolhe-se a liga que atende o maior número 
de peças do conjunto determinado pela 
solução ótima do problema, observando-se 
agora os conjuntos L , j = 1,...,L, que 
haviam sido relaxados. Em outros termos, a 
liga a ser produzida no período 1 é obtida de 
forma que: 

j

{ }{ }max    i | z > 0,  i = 1,...,P   L   
j=1,...,L 1i jI  

(heurística H) 
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onde  S  significa cardinalidade do 
conjunto S. Observe que 

{ }{ } i | z  >  0,  i = 1,...,P   L1i jI  representa 
o conjunto das peças cuja produção foi 
ordenada pelo problema relaxado (problema 
de transporte) para o primeiro período, isto 
é, { }i |  z > 01i , eliminando-se aquelas peças 

que não podem ser produzidas, caso a liga j 
seja escolhida para ser produzida no 
primeiro período. 

Para exemplificar a heurística H conside-
re um problema com 3 períodos e 5 peças e 
suponha que a solução do problema de 
transporte seja dada pela Figura 5 (apenas os 
arcos com zti > 0 são representados). 

 
 

 
 

Figura 5 Solução do Problema de Transporte para Escolha da Liga no 1o Período 
 
 
Suponha: 
L1 = {1,2}, L2 = {3,4}e L3 = {3,4,5}. 

Então, 
{ }i | z  >  0   L =  {1,2}1i 1I , 

{ }i |  z  >  0   L =  {3}1i 2I e 

{ }i |  z  >  0   L =  {3}1i 3I . 
Portanto a liga 1 será escolhida. O próximo 
problema de transporte, com a liga 1 esco-
lhida para o período, os arcos que emanam 
do nó 1 são apenas (1,1) e (1,2). Isto 
inviabiliza a solução anterior pois z13 > 0. 

Determinada a liga que será utilizada no 
primeiro período, anulam-se as variáveis 

que representam as quantidades das peças 
que não utilizam a liga escolhida. Se a 
escolha da liga inviabilizou a solução, isto é, 
havia peças produzidas no primeiro período 
incompatíveis com a liga escolhida, é 
necessário resolver novamente o problema 
de transporte. 

Para a determinação das ligas nos demais 
períodos, deve-se repetir o mesmo processo, 
com o problema de transporte redefinido, 
conforme a Figura 6, no qual no período t, já 
estão definidas as ligas dos (t-1) períodos 
anteriores. 
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F .ht t

F .h1 1

F .hT T
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b2

bP

PERÍODOS PEÇAS

1

t

T

1

2

P

t-1F .ht-1 t-1

Os arcos que emanam destes nós são
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⎩
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⎩
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⎪
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Figura 6 Esquema da Produção de Peças, tendo-se definido as ligas nos períodos de 1 a t-1. 
 
 
Conjectura: Se o problema de transporte, 

para algum t, esquematizado na Figura 6, for 
inviável, então o problema original também 
será inviável, desde que os custos sejam 
não-decrescentes ao longo dos períodos. 

Determinadas as ligas que serão utiliza-
das em cada período, resta determinar como 
será a programação das máquinas em cada 
período. 

Então, para cada período, resolve-se um 
problema de transporte generalizado, para 
determinar a fração de tempo utilizada em 
cada máquina, na produção de cada tipo de 
peça. 

Suponha que a liga j seja produzida no 
período t. O problema da programação das 
máquinas para cada período t pode ser 
definido por: 

 
 

minimizar    ximt
i 1

P

m 1

M

==
∑∑

sujeito a:  t = 1,...,T  x   1,   m = 1,...,Mimt ≤
=
∑
i

P

1

    a .h .x   z   i = 1,...,Pim t imt ti≥
=

∑
m

M

1
,

  x  0,   m = 1,...,M,  i Limt j= ∉  
   x  0,   m = 1,...,M,  i Limt j≥ ∈

 
 
e esquematizado pela Figura 7. Na figura, o 
arco (m,i) somente será considerado se 

, onde j é a liga produzida no período. 
Há um “ganho” no arco (m,i) de 
i L j∈

a .him t . 
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1
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M

1

2

P

1

1

1

MÁQUINAS PEÇAS

Zt1

Zt2

ZtP

 
 

Figura 7 Esquema da programação das máquinas num período t. 
 
Portanto, resolvendo-se o problema da 

programação das máquinas para cada 
período, obtém-se a fração de tempo de 
produção de cada peça em cada máquina. A 
função objetivo sugere que isto seja feito 
usando o menor tempo de máquinas. 

As soluções possíveis do problema (1)-

(8) podem ser esquematizadas pela árvore 
na Figura 8. O método proposto nesta seção 
corresponde a percorrer um único caminho 
na árvore, no qual é definida a programação 
do forno em todos os períodos, por meio da 
heurística H. 

 
t=0

t=1

t=2

y =1
11

y =1
21

y =1
L1

y =1
12

y =1
L2

y =1
L2

y =1
12

 
 

Figura 8 Árvore com todas as possibilidades de programação do forno. 
 

4. Algoritmo 

esta seção resumem-se os passos do 
método proposto: 

  
 
Passo 0 

 Se a oferta for menor que a demanda 

( ), então não existe 

solução ótima. FIM. 

F .h  <   bt t i
i=1

PT

∑∑
=t 1

 Fazer t = 1. 
 

  Passo 1 
 Resolver o Problema de Transporte 

(períodos x peças), esquematizado na 
Figura 4. 

 Se o problema de transporte for inviável, 
não existe solução ótima (Conjectura). 
FIM. 

  Passo 2 
 Determinar a liga jt que será utilizada  

no período t usando a heurística H,  

 N
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ou seja, jt é tal que 

. 

  Passo 3 
 Fixar z t i  = 0,  (eliminar os arcos 

(t,i), , no problema de transpor-
te). 

i  Ljt
∉

i  Ljt
∉

 Fazer t = t + 1. 
 Se t > T então ir para o Passo 4.  
 Se { }i |  z > 0,  i = 1,..., P Lti j⊆ , ir para o 

Passo 2, caso contrário ir para o Passo 1. 

  Passo 4 
 Resolver o Problema de Transporte 

(períodos x peças). 
 (As ligas j ,  foram escolhidas 

para os períodos 1, 2, ..., T, respectiva-
mente) 

 j  ...,  j1 2 T,

 Para cada período t, t = 1,...,T, resolver o 
Problema de Transporte Generalizado 
(máquinas x peças), determinando ximt, a 
fração de tempo utilizada para produzir 
peças do tipo i na máquina m. FIM. 

 
5. Resultados Computacionais 

 algoritmo da seção anterior foi 
implementado em linguagem Turbo 
Pascal 7, com aproximadamente 30 
rotinas, perfazendo um total 

aproximado de 1100 instruções. 
O programa foi desenvolvido para ser 

utilizado em microcomputadores compatí-
veis com IBM-PC, utilizando sistema 
operacional compatível com MS-DOS. Sua 
implementação, seus testes e as execuções 
dos exemplos foram efetuados em micro-
computador PC 386 DX40 com 8MB de 
memória e sistema operacional DOS 6.2. 

Compararam-se os resultados obtidos por 
meio da execução de exemplos do programa 
desenvolvido com os resultados de um 
pacote computacional que resolve Proble-
mas de Programação Linear Inteira Mista, o 
MILP88 V.6.02. Este pacote apresenta uma 
limitação em relação ao número de restri-
ções e variáveis, permitindo no máximo 255 
restrições, 64 variáveis inteiras e 1255 
variáveis reais. Pode-se então verificar, nos 
testes realizados com problemas pequenos, 
que a solução obtida pelo algoritmo foi 
sempre a solução ótima do problema. 
Naturalmente o tempo computacional 
apresentado pelo algoritmo foi sempre 
melhor que o apresentado pelo pacote, uma 
vez que este resolve qualquer problema de 
Programação Linear Inteira Mista, não 
explorando a estrutura do problema. 

A seguir é resolvido um exemplo passo a 
passo, com os seguintes dados: 

  Número de períodos: T = 3 
  Número de ligas: L = 6 
  Número de máquinas: M = 10 
  Número de peças: P = 12 
  Demanda das peças (tf): 
 b1 = 160 b5 = 300 b9 = 200 
 b2 = 240 b6 = 320 b10 = 120 
 b3 = 140 b7 = 125 b11 = 350 
 b4 = 300 b8 = 100 b12 = 160 
  Conjuntos de peças que utilizam as ligas: 
 L1 = {3,5,8} 
 L2 = {4,6,8,12} 
 L3 = {1,3,4,5,7,9} 
 L4 = {2,10,11,12} 
 L5 = {3,10} 
 L6 = {11} 
  Quantidade de peças possível de ser 

produzida em cada máquina: 
 aim = m + i  - 1,  i = 1,...,12, m = 1,...,10 
  Capacidade do forno por período (tf/h): 
 Ft = 80,  t = 1,...,3 
  Número de unidades de tempo por 

período (h): 
 h1 = 12 h2 = 10 h3 = 10 
  Custo de produção de peças do tipo i no 

período t ($): 
 cti = t,  t = 1,...,3, i = 1,...,12 

 
Resolvendo o Problema de Transporte 

(períodos x peças) obtém-se a solução: 
 

O 
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z11 = 160,0000 z21 = 0,0000 z31 = 0,0000 
z12 = 240,0000 z22 = 0,0000 z32 = 0,0000 
z13 = 140,0000 z23 = 0,0000 z33 = 0,0000 
z14 = 300,0000 z24 = 0,0000 z34 = 0,0000 
z15 = 120,0000 z25 = 180,0000 z35 = 0,0000 
z16 = 0,0000 z26 = 320,0000 z36 = 0,0000 
z17 = 0,0000 z27 = 125,0000 z37 = 0,0000 
z18 = 0,0000 z28 = 100,0000 z38 = 0,0000 
z19 = 0,0000 z29 = 75,0000 z39 = 125,0000 
z1,10 = 0,0000 z2,10 = 0,0000 z3,10 = 120,0000 
z1,11 = 0,0000 z2,11 = 0,0000 z3,11 = 350,0000 
z1,12 = 0,0000 z2,12 = 0,0000 z3,12 = 160,0000 

 
A determinação da liga a ser utilizada no 

período 1 deve ser feita de modo que 

 
Então, { }i |  z  >  0   L =  {3,5}1i 1I ,  
{ }i |  z  >  0   L =  {4}1i 2I , 
{ }i |  z  >  0   L =  {1,3,4,5}1i 3I , 

{ }i |  z  >  0   L =  {2}1i 4I , 
{ }i |  z  >  0   L =  {3}1i 5I , e  
{ }i |  z  >  0   L =  { }1i 6I . Portanto, a liga 
fixada no período 1 é a de número 3. 
Fixando z1i = 0, i ∉ L3, e resolvendo 
novamente o Problema de Transporte 
(períodos x peças), obtém-se a solução: 

 
z11 = 160,0000 z21 = 0,0000 z31 = 0,0000 
z12 = 0,0000 z22 = 240,0000 z32 = 0,0000 
z13 = 140,0000 z23 = 0,0000 z33 = 0,0000 
z14 = 300,0000 z24 = 0,0000 z34 = 0,0000 
z15 = 300,0000 z25 = 0,0000 z35 = 0,0000 
z16 = 0,0000 z26 = 320,0000 z36 = 0,0000 
z17 = 60,0000 z27 = 65,0000 z37 = 0,0000 
z18 = 0,0000 z28 = 100,0000 z38 = 0,0000 
z19 = 0,0000 z29 = 75,0000 z39 = 125,0000 
z1,10 = 0,0000 z2,10 = 0,0000 z3,10 = 120,0000 
z1,11 = 0,0000 z2,11 = 0,0000 z3,11 = 350,0000 
z1,12 = 0,0000 z2,12 = 0,0000 z3,12 = 160,0000 

 
A determinação da liga a ser utilizada no 

período 2 deve ser feita de modo que 

 
Portanto, { }i | z  >  0   L =  {8}2i 1I , 
{ }i | z  >  0   L =  {6,8}2i 2I , 
{ }i | z  >  0   L =  {7,9}2i 3I , 

{ }i | z  >  0   L =  {2}2i 4I , 
{ }i | z  >  0   L =  { }2i 5I , e  
{ }i | z  >  0   L =  { }2i 6I . E a liga 
escolhida para o 2o período é a de número 2. 
Fixando z2i = 0, i ∉ L2, e resolvendo 
novamente o Problema de Transporte 
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(períodos x peç ) olução
16

as , obtém-se a s : 
z11  = 0,0000 z21 = 0,0000 z31 = 0,0000 
z12 = 0,0000 z22 = 0,0000 z32 = 0,0000 24
z13 = 40,0000 1 z23 = 0,0000 z33 = 0,0000 
z14 = 35,0000 z24 = 5,0000 26 z34 = 0,0000 
z15 = 0,0000 30 z25 = 0,0000 z35 = 0,0000 
z16 = 0,0000 z26 = 0,0000 32 z36 = 0,0000 
z17 = 125,0000 z27 = 0,0000 z37 = 0,0000 
z18 = 0,0000 z28 = 0,0000 10 z38 = 0,0000 
z19 = 2 0,0000  0   z29 = 0,0000 z39 = 0,0000 
z1,10 = 0,0000 z2,10 = 0,0000 z3,10 = 120,0000 
z1,11 = 0,0000 z2,11 = 0,0000 z3,11 = 350,0000 
z1,12 = 0,0000 z2,12 = 115,0000 z3,12 = 45,0000 

 
Aplicando novamente a heurística H, a 

liga escolhida para o período 3 é a de 
nú

eterminados os valores das variáveis zti 
do o problema 

abaixo para cada período t: 
 

minimizar 
12

 

 
= ∉  

 

mero 4.  

, e fixadas as ligas a serem utilizadas em 
cada período, resta determinar os valores 
das variáveis ximt , resolven

D

  ximt
i 1

12

m 1

10

==
∑∑  

sujeito a:   x   1imt ≤
=
∑
i 1

,   m = 1,...,10

 
 j x  0,   m = 1,..., 10,  i Limt

 x  0,   m = 1,...,10,  i Limt j≥ ∈  
 
No período 1, a produção de peças utilizando a liga 3 é dada por: 
 

Máquina Peça Quantidade Tempo 
  3 
  4 
  4 
  5 
  5 
  6 
  7 
  8 
  8 
  8 
  9 
  9 
10 1 1,0000 

13

1

120,0000 

9 
7 
9 
5 
7 
5 
5 
3 
4 
5 
1 
3 

1,0000 
0,0481 
0,4722 
0,0967 
0,9033 
1,0000 
1,0000 
0,4741 
0,2652 
0,2608 
0,3704 
0,6296 

2,0000 
5,7704 

68,0000 
10,4485 

119,2296 
120,0000 
32,0000 
56,8889 
35,0000 
37,5515 
40,0000 
83,1111 
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com um custo de produção de $ 960,00 no período. 
No período 2, a produção de peças utilizando a liga 2 é dada por: 
 

Máquina Peça Quantidade Tempo 
 4 
 5 
 6 
 6 
 7 
 8 
 8 
 9 
10  4 1,0000 

1

130,0000 

12 
 8 
 6 
 8 
 6 
 4 
 6 
 4 

0,7667 
0,6140 
0,7975 
0,2025 
1,0000 
0,1364 
0,8636 
1,0000 

15,0000 
73,6777 
87,7273 
26,3223 
20,0000 
15,0000 

112,2727 
120,0000 

 
com um custo de produção de $ 1600,00 no período. 

o período 3, a produção de peças utilizando a liga 4 é dada por: 
 

Máquina Peça Quantidade 

 
 
N

Tempo 
  5 
  5 
  6 
  7 
  7 
  8 
  8 
  9 
10   2 1,0000 

16

1

110,0000 

11 
12 
11 
10 
11 
  2 
10 
  2 

0,1806 
0,2813 
1,0000 
0,0417 
0,9583 
0,3333 
0,6667 
1,0000 

27,0833 
45,0000 
0,0000 
6,6667 

62,9167 
30,0000 

113,3333 
100,0000 

 
com um custo de produção de $ 2265,00 no período. 

 custo total de produção das peças nos três períodos é de $ 4825,00. 

eríodo e os custos de produ-
ção

exemplos são: 

 10 
 

 das  

b8 = 100 b12 = 160 
as que utilizam as ligas: 

,7,9} 
11,12} 

 

 
O
 
 
A seguir são apresentados os resultados 

de três exemplos do problema, com o 
mesmo número de ligas, máquinas e peças, 
alterando somente o número de períodos, o 
tempo disponível por período, a capacidade 
do forno por p

 das peças. 
Os dados gerais dos três 

  Número de ligas: L = 6 
  Número de máquinas: M =
  Número de peças: P = 12
  Demanda peças (tf):

 b1 = 160 b5 = 300 b9 = 200 
 b2 = 240 b6 = 320 b10 = 120 
 b3 = 140 b7 = 125 b11 = 350 
 b4 = 300 
  Conjuntos de peç
 L1 = {3,5,8} 
 L2 = {4,6,8,12} 
 L3 = {1,3,4,5
 L4 = {2,10,
 L5 = {3,10} 

L6 = {11} 
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  Quantidade de peças possível de ser 
roduzida em cada máquina: 

 

utilizados os 

s: T = 3 

 ,...,3 
por 

 h2 = 10 h3 = 10 
 do tipo i no 

eríodo t ($): 

 
nvolvido 

obtém-se o resultado que se segue. 

 do forno (seqüência das 
ligas) é dada por: 

 
Pe o 

p
aim = m + i  - 1,  i = 1,...,12, m = 1,...,10 
 
No primeiro exemplo são 

seguintes dados particulares: 
  Número de período
  Capacidade do forno por período (tf/h): 

Ft = 80,  t = 1
  Número de unidades de tempo 

período (h): 
h1 = 12 

  Custo de produção de peças
p

cti = t,  t = 1,...,3, i = 1,...,12 
Executando o programa dese

 
A programação

 ríod
 1 2 3 

Liga 3 2 4 
 
A programação das máquinas é fornecida 

pelas tabelas abaixo: 
 

do  3
 

Perío  1 - Liga  
Máquina Peça Quantidade Tempo 

  3 
  4 
  4 
  5 
  5 
  6 
  7 
  8 
  8 
  8 
  9 
  9 
10 

13

1

000 

9 
7 
9 
5 
7 
5 
5 
3 
4 
5 
1 
3 
1 1,0000 120,0

1,0000 
0,0481 
0,4722 
0,0967 
0,9033 
1,0000 
1,0000 
0,4741 
0,2652 
0,2608 
0,3704 
0,6296 

2,0000 
5,7704 

68,0000 
10,4485 

119,2296 
120,0000 
32,0000 
56,8889 
35,0000 
37,5515 
40,0000 
83,1111 

Custo de produção: $ 960,00 
 

do  2Perío  2 - Liga  
Máquina Peça Quantidade Tempo 

 4 
 5 
 6 
 6 
 7 
 8 
 8 
 9 
10 

1

000 

12 
 8 
 6 
 8 
 6 
 4 
 6 
 4 
 4 1,0000 130,0

0,7667 
0,6140 
0,7975 
0,2025 
1,0000 
0,1364 
0,8636 
1,0000 

15,0000 
73,6777 
87,7273 
26,3223 
20,0000 
15,0000 

112,2727 
120,0000 

Custo de produção: $ 1600,00 
Período  4 3 - Liga  

Máquina Peça Tempo Quantidade 
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  5 
  5 
  6 
  7 
  7 
  8 
  8 
  9 
10 

11 
12 
11 
10 
11 
  2  
10 
  2 
  2 

0,1806 
0,2813 
1,0000 
0,0417 
0,9583 
0,3333 
0,6667 
1,0000 
1,0000 

27,0833 
45,0000 

160,0000 
6,6667 

162,9167 
30,0000 

113,3333 
100,0000 
110,0000 

Custo de produção: $ 2265,00 
 

Custo total de produção: $ 4825,00 
Tempo computacional: 14,00 s 

 
Alterando apenas o número de períodos, 

o tempo disponível por período, a capacida-
de do forno por período e os custos de 
produção das peças do Exemplo 1, obtém-se 
o exemplo a seguir. 
  Número de períodos: T = 6 
  Capacidade do forno por período (tf/h): 
 Ft = 40,  t = 1,...,6 
  Número de unidades de tempo por 

período (h): 
 h1 = 12 h3 = 10 h5 = 10 
 h2 = 10 h4 = 12 h6 = 10 

  Custo de produção de peças do tipo i no 
período t ($): 

 cti = t,  t = 1,...,6, i = 1,...,12 
Executando o programa desenvolvido 

obtém-se o resultado que se segue. 
A programação do forno (seqüência das 

ligas) é dada por: 
 Período 
 1 2 3 4 5 6 

Liga 4 3 3 2 3 4 
A programação das máquinas é fornecida 

pelas tabelas abaixo: 
 

Período 1 - Liga 4 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  7 
  8 
  9 
  9 
10 

11 
10 
  2 
10 
  2 

0,5882 
0,4824 
0,9000 
0,1000 
1,0000 

120,0000 
98,4000 

108,0000 
21,6000 

132,0000 
Custo de produção: $ 480,00 

 

Período 2 - Liga 3 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  7 
  8 
  9 
10 
10 

4 
4 
3 
3 
4 

0,5125 
1,0000 
1,0000 
0,1250 
0,8750 

51,2500 
110,0000 
110,0000 
15,0000 

113,7500 
Custo de produção: $ 800,00 

Período 3 - Liga 3 
Máquina Peça Tempo Quantidade 
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  7 
  8 
  9 
10 
10 
10 

5 
5 
5 
1 
3 
5 

0,4227 
1,0000 
1,0000 
0,8500 
0,1250 
0,0250 

46,5000 
120,0000 
130,0000 
85,0000 
15,0000 
3,5000 

Custo de produção: $ 1200,00 
 

Período 4 - Liga 2 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  8 
  8 
  9 
  9 
10 
10 

  6 
  8 
  6 
12 
  4 
  6 

0,4444 
0,5556 
0,5923 
0,1458 
0,1603 
0,8397 

69,3333 
100,0000 
99,5128 
35,0000 
25,0000 

151,1538 
Custo de produção: $ 1920,00 

 
Período 5 - Liga 3 

Máquina Peça Tempo Quantidade 
  8 
  8 
  9 
10 
10 

7 
9 
9 
1 
7 

0,6071 
0,1875 
1,0000 
0,7500 
0,2500 

85,0000 
30,0000 

170,0000 
75,0000 
40,0000 

Custo de produção: $ 2000,00 
 

Período 6 - Liga 4 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
  9 
10 

11 
12 
11 

0,3750 
0,6250 
0,7938 

71,2500 
125,0000 
158,7500 

Custo de produção: $ 2130,00 
 

Custo total de produção: $ 8530,00 
Tempo computacional: 15,38 s 

 
 
Dobrando novamente o número de perío-

dos e alterando a capacidade do forno nos 
períodos do primeiro exemplo, adicionando 
o tempo disponível por período e os custos 
de produção das peças, têm-se os seguintes 
dados para o problema. 
  Número de períodos: T = 12 

  Capacidade do forno por período (tf/h): 
 Ft = 20,  t = 1,...,12 
  Número de unidades de tempo por 

período (h): 
 h1 = 12 h5 = 10 h9 = 10 
 h2 = 10 h6 = 10 h10 = 12 
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 h3 = 10 h7 = 12 h11 = 10 
 h4 = 12 h8 = 10 h12 = 10 
  Custo de produção de peças do tipo i no 

período t ($): 
 cti = t,  t = 1,...,12, i = 1,...,12 

 

Executando o programa desenvolvido 
obtém-se o resultado que se segue. 

 
A programação do forno (seqüência das 

ligas) neste exemplo é: 

 
 Período 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Liga 3 4 3 3 3 2 2 2 3 4 6 4 
 
A programação das máquinas é fornecida pelas tabelas abaixo: 
 

Período 1 - Liga 3 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
10 
10 

7 
1 
7 

0,6500 
0,9583 
0,0417 

117,0000 
115,0000 

8,0000 
Custo de produção: $ 240,00 

 
Período 2 - Liga 4 

Máquina Peça Tempo Quantidade 
  9 
10 

2 
2 

1,0000 
0,9091 

100,0000 
100,0000 

Custo de produção: $ 400,00 
 

Período 3 - Liga 3 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
10 
10 
10 

3 
1 
3 
4 

1,0000 
0,4500 
0,2500 
0,1154 

110,0000 
45,0000 
30,0000 
15,0000 

Custo de produção: $ 600,00 
 

Período 4 - Liga 3 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
10 
10 

5 
4 
4 

0,5306 
0,8974 
0,1026 

82,7692 
140,0000 
17,2308 

Custo de produção: $ 960,00 
Período 5 - Liga 3 

Máquina Peça Tempo Quantidade 
  9 5 0,4615 60,0000 
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10 5 1,0000 140,0000 
Custo de produção: $ 1000,00 

 
Período 6 - Liga 2 

Máquina Peça Tempo Quantidade 
  9 
10 
10 

12 
  4 
  6 

0,3750 
0,3462 
0,5333 

75,0000 
45,0000 
80,0000 

Custo de produção: $ 1200,00 
 

Período 7 - Liga 2 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
10 

6 
6 

1,0000 
0,4000 

168,0000 
72,0000 

Custo de produção: $ 1680,00 
 

Período 8 - Liga 2 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
10 
10 

8 
4 
8 

0,3798 
0,7692 
0,2308 

60,7692 
100,0000 
39,2308 

Custo de produção: $ 1600,00 
 

Período 9 - Liga 3 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
10 

9 
9 

1,0000 
0,1667 

170,0000 
30,0000 

Custo de produção: $ 1800,00 
 

Período 10 - Liga 4 
Máquina Peça Tempo Quantidade 

  9 
10 
10 
10 

11 
  2 
10 
11 

0,1551 
0,3030 
0,2193 
0,4777 

35,3589 
40,0000 
50,0000 

114,6411 
Custo de produção: $ 2400,00 

 
Período 11 - Liga 6 

Máquina Peça Tempo Quantidade 
10 11 1,0000 200,0000 

Custo de produção: $ 2200,00 
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Período 12 - Liga 4 

Máquina Peça Tempo Quantidade 
10 
10 

10 
12 

0,3684 
0,4048 

70,0000 
85,0000 

Custo de produção: $ 1860,00 
 

Custo total de produção: $ 15940,00 
Tempo computacional: 19,83 s 

 
A tabela a seguir mostra o tempo compu-

tacional dos exemplos apresentados, com a 
dimensão dos problemas na sua forma 
original. 

 
 Número de 

restrições 

Número de 
Variáveis 
Inteiras 

Número de 
Variáveis Reais 

Tempo 
Computacional 

(s) 

Exemplo 1    378 18  360 14,00 

Exemplo 2  744 36  720 15,38 

Exemplo 3  1476 72 1440 19,83 
 

6. Conclusões e Perspectivas Futuras 

este trabalho foi estudado um 
problema de programação da 
produção numa fundição, que 
consiste em definir a liga que deve 

ser produzida e as cargas das máquinas de 
moldagem para cada período, no horizonte 
de planejamento, de modo que a demanda 
seja satisfeita a um custo mínimo. 

Um modelo matemático foi proposto, o 
qual consiste num problema linear inteiro 
misto de grande porte, bem como um 
algoritmo heurístico que, por sua vez, 
consiste numa busca heurística no espaço de 
soluções. 

Exemplos numéricos foram resolvidos, e 
o algoritmo proposto determinou soluções 
heurísticas em tempos inferiores a 20 
segundos para problemas com aproximada-
mente 1500 restrições e 1500 variáveis. 
Exemplos pequenos foram também resolvi-
dos por um pacote geral de programação 
inteira mista, produzindo-se suas soluções 
ótimas, as quais foram também encontradas 
pelo algoritmo heurístico proposto. Embora 

o algoritmo não tenha sido experimentado 
com dados reais (a empresa que motivou 
este estudo “terceirizou” sua produção, 
passando a produzir apenas um tipo de liga), 
os poucos exemplos resolvidos mostram sua 
viabilidade computacional. 

O algoritmo proposto pode ser ligeira-
mente alterado para comportar janelas de 
tempo para a entrega das peças demandadas, 
isto é, a quantidade total de peças demanda-
das bi pode ser requisitada em diferentes 
lotes ao longo do horizonte de planejamen-
to, como por exemplo: bi = bi1 + bi2 + ..., em 
que o lote de bi1 toneladas de peças do tipo 
i deve ser produzido, por exemplo, entre os 
períodos 3 e 5, o lote de bi2 entre os períodos 
de 10 e 12, etc. A alteração necessária seria 
a de considerar os diversos lotes da mesma 
peça como se fossem peças diferentes, 
gerando nos problemas de transporte (veja 
Figura 4 e 6) novos nós-consumidores 
(representando peças), os quais seriam 
ligados com nós-produtores (representando 

 N
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períodos) somente quando estes estiverem 
na janela de tempo estabelecida. 

Quando a decisão de estocagem está 

envolvida, pequenas alterações devem ser 
feitas nesse mesmo problema. 
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A PRODUCTION SCHEDULING PROBLEM IN AN AUTOMATED CAST 
 

Abstract 

This paper presents a mathematical model of a particular Planning and Control Producti-
on Problem and its resolution using a heuristic search algorithm, which explores the 
structure of the problem. 
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