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Resumo: No Tractatus Logico-Philosophicus (T) Wittgenstein apresenta o esbo¢o de uma
ideografia a qual ele pretende perspicua as condi¢Ges essenciais de uma representacio
linguistica. Seu estilo laconico e sua notac¢io eliptica, no entanto, deixam subentendidos
diversos elementos fundamentais para o estabelecimento de uma sintaxe satisfatoria
com esse objetivo. O presente artigo faz o levantamento de alguns dos principais
pontos obscuros em sua nota¢io, buscando aproxima-la de estruturas similares as
observadas em fun¢oes recursivas primitivas. A secdo 1 discute como a logica pura no
Tractatus permite a obtencdo de uma sintaxe lggica, comum a qualquer sistema de sinais
em uma representacdo, e como a partir dela é possivel estabelecer a ideografia. As
secoes 2 de 3 apresentam a derivacdo dessa ideografia utilizando os procedimentos da
légica pura, resultando na Forma Geral da Proposiao, na Forma Geral da Operagio, na Forma
Geral da Série e na Forma Geral do Niimero. As se¢oes 4 ¢ 5 associam a nota¢io ideografica
do Tractatus a notacdo de funcdes recursivo-primitivas.

Palavras Chave: Linguagem, Analise Logica, Matematica, Recursio Primitiva.

Abstract: In the Tractatus Logico-Philosophicus (T) Wittgenstein presents a sketch of an
ideography which he intends to be perspicuous to the essential conditions of a linguistic
representation. His laconic style and concise notation, nevertheless, leaves implicit
many elements that are fundamental for the establishment of a satisfactory syntax with
that goal. The present article investigates some of the main obscure points in his
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notation, searching for similarities with the structures usually seen in primitive recursive
functions. Section 1 discusses how pure logic in the Tractatus allows the achievement of
a logical syntax, essential to any system of signs in a representation, and how it is possible
to establish an ideography from it. The sections 2 and 3 present the obtainment of his
ideography by using procedutes of pure logic, resulting in the General Form of the
Proposition, the General Form of the Operation, the General Form of the Series and the General
Form of the Number. Sections 4 and 5 associate the ideographic notation of the Tractatus
with the notation of primitive recursive functions.

Keywords: Language, Logical Analysis, Mathematics, Primitive Recursion.

1. Logica Aplicada, Logica Pura, Sintaxe Logica e a Ideografia!

O objetivo deste trabalho ¢ investigar em detalhe a notacio ideografica
introduzida por Wittgenstein nos aforismos 16, 16.07 e 16.02 do Tractatus
Logico-Philosophicus, utilizando como referéncia comparativa o formalismo da
teoria de recursdes primitivas. Para tanto, a presente se¢do ird apresentar os
pressupostos necessarios a derivagdo de uma ideografia no contexto do
Tractatus. Tais pressupostos dizem respeito ao ferramental analitico necessario a
esse desenvolvimento, bem como ao fundamento dessas ferramentas nas
condi¢cbes minimas necessarias ao estabelecimento de uma representagio.
Ainda nesta secdo, justifica-se a Forma Geral da Proposi¢io como parte da
ideografia, e introduz-se o método de logica pura a ser utilizado ao longo da
se¢do 2, dedicada especificamente ao desenvolvimento ideografico. A secdo 3
apresenta uma contextualizagdo dos resultados obtidos até entio, enquanto a
se¢do 4 realiza a comparaciio entre a notagio de Wittgenstein e a de funcdes
recursivas primitivas. Por fim, a se¢io 5 realiza um estudo de casos,
comparando ambos os formalismos na obtencio da soma e do produto
aritméticos.

1O escopo do presente artigo se limita a recursio primitiva, e ndo a totalidade das
fungdes computaveis, por essas ultimas permitirem a constru¢ao do que poderiam ser
chamadas de ‘pseudoproposi¢coes indecidiveis’, no contexto do periodo intermediatio
de Wittgenstein. Isso, no entanto, nio tira o interesse de uma eventual avaliagio da
possibilidade de obtencido ou ndo de um correspondente para a p-recursiao nao limitada
na notac¢ao do Tractatus.
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Wittgenstein apresenta dois métodos de andlise 16gica no Tractatus; por
meio da transformagdo de constantes em variaveis e por meio da reescrita de
sinais proposicionais nio analisados de modo as relacdes entre as condi¢des de
verdade das proposicOes serem expressas como tautologias e contradicdes. O
primeiro método diz respeito a lgica pura, enquanto o segundo, a /Mdgica aplicada.
Ambos os métodos de analise encontram fundamento na concepgio de que
deve haver isomorfismo entre linguagem e mundo para que haja representacio.
No caso da légica aplicada, é exatamente o isomorfismo necessario entre sinal
proposicional ndao analisado e a situacdo relativamente complexa que ele
representa o que demanda a possibilidade de uma anadlise desse sinal. Supondo p
um sinal proposicional ndo analisado, a sua estrutura, por defini¢do, nio
expressa toda a complexidade da situagdo representada, de maneira a ser a sua
complexidade sintatica, dada por suas relagbes para com os demais sinais em
um sistema, o que permite o isomorfismo entre p e fatos no mundo. Tal
complexidade sintitica se manifesta em regras de combinagio e substituicdo
dos sinais envolvidos, e uma vez que a complexidade da situa¢io representada ¢é
dada pelas condi¢des de verdade das proposi¢des em andlise, necessariamente
deve haver regras de substituicio que permitam expressar, nos proptios sinais
proposicionais quando analisados, as condi¢des de verdade dessas proposi¢des.
Com isso a sintaxe dos operadores logicos, ao refletir relagdes entre as
condi¢bes de verdade das proposi¢oes, viabiliza a reescrita de sinais
proposicionais de modo a explicitar a complexidade semintica dessas
proposi¢es em seus sinais mesmos.

A sintaxe dos operadores légicos se mostra assim fundamental para o
isomorfismo entre linguagem e mundo, sendo, portanto, parte da sintaxe ligica,
essencial a qualquer sistema de sinais em uma representacdo. Mesmo
proposi¢des elementares — em que por definicdo nio constam operadores
légicos — tém suas relagdes verdade para com outras proposi¢oes expressas por
meio de operadores em tautologias e contradi¢bes. Dessa maneira, ainda que a
logica aplicada sirva a expressio das condi¢oes verdade de proposicoes
particulares em seus sinais proposicionais, ela se vale de elementos sintaticos
comuns a quaisquer proposicoes, sendo esses ultimos propriamente o escopo de
estudo da légica pura.
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O método caracteristico em légica pura na explicitacao das regras da
sintaxe légica ¢é apresentado por Wittgenstein em 13.375 (a nota 2 a seguir
aponta ainda um possivel uso em légica aplicada):

Se transformamos em varidvel uma parte constituinte de uma
proposicdo, hd uma classe de proposi¢oes que sio todos os valores da
proposicdo variavel assim originada. Em geral, essa classe depende ainda
do que nods, segundo uma convengao arbitraria, queremos significar com
partes daquela proposigao. Se transformamos em variaveis, porém, todos
os sinais cujo significado foi arbitrariamente determinado, ainda assim
continua a haver uma tal classe. Esta, porém, nio depende mais de
qualquer convencdo, mas apenas da natureza da proposicio. Ela
corresponde a uma forma légica — a um protétipo légico de figuracio.

A logica aplicada se configura como um procedimento que conduz de
termos previamente definidos aqueles termos indefinfveis, primitivos, de uma
linguagem. Dentre os elementos indefiniveis que participam de uma
proposicio, tém-se aqueles que dizem respeito a proposi¢ao particular em caso
(como os nomes que a compdem, por exemplo) e aqueles que dizem respeito a
sintaxe de proposi¢oes quaisquer. O procedimento 1T3.375 fornece um método
para a expressdo da sintaxe desses elementos em geral> ao transformar as
constantes de um sinal proposicional em varidveis, obtemos como resultado
esquemas da aplicagio de tais regras sintaticas, ou ‘protétipos logicos’. E a partir
das regras da sintaxe ldgica, obtidas em logica pura com a transformacio de todas
as constantes de um sinal proposicional em variaveis, que Wittgenstein propdoe
sua ideografia, pretendendo-a perspicua a essas formas l6gicas. O isomorfismo

2 Dada uma proposicdo fz, por exemplo, o procedimento permite obter fx ao tornar a
constante « variavel. Assim, fx reflete a sintaxe dos nomes que podem assumir a
posicio de x nesse esquema. Essa deve ser considerada uma utilizagio do método
13.315 em ldgica aplicada, portanto, por servir a expressar a sintaxe de sinais particulares.
No entanto, a0 tornar mesmo a constante f variavel, obtemos ¢x, a qual indica a
estrutura em argumento-funcio de proposicdes elementares guaisquer - ¢ de onde a
forma argumento-fungido ser parte da sintaxe logica (sendo esse ja um resultado em
ldgica pura). Naturalmente, proposi¢es elementares poderiam ter outras posicdes de
argumento além de x, o que implica nessas eventuais posicoes deverem ser
consideradas subentendidas na variavel ¢, nesse exemplo.
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entre linguagem e mundo, fundamento da representaciao, como visto, baseia-se
na possibilidade de reescrita dos sinais proposicionais de modo a expressar as
condi¢bes de verdade das proposicOes nesses sinais mesmos, com o uso de
operadores l6gicos. Assim, a Forma Geral da Proposicio, resultado principal da
analise em logica pura, tem a seguinte estrutura (16):

[P.&.N(£)]
Onde P indica o conjunto das proposicoes elementares, N se trata de

um operador 16gico similar ao traco de Sheffer’ e [é? N (é? )] do esquema para

a reiteracdo de IN. Nessa expressio nao se especifica qual a forma das
proposicoes elementares P, e tampouco o numero ou a estrutura das

reiteracdes de IN, sendo essas as constantes tornadas varidveis na obtencdo da
Forma Geral da Proposicio, através do procedimento T3.375. Nela somente se

indica, com o uso do sinal de barra em P e &, que um dos possiveis valores

dessas variaveis deve se dar. Em repetidas aplicacdes de 13.375, Wittgenstein
deriva entdo a Forma Geral da Operagio, a Forma Geral da Série ¢ a Forma
Geral do Numero, expressando-as em uma ideografia que se pretende
perspicua a essas formas légicas. Tal derivagdo ¢ detalhada a seguir.

2. Da Forma Geral da Proposi¢do a Forma Geral do Nuiimero

A légica pura na derivacio da ideografia do Tractatus leva de conceitos
formais menos a mais abstratos, conforme sugerido pelo procedimento em

T3.315. Da Forma Geral da Proposigio, [P, 5, N (E)] (T6), chegamos a
Forma Geral da Operagio, [E,NE] ) =[7,E,N(E)]) (T6.07), e dessa a
Forma Geral da Série em [X,&,Q'E] (onde Q= [é?, N(E)]) (T6.02). Essa
ultima ¢ reformulada com o uso de expoentes em [QO "X, Q' x, Q" X] (T6.02)

3 Na notacido apresentada por Hatcher (1968, p.10), o traco de Sheffer é o dual da
operagao IN.
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e dela, ao tornar varidvel mesmo a Forma Geral da Operagio, €2, obtemos a
Forma Geral do Nuamero, [0,&,E+1] (16.03). Por essas estruturas

decorrerem da sintaxe légica, um agrupamento de sinais que ndo se enquadre
nas regras determinadas por elas ou que nao permita transformacGes sintaticas
que resultem nelas nao articula uma representacio, mas ousense. Assim, dado o
aspecto recursivo dessas expressoes, haveria um método para mecanicamente
evitar a construcdo de contrassensos, bastando para tanto seguir um
procedimento algoritmico na geracio de sinais. Por outro lado, possiveis
contrassensos poderiam ser identificados diretamente pela inspecido desses
sinais, pela averiguacdo se se encontram ou nio conforme os esquemas de
substitui¢io fornecidos por essas formas logicas. Em outras palavras, ndo seria
necessaria uma transformacdo de sinais por meio de analise para validar a sua
correcdo para com a sintaxe logica, mas tdo somente a conferéncia direta desses
sinais mesmos, de onde essa se tratar de uma ideografia®.

Antes de passar a0 detalhamento dessas férmulas, é preciso esclarecer

alguns dos elementos que as compdem, como as variaveis & e & e o operador

N. Acercade & e & , tome-se T5.501:

Uma expressao entre parénteses cujos termos sejam proposi¢oes, indico-
a — se a sequéncia dos termos entre os parénteses for irrelevante — por
meio de um sinal da forma “(& )”. “&” ¢ uma variavel cujos valores sio
os termos da expressdo entre parénteses; € o trago sobre a variavel indica

que ela substitui todos os seus valores entre parénteses. (Portanto, se &

tem, digamos, os 3 valores P, Q, R, entdo (5) =P, Q, R .). Os valores

da variavel sdo fixados. A fixacdo ¢ a descricio das proposi¢oes que a
variavel substitui. (...) Podemos distinguir trés espécies de descrigao: 1. A

4 A ideografia ndo se resume a esse conjunto de férmulas, mas envolve ainda, por
exemplo, a utilizagdo de sinais distintos para simbolos distintos (e, conseqientemente,
nomes distintos para objetos distintos): “3.325 Para evitar esses equivocos, devemos
empregar uma notagio que os exclua, nio empregando o mesmo sinal em simbolos
diferentes e ndo empregando superficialmente da mesma maneira sinais que designem
de maneiras diferentes. Uma notacdo, portanto, que obedeca a gramatica /dgica — a
sintaxe logica”.
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enumeracao direta. Nesse caso, podemos simplesmente colocar, no lugar
da variavel, seus valores constantes. 2. A especificacio de uma funcao fx,
cujos valores para todos os valores de x sejam as proposi¢cdes a serem
descritas. 3. A especificagio de uma lei formal segundo a qual tais
proposi¢oes sejam constituidas. Nesse caso, os termos da expressio
entre parénteses sio todos os termos de uma série formal.

A fixacdo de valores de uma variavel em T5.507 se apresenta como o
procedimento zmwerso ao de transformacdo de constantes em vatidveis, em
T3.315. Na fixacio dos valores de &, temos que se &= fX, entio
& =(fa, fb, fc,...). Em outras palavras, g equivale ao conjunto das
proposicdes que podem ser valores da fingio ou varidvel proposicional X, de onde

se poder dizer que & (nesse exemplo, fX) expressa a forma ligica comum a

fa, fb, fc,.... Além disso, se é? ¢ apresentada diante do sinal de uma
operagdo, em sua posicdo de argumento, entdo as proposicdes (P, Q, R) ou
(fa, fb, fc,...), por exemplo, formam a base ou argumento dessa operagio -

como se vé nas ocorréncias do sinal da vatidvel 77 na Forma Geral da
Operacio, [E, N (E)]' (=7, g?, N (g?)]) . Por outro lado, se a0 invés de &
temos & como base de uma operagio ou argumento de fun¢io, como acontece
na Forma Geral da Série e na Forma Geral do Numero, [X,&,Q'E] e

[0,&,& +1], seu papel deve ser o de um esguema para a geragio de expressdes.
Dessa maneira, a distincdo entre & e & deve ser tomada como a existente

entre uma varidvel livre propriamente dita e uma /etra esquemitica - & possui um
escopo fixo, trata-se de uma enumeracdo de proposi¢des que perfaz uma fofalidade
sobre a qual podemos quantificar (ou aplicar uma operacio légica, como N),
enquanto ¢ equivale a uma letra esquemidtica que se deixa substituir por
expressdes com determinada forma logica. £ ¢é uma variavel livre com um

escopo delimitado, cujo esquema ¢ dado por &.

Além disso, o termo & deve ser tomado como uma simples enumeracio
de sinais proposicionais - € N30 COMO uma proposigao, como seria, por exemplo, o
produto l6gico das proposi¢des correspondentes aos sinais proposicionais sob
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& . Em outras palavras, em & nio temos atribui¢des de valores verdade aos
sinais listados, de modo que essa variavel apenas reine sob uma totalidade os
sinais proposicionais com a forma do esquema &. Somente obtemos uma

proposicio apds a aplicagio de alguma aperagio lggica sobre & | como em N(&).
De fato, dada uma lista de sinais proposicionais (p,q,7), para obter uma
proposicdo € preciso determinar ainda se as suas condi¢des de verdade serdo
relacionadas por meio de uma conjun¢do, de uma disjungdo, ou por
condicionais, etc. Esse ponto se mostra util ao esclarecer porque tautologias
ndo afirmam nada acerca do mundo: por resultarem de operagdes que se
anulam completamente, obtemos com elas varidveis livres, sinais desligados,
exatamente como 0s que ocorrem na simples enumeracio de sinais
proposicionais em & antes da aplicagdo de alguma operagio sobre eles.

O operador N, por sua vez, ¢ uma generaliza¢io do traco de Sheffer,
onde N(p,Q,r) equivale a ~ p.~q.~r (15.502), por exemplo. Em uma
notacdio mais usual, escreveriamos nesse caso (P|Q]|r), de maneira aos
demais  conectivos poderem ser definidos como ~ p=(p|pP);
p-a=(plp)I@la); pva=pla)|(pla); et (T57577). Tal

operador corresponde a uma generalizacio do trago de Sheffer por Wittgenstein
pretender expressar com ele ainda o calculo de predicados, e com isso a /dgica de
primeira ordem. Se por & tomamos a varidvel proposicional fX, por exemplo,

entio N(&) equivale a negagio conjunta de todos os valores que essa variavel

pode assumir, em ~ fa.~ fb.~ fc..... Nesse caso, N(N(f_)) equivaleria a
X)X 52). Por outro lado, o quantificador universal pode set obtido da
3x) fx (15.52). P lad quantificad i 1 pod btido d

seguinte forma: se &= N(fX), entio ¢ =N _ (~ fa,~ fb,~ fc,...),
de maneira que N (&) equivale a
~~ fa ~~ fb.~~ fc...= fa. fb.fc...= (x) fX. Assim, Wittgenstein pretende

dar um tratamento uniforme ao calculo proposicional e ao calculo de
predicados, ainda que ressalvas tenham sido feitas acerca da viabilidade dessa
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reducdo. Como observa Fogelin®, a miiltipla guantificacio seria inviavel na notagao
do Tractatus, visto o operador N manipular simultaneamente todas as posi¢des
de argumento de uma fungio, o que tornaria (IX)(Y) fXy inexprimivel, por

exemplo, assim como a légica de primeira ordem. Geach prop&e solucionar o
problema estendendo a notagdo de Wittgenstein de maneira a cada operacio
N apontar a posi¢io de argumento especifica 2 qual ela se aplica, através de
um indice. Independente dessa discussio, deve ser observado que ao barrar

uma variavel, como em & = ( fa, fb, fC,...) , reunimos a fofalidade dos termos

com a forma geral £ = fX. Assim, seria hipoteticamente possivel reunir sob &

infinitas expressdes, caso existam infinitos objetos no mundo sob o escopo de
x em fx, algo que, posteriormente ao Tractatus, Wittgenstein ird rejeitar por
equivaler 2 uma quantificagdo sobre infinitos termos’.

Pode-se entio esclarecer a Forma Geral da Proposigao:

6 A forma geral da fungio de verdade é: [, 5, N (92)] .Isso ¢ a

forma geral da proposicio.

5 Fogelin, 1987, p.78-9.

6 Geach, 1981, p. 169. Algo do tipo, no entanto, inviabiliza a distin¢io clara entre
generalizagdo e operagdes logicas pretendida por Wittgenstein, visto que o uso de
indices em N para indicar a varidavel a qual o operador se aplica torna difusa essa
distingdao: “5.521 Separo o conceito #do da funcio de verdade. Frege e Russell
introduziram a generalidade em conexdo com o produto légico ou a soma logica.

Assim, tornou-se dificil entender as proposicdes (IX). fX e (X). X, em que estio

encerradas ambas as ideias”. A esse respeito, ver nota 14, onde ¢ discutida a oposicdo
apresentada por Cuter entre gperagies seletivas e operagies construtivas. A totalizagdo de um
conjunto de sinais proposicionais seria realizada por gperagies formais seletivas, em
contraste com  gperagoes ldgicas, construtivas. A respeito do problema da mdltipla
quantificagdo em Wittgenstein, Landini apresenta uma solu¢io aparentemente mais

adequada em (Landini, 2007, p.134-140).

7 Wittgenstein aceita a possibilidade de infinitos objetos no Tractatus e, portanto, de
infinitas proposicdes elementares, em T#4.2277, sobre as quais podemos aplicar
operacoes légicas. Por outro lado, ele restringe o numero de aplicacoes reiteradas de
operacoes logicas a uma quantidade finita (15.32).
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6.001 Isso nada diz senio que toda proposicao ¢ um resultado da
aplicagio sucessiva da operagio N(&) s proposigdes
clementares.

6.002 Dada a forma geral como uma proposicio é construida,
com isso ja esta dada também a forma geral como, a partir de uma
proposi¢do e por meio de uma operagdo, uma outra pode ser
gerada.

Em [ﬁ,g , N(g )], P equivale a fixagio de um conjunto de
proposicoes elementares, enquanto a expressio [é,? , N(é? )] 20 esquema da
aplicacdo reiterada da operacio N (g,z ) sobre essas proposigdes, onde a cada
passo a expressio a esquerda, g , se substitui pela expressdo a direita, N (gz ),
gerando a série & ,N(E),N(N(£)),... O esquema de reiteracio ¢
apresentado através de [é? ) N(E )] ela explicitamente exibir a base, E , €0

resultado, N (&), de cada passo iterativos. No caso, nao ¢ indicado o nsimero
especifico de iteragSes realizadas, e também por isso essa se trata de uma forma
geral. Dessa maneira, [£,N(&)] ¢ a varidvel para a forma geral de uma

operagio resultante da composicio de aplicagdes da operagiao N.

8 E por meio do sinal [E N (f_ ) que Wittgenstein pretende expressar, de maneira

perspicua em sua ideografia, que “o que ¢ comum as bases e ao resultado da operacdo
sdo precisamente as bases” (15.24) - algo que se vé claramente em g? figurar tanto na
primeira quanto na segunda posi¢io de [é? N (f_ )]. Por outro lado, esse sinal refletiria
ainda que “a operacdo da expressio a diferenca das formas” (T5.24) - algo que se
manifesta na diferenca entre os sinais da base é? e o do resultado N (5) em cada

iteracdo. Com isso Wittgenstein mostra, no proprio sinal ideografico [f N (f )] em

T6.017, aquilo que aparentemente ¢ ‘dito’ de maneira metalogica, e portanto nonsense, em
15.24.
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No entanto, para a viabilidade da notacdo proposta por Wittgenstein,

[E N (g? )] deve ser entendida ainda niao como simples iteracdes da operagio

N sobre um conjunto de proposicoes elementares dadas ou sobre o resultado
de cada aplicacio a elas. Isso porque em cada iteracdo a fixacio dos valores de

/,? deve realizar uma nova selegio entre as proposi¢oes geradas até entdo, sem o
que seria impossivel gerar todas as proposicdes moleculares que podemos
construit sobte uma base de proposicoes elementares P. Digamos que o
conjunto inicial de proposicdes elementares seja dado por P =(r,s,t). A
primeira aplicagio da operagio N resulta em (~ .~ S.~1), enquanto uma
segunda aplicacdo, realizada sobre esse resultado, obtém ~(~r.~S.~1). J4 uma
terceira aplicacio, realizada sobre ~ (~ 1.~ 8. ~1), resulta em ~~(~r.~S.~ 1),
a qual equivale a (~ F.~S.~t), o mesmo resultado da primeira aplicacio da
operagdo. Qualquer outra iteracio nao nos leva mais longe, e sendo assim, por
meio de simples reiteragdes sobre o resultado de uma mesma opera¢do nio
seria possivel gerar o conjunto das proposicbes moleculares que podemos
construir a partir de 7, 5 ¢ £. A solucio seria considerar que a cada passo
recursivo podemos realizar fixa¢cdes distintas de valores em g , tomando a cada
vez diferentes subconjuntos de P ou das proposicoes geradas ao longo da
série. Nesse caso, cada nova operagio pode ser aplicada sobre um dos
conjuntos 77 =(r), @ =(S), w =(t), o =(r,3), a =(r,t), B =(s,1),
@ = (r,s,t), ou algum outro subconjunto dentre as proposigdes geradas até
entdo. Com isso, a cada nova iteracdo da operagdo N ¢é realizada uma nova
fixacio de &, o que gera, a cada passo, uma ramificacio’® distinta na série das

9 Poderfamos tentar considerar ainda que a fixagio de & redne todas as proposicdes
geradas até entdo na série. Nesse caso, a primeira aplicacdo resultaem (~ .~ S.~ 1),
asegunda em ~ (~ 1.~ 8. ~1) eaterceiraem ~ (~ r.~S.~t).(~r.~s.~t),uma

contradi¢do, o que igualmente ¢ inaceitivel por nio permitir levar a série adiante na
geracdo de todas as possiveis proposicoes moleculares baseadas em 7, s e £

10 Sobre o que se pretende por ramificagdo, aqui e no que segue, tomem-se as seguintes
duas séries de sinais (4, b, ¢, d, ¢, f,...) € (a, b, ¢ w, x; y,...). Elas podem ser tomadas como
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proposi¢oes. A fixagio dos valores de & deve, portanto, se dar ao longo das

aplicacbes de operacles em [f_ N (f_ )], se valendo de qualquer um dos
procedimentos apresentados em 15.50777.

Assim, na avaliagdo de quais constantes foram tornadas variaveis na
obtencdo da Forma Geral da Proposicio, [P, 5_ N (é? )], deve-se ter em conta
que para obter uma zustincia dessa variavel proposicional, ou seja, uma proposicao,
sdo fixados: i) os valores de P, i) o numero de iteragoes [é? ) N(E )] e iii) as
diferentes fixacdes de valores de & em cada passo iterativo, na geracio das

diferentes ramificagbes da série de sinais. A fixacdo desses trés itens se expressa

na Forma Geral da Proposicio pelo uso das variaveis barradas P e & . J4 em
sentido inverso a essa ‘sintese’ de um sinal proposicional, seguindo o
procedimento de analise 13.375 e dada uma proposicdo gualguer, a0 tomar por
variaveis os valores fixados nesses trés itens obtemos novamente a Forma
Geral da Proposicio.

Em T6.002 Wittgenstein afirma que juntamente com a Forma Geral da
Proposigio ja ¢ introduzida uma Forma Geral da Opera¢io!? Isso se justifica
por uma nova aplica¢io do procedimento T3.375. No caso, a constante tornada
variavel diz respeito ao sinal do conjunto dos termos iniciais da série de
proposicoes, o conjunto das proposi¢bes elementares P . Com isso, operagoes

sendo uma s6 série, que se ramifica, ou bifurca, no ponto ¢. As duas ramificacdes obtidas

nesse caso correspondem a duas fixagdes distintas de & na guarta iteragio de N.

1T Supondo a fixacdo de valores em cada passo sendo realizada pela aplicagdo de
operagies formais de selegdo (ver nota 14), caso haja uma func¢do proposicional fx com
infinitos possiveis valores de argumento, devemos ter operacGes suficientes para
selecionar 2V subconjuntos dentre o total das possiveis proposicdes formadas com
esses nomes; 0 que demanda uma quantidade de operagdes necessarias de cardinalidade
superior a dos numeros naturais. Essa linha de raciocinio pode ser util para interpretar a
postetior rejeicio da possibilidade de infinitos argumentos em fung¢bes proposicionais
por parte de Wittgenstein.

12%6.002 Dada a forma geral como uma proposi¢do é construida, com isso ja estd dada
também a forma geral como a partir de uma proposi¢io e por meio de uma operacio,
uma outra pode ser gerada.”
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aplicam-se a qualquer conjunto de proposi¢des — e ndo apenas a proposicoes
elementares — quando da fixacio novamente do esquema [£,N(&)]. O traco
sobre uma varidvel proposicional como 7 fixa seus valores em 77 . Assim, o

sinal de uma operacio logica anfes de sua aplicacdo pode ser expresso por meio
de [E,N(E)]7 ou [E,N(E)(7) - ouainda, [7,&,N(£)] - onde 7 indica
a posigdo no esquema [gz , N (r,? )] obtida a0 tornar P varidvel. Inversamente,
aplicar a operagao significa fixar esses valores, ao se tomar [é? N (é? )l
novamente no contexto de uma proposicio, [77, gg N (E )], de onde a Forma
Geral da Operacio ser dada por [E, N (g?)]' (=7, g?, N (g?)]) . Nessa
expressdo, o apostrofo em [r,? ) N(é? )]' corresponde i aplicacio da operacio
[g? ) N(g? )] fixando 77, em seu argumento, obtendo com isso o resultado

[77, gg N (E )], apresentado ap6s o sinal de igualdade entre parénteses'3. Aplicar
uma operagdo zdo equivaleria, portanto, ao fragmento de sinal proposicional
[£,N(E)]n, antes de sua aplicacio, nem a proposicio [77, é? N (E )], obtida
apds sua aplicacdo, mas a propria fixagio dos valores de 7 na variavel
operacional [5, N (E)]?] , expressa por meio do uso do apdstrofo. Sera

argumentado mais adiante que essa fixacdo de valores ¢ ela mesma uma
operagio formal (ver nota 14). Com isso, a varidvel da Forma Geral da

Operagao ¢ dada pelo sinal [f_ ,N(ﬁ_ )]=Q, 20 passo que a expressio
[E.NE @) =[7,E,N(E)]) equivale mais propriamente 2 aplicacio

13 Frascolla (1994, p.8-9) associa o apdstrofo ao uso desse mesmo sinal por Russell em
funcoes descritivas. Em Russell, dada uma relacdo «Rb, temos que (@R)’=b. No entanto,
nesse caso o apostrofo se aplica sobre uma expressio incompleta, (zR), tendo por
resultado um nome, &, enquanto aqui ele se aplica sobre um conjunto de sinais
proposicionais, tendo por resultado uma proposi¢ao. O uso do apdstrofo proposto por
Russell em descrigdes definidas equivale a um caso particular de aplicagio de uma
operagio formal no contexto do Tractatus, ao passo que, na introducio da Forma Geral
da Operacio, acima, Wittgenstein lida com gperagies ldgicas (ver nota 14). O uso do
apostrofo pode ser interpretado de maneira idéntica em ambos os casos.
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dessa operacio, ao fixar o esquema 77 em 77 . Cuter (2005, p.69-70) chega a
uma conclusio similar, ao afirmar que "operacoes [de selecio] como O; e Oj
encontram-se subentendidas em vatidveis proposicionais como & e 77
(comentario meu entre colchetes)!4.

A Forma Geral da Série [X,&,Q'E] pode ser obtida em uma nova
aplicacao do procedimento 13.375. Nesse caso, da Forma Geral da Proposicio

[P, g N (gz )] ndo apenas P ¢ tornada uma variavel nio barrada (resultando 7
na Forma Geral da Operagio, acima, ¢ X no que segue), como também é? ,
obtendo &15. Dessa maneira, de [ﬁ,é?, N(é?)] passamos a Forma Geral da
Operagio [7, E, N (é?)] e dessa ultima a [X,&,Q'E], a Forma Geral da Série,
na qual Q ¢é a forma geral de uma operacio 16gica qualquer [g? ) N(é? )]. Foi
visto que varidveis barradas como é? expressam a fixagio de &, em

& =(fa, fb, fc), por exemplo, ao passo que varidveis nio barradas como &
expressam a forma comum a tais valores, como em & = fX. Assim, varidveis

barradas delimitam uma fofalidade especifica de expressdes, ao passo que

14 Operagoes formais de selecao devem ser entendidas em contraste com gperagoes ldgicas, ou
de construgio (Cuter, 2005, p.69): “A construcdo de proposi¢es complexas a partir de
proposi¢oes simples é sempre um processo duplo. Primeiro, uma selecio ¢é realizada por
um dos trés procedimentos em T5.507. Em segundo, a operacio N ¢ aplicada as
proposigoes selecionadas.” (itilico meu). E a distingio entre operacdes formais e
operagdes logicas a que Wittgenstein se refere em T15.527: “Separo o conceito #odo da
funcio de verdade”. As primeiras permitiriam realizar fotalizacoes de conjuntos de sinais
proposicionais, ao passo que as ultimas tio somente aplicariam operagdes verdade
sobre esses #otais, projetando seus sinais proposicionais de acordo com as condicoes de
verdade da proposi¢ao molecular assim composta. A distingdo entre operagdes formais
de totalizagdo e operacGes logicas de construcdo ¢ o que permitiria evitar a defini¢do de
um “conjunto de todos os conjuntos que nio pertencem a si mesmos”, no paradoxo de
Russell.

15 Ao tornar uma varidvel a base de proposi¢des elementares P, temos que gperagies

podem ser aplicadas a partir de qualquer ponto da série de proposicoes, assim como
séries podem se iniciar em qualquer ponto da série de proposicées.
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variaveis ndo barradas deixam em aberto esse total, por exprimirem tdo
somente a forma comum aos termos em questio. No caso da Forma Geral da
Proposicdo, o uso de ﬁ_ no esquema de reiteracdo [r,? ) N(é? )] indica uma
totalidade especifica de iteragdes e, portanto, uma posicao especifica na série de
sinais proposicionais. Ja na Forma Geral da Sétie, o uso de & no esquema de
reiteracio [£,Q'E] ndo indica um total, mas a possibilidade posencialmente
infinita de gerar novos termos na série, cuja forma geral é dada pela regra de
substituicio de & por Q'& acadapassoem &, Q'E, Q'Q'E L Q'Q'Q'E ...
Em outras palavras, na apresentagio da Forma Geral da Proposicio, foi

argumentado que a cada passo na aplicagdo reiterada de N em [é? ) N(é? )]

devemos fixar novamente os valores de &, o que resulta em uma ramificagio

especifica dentre as possiveis na geracao da série das proposi¢oes, bem como um
nimero especifico de iteragdes. Ao tornar varidvel mesmo a fixacdo de valores

indicada pelas barras em [€,N(&)], resultando em [£, N(&)], nio chegamos
a forma geral de uma posigio particular na série 16gica’, dada pela Forma Geral
da Proposicio, nem a forma geral de posiges relativas entre proposi¢cdes em séries
légicas, dada pela Forma Geral da Operacdo, mas sim a forma de séries 1ogicas
em geral: [X,&,Q'E] é a forma comum as possiveis séries geradas por
operadores logicos €2 quaisquer.

Com isso, na Forma Geral da Série ja deve haver uma varidvel numérica
implicita em [£,Q'(&)], a qual ¢ tornada explicita por Wittgenstein em sua
segunda  versqo da Forma Geral da Série, com expoentes, em
[QO'X,QV‘X,QVH‘X], obtida a partir de [X,&,Q'E] por meio das definicdes
X=Q%X Def. e QQ"X=Q""X Def. (16.02). Uma vez expressa a Forma
Geral da Séric em [Q°'X,Q"X,Q""X], através de nova aplicacio do
procedimento T3.375 chega-se 2 Forma Geral do Numero [0, &, +1], onde a

constante tornada variavel é a propria Forma Geral da Operagio, Q. A variavel
operacional Q tem por valotres operagies verdade — ou operacoes logicas —

16 Entendendo séries 1égicas, geradas por operacoes logicas, em contraste com séries
formais, geradas por operacoes formais.
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resultantes da composi¢iao de aplicagGes reiteradas da operacdo N sobre uma
varidvel proposicional. Ao se tornat variavel mesmo o sinal €2 na Forma Geral
do Numero, tem-se que nimeros determinam regras da sintaxe légica para a
aplicacdo ogperagies em geral, e nado somente operagies ligicas. Em outras palavras, a
sintaxe dos nimeros constitui regras que refletem o cariter recursivo da
aplicagao de operagdes quaisquer na transformacio de sinais.

No entanto, duas dificuldades se apresentam para essa interpretacio:
A) Em T6.02, Wittgenstein claramente identifica a férmula [X,&,Q'E] com a
série x, £2°x, £2€2’x, £2°Q°Qx.... O que diferencia a Forma Geral da Série, assim
expressa, da Forma Geral da Proposicio, [P, <&, N(&)], ou seja, da forma geral
de #m termo na série, é o uso de variaveis barradas nessa ultima, a indicar a
fixacio de p e & sob uma totalidade qualquer. Dessa maneira, a Forma Geral
da Série expressa a possibilidade potencialmente infinita de expansio de uma
série qualquer, por se valer da letra esquematica ndo barrada &. No entanto, a
formula [0, &, & +1] igualmente ndo utiliza varidveis barradas, o que deveria
indicar a forma da série dos niimeros naturais, ao passo que o intuito explicito de

Wittgenstein é expressar a Forma Geral do Numero (16.03) - a forma geral de
um termo na série dos naturais. Nesse contexto, uma formulacio mais coerente

com a presente leitura seria [O,E ,é? +1]. B) Wittgenstein introduz o sinal

QZ[E ,N(g?)] como a Forma Geral da Operagdo. Apesar disso, foi

argumentado acerca da necessidade da existéncia de operagies formais para que a
nota¢do do Tractatus possa atender o intuito da constru¢io de uma ideografia.
Wittgenstein da indica¢bes de reconhecer essa necessidade. Ao apresentar pela
primeira vez o conceito de operagio em 15.2527, por exemplo, cle utiliza a
térmula [a,x,0’x]. Seria contrario a prépria ideografia o uso de sinais distintos
para um mesmo simbolo, caso com o uso de O se pretendesse a varidvel
postetiormente utilizada para operacdes logicas, Q. Além disso, a letra ‘@’ nessa
formulagdo ¢ utilizada ao longo de todo o Tractatus para expressar nomes, ao
passo que operagdes logicas apenas se aplicam a proposi¢oes!'’”. No proprio

17 Novos problemas se apresentam com essa observagdo, visto operacoes deverem se
aplicar a sinais quaisquer, e ndo apenas a nomes ou proposicoes. A mesma dificuldade

ocotre com o uso do termo x em [X,&,Q"'E], tendo em vista que 20 longo do livro x

¢ uma variavel para nomes, ao passo que operacOes logicas apenas se aplicam a
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Tractatus sdo apresentadas ainda séries formais que nao poderiam ser obtidas com
funcoes verdade, como a Série Sucessor, em T4.7273, onde a cada etapa em

aRb, (3x):aRx.xRb, (3x,y):aRx.XRy.yRb ..., sio introduzidas novas

vatiaveis x; 9, g,..., ndo havendo indicio de como a sintaxe de N podetia realizar

algo do tipo. Sendo assim, uma interpretacio para Q=[&,N(&)] poder ser

considerada a Forma Geral da Operagio é com ela Wittgenstein estar
apresentando propriamente parte da sua zdeografia, na qual necessariamente
devem constar operagdes logicas, ao passo que as operacOes formais particulares
necessarias a descricdo do mundo diriam respeito a uma questio de /gica
aplicada™.

3. A Matematica e A Logica como Estrutura da Linguagem

Tomando a estrutura de sisteras de sinais em geral, como apresentada na
secdo anterior, em analogia com a topologia de um grafo, proposicies
corresponderiam aos wértices, enquanto gperagies as arestas que ligam  esses
vértices. Séries, por sua vez, delimitam diferentes percursos pelo grafo, e enfim, os
pontos de cruzamentos entre séries mostram como elas se entrelacam,
articulando um sistema de sinais. Tais pontos de cruzamento entre séries podem
por sua vez ser expressos por meio de identidades entre seus termos, as quais,
por remeterem as posigoes numéricas de cada termo em sua respectiva série,
assumem a forma de equagoes matemadticas. Passamos, com isso, do aspecto mais
local ao mais amplo na topologia de um sistema de sinais, mas nio obtemos
uma hierarquia entre essas formas logicas, visto elas se encontrarem sobrepostas

proposi¢oes. Por razdes como essas talvez ndo seja possivel encontrar coeréncia
completa na notacdo do Tractatus, mas tdo somente buscar preencher as lacunas
deixadas pelas indicagdes feitas no livro, como tentado aqui.

18 Toda operagio logica deve ser considerada uma operagio formal, no sentido de que
também realiza transformagdes de sinais, ainda que o contrario ndo se dé. Sendo assim,
operagoes logicas fazem parte do escopo da logica pura, ao passo que operagdes apenas
formais como as que refletem a sintaxe dos nomes dizem respeito a logica plicada
(operacoes formais referentes a sintaxe dos nomes sio tais que geram, a partir de fx, a
expressio fz, por exemplo).
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na Forma Geral da Proposi¢do - e assim também em qualquer proposi¢io
particular. A Forma Geral da Proposi¢io deve, portanto, indicar, através da
estrutura de seu proprio sinal, a sua posicio em um sistema de linguagem,
valendo-se para tanto de conceitos formais que exprimam essa posi¢ao, como
os de operagio, série, nimero, etc. Assim, para determinar uma posi¢io em um
sistema proposicional devemos fixar um conjunto de proposicies elementares, a
operagio sendo teiterada, a série em que se da a reiteracdo — ou seja, a sequéncia
particular de ramificagies ou bifurcagies ao longo das iteragcdes — e o nsimero dessas
iteragdes. Feito isso, os pontos de cruzamento entre as diversas séries na
articulagdo desse sistema podem ser expressos por meio de equagies, com as
quais realizamos cdleulos com sinais em geral.

A matematica deve assim ser tomada como parte da sintaxe l6gica, por
refletir regras no calculo de operagdes com sinais quaisquer. Que 2+3=5, por
exemplo, indica que a aplicacdo reiterada de 2 opera¢des, seguida de outras 3
aplicagbes dessa mesma operacdo, obtém o mesmo sinal que 5 aplicagbes dessa
operacio sobre a mesma base. Visto a sintaxe dos nuimeros aplicar-se a
operagdes quaisquert, ela é igualmente valida para opera¢des logicas, de onde a
correspondéncia entre equagdes e tautologias em T4.467 e 16.127". Algo do
tipo, no entanto, nao implica em uma maior generalidade da matematica em
relagdo a logica (em um logicismo as avessas?), em uma redugdo da légica a
matematica), mas sim decorre de ambas refletirem diferentes aspectos de um
sistema de sinais, de uma sintaxe para a transformacao de sinais na constitui¢io

19 %4461 Tautologia e contradicio ndo sdo, porém, contrassensos; pertencem ao
simbolismo, analogamente a maneira, na verdade, como o “0” pertence ao simbolismo
da aritmética.”; “6.121 As proposi¢cdes da logica demonstram as propriedades logicas
das proposig¢des, a0 ligi-las em proposi¢es que ndo dizem nada. Esse método poderia
também chamar-se um método-zero.”. Assim como opera¢des logicas podem se anular
em uma tautologia, equa¢Ges matemdticas sempre podem ser escritas como uma
identidade a zero.

20° A matematica entendida como recurso linguistico descartavel no resultado de uma
andlise completa das proposicdes ¢ recorrente em leituras logicistas do Tractatus.
Certamente podemos realizar transformacdes com operagoes sem nos valermos de
numeros, mas o resultado dessas transformacdes necessatiamente se encontra de
acordo com o obtido por vias numéricas. Equacdes matematicas nao siao assim
consequéncias acidentais de nossas transformacées com sinais, mas a expressao de um
aspecto essencial a elas.
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de uma representacdo. O carater a priori da matematica e da logica decorre
assim de suas regras refletitem a sintaxe légica necessaria a qualquer
representacdo, algo que igualmente justifica a sua aplicagao universal nos diversos
ramos das ciéncias exatas. Da mesma maneira, explica-se ainda a rejeicdo da
existéncia de objetos matematicos ou logicos, visto regras da matematica e da
légica serem tdo somente reflexos da prépria estrutura da linguagem na
representacdo do mundo e seus objetos.

4. Fungodes Recursivas Primitivas e a Ideografia do Tractatus

A associa¢do entre elementos da ideografia do Tractatus e a teoria da
recursdo tem Obvio intetesse em vista do finitismo e do construtivismo cada
vez mais acentuados no pensamento posterior de Wittgenstein?!. Na teoria da
recursio primitiva, seguindo a notacdo de Boolos (1984, p.74-6), ha trés tipos
de fungdes recursivas iniciais — assim chamadas por ndo serem compostas de
nenhuma outra — e duas operagbes??, a serem aplicadas um nimero finito de
vezes na obten¢do das demais funcdes recursivas primitivas. Sdo as funcdes
iniciais:

Zero: Z(X) =0 paratodo X € N;
Sucessor: S(X) = X+1 paratodo X€ N e
Projecao: idin (Xl,..., Xiyeens Xn) =X;.

As seguintes operagdes, por sua vez, permitem a definicdo de funcdes

recursivas umas a partir das outras:

Composicio: N(X;,...; X)) = T (G (Xysees X, )seees Gy (X500, X)), 0u Crffog;
Recursio Primitiva: N(Xj,...,X,,,0) = f(X;,..., X,) e

(X yeos X, S(Y)) = (X yees X, YL NOX s X0 Y)) 5 O A=Prfig).

2 Assim como certamente ha interesse na aproximacio com os formalismos do
lambda-calculus e o de gramaticas gerativas, dada a concepgio algoritmica de linguagem
do filésofo.

22 O contexto no que segue devera deixar claro se o termo “operacio” ¢ utilizado na
acepcdo do Tractatus ou se na da teoria da recursio.
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Por simplicidade, no que segue a varidvel em negrito x deve ser
entendida como representando o vetor x7,..x, em  Ah(x0)=f(x) e
h(x,$0))=4(%9,b(%)).

A funcio zero pode ser emulada na notacdo do Tractatus pela defini¢ao
de uma operagio 0 que anule qualquer sequéncia de aplicagbes de outras
operagbes. Supondo O uma variavel para operacdes quaisquer, a defini¢ao de 0
¢ 0°(0’(x))=0"(x)=x def. No caso particular de operacdes logicas, tem-se
0°(Q2°(x))=INV’(x)=x def. Uma vez que nimeros apenas ocotrrem em expoentes
de operacGes, na pratica a aplicagdo da operagdo 0 equivale a func¢io inicial
z(y)=0 para qualquer natural y.

A funcio inicial sucessor encontra paralelo imediato na série formal
sucessor, apresentada por Wittgenstein em 14.7273 (se¢do 2). No entanto,
deve-se ainda verificar até que ponto os postulados de Peano podem ser
considerados subentendidos no esquema [a,x,0’x] ou na Forma Geral do
Nuamero, [0,&,& +1], uma vez que os postulados resultam em uma definigio

dos numeros naturais. Sdo eles (seguindo Hatcher, 1968, p.70, com ligeiras

modifica¢oes):
) 0 é um numero natural;
(if) para cada nimero natural #, existe exatamente um nimero natural
s(n), chamado sucessor de n;
(iii) 0 nao ¢€ o sucessor de nenhum numero natural;
(iv)  numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes (fungio 1-1);
) todo conjunto que contenha 0 e o sucessor de quaisquer nimeros

contidos nele contém todos os nimeros naturais (nimeros naturais sdo o
menor conjunto satisfazendo essas 4 propriedades).

(@) O primeiro postulado pode ser considerado implicito no fato de toda
série gerada por operagOes na notagao do Tractatus possuir um termo inicial,
como ‘a’, em [a,x,0’x], quando da nio aplicagdo de nenbhuma operacio - ou
de zero operagdes em [0,&,& +1]. (i) O segundo postulado se reflete no
uso da variavel #do barrada x em [a,x,0’x] - ou ainda, £, em [0,&,&+1] -
a exprimir a possibilidade sempre aberta de reiterar a operagdo, gerando um
novo termo na série. Esse postulado determina ainda um carater funcional
para o sucessor, algo que encontra correspondente na série [2,x,0’x], dado
que a aplicagdao da operacio /x,0’x/ sobre um termo y obtém um novo sinal
untvoco, O’y. O mesmo vale para [0,&,& +1]. (iii) O terceiro postulado nio
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se aplica ao esquema /a,x,0’x/, uma vez que operacGes podem se anular e
com isso o termo « eventualmente se repetir na série gerada. Numeros, no
entanto, enquanto expoentes de operacoes em [0, &, & +1], ndo se anulam

quando da reiteracdo dessas tltimas, mas sdo incrementados em cada nova
aplicagdo. Assim, em uma operag¢ao particular O, definida como O’O’x=x; é
a operacdo que se anula, e ainda que em consequéncia dessa definicdo
tenhamos O’0’°0’x=0’x, numericamente ocortem expoentes distintos em cada
lado dessa identidade. Com isso, a regra de anulacio que determina a
sintaxe de O atua como um mapeamento entre os possiveis expoentes dessa
operacdo. No exemplo, a aplicacdo reiterada de O sobre x gera em seu
expoente a série 0,7,2,3,..., como em qualquer opera¢io arbitraria, mas uma
vez dada a definicio particular de O — em O’O’(x)=x — obtemos um
mapeamento, uma fungio da série 0,7,2,3... a série 0,7,0,1,.... (iv) O quarto
postulado pode set escrito como ‘se x7y, entio s(x)7s(y), onde s é a fungio
sucessor. O mesmo argumento utilizado em (iii) se aplica aqui. A reiteragio
de uma operacio sobre bases distintas x e y pode eventualmente resultar
em um mesmo valor, dada a possibilidade de operagdes se anularem, algo
que contraria s(x)7s(y). No entanto, a aplicacio reiterada de operacdes nio
anula os expoentes numéricos, mas sim realiza um mapeamento entre
possiveis valores desses expoentes. (v) O quinto postulado de Peano
delimita uma #ofalidade dos ntmeros naturais. A principio ele nao seria
contemplado pela notacdo do Tractatus, visto séries serem introduzidas por
letras esquemdticas ndo barradas, como &; e esquemas de iteracio,
isoladamente, nido determinam totalidades. No entanto, em T5.507
Wittgenstein afirma para casos similares que ao barrar £ obtemos “fodos os
termos de uma série formal” (meu italico). Por outro lado ainda, foi
argumentado que a fixagio de & implica fixar uma varidvel numérica

implicita nesse esquema iterativo, de onde essa fixagdo nido resultar na
totalidade da série, mas sim na totalidade de termos dessa série gerados por
certo nimero, finito, de opera¢des. Independentemente dessa discussio, (v)
ndo participa da definicao da fungio sucessor — em jogo aqui — mas da
concepgao classica dos numeros naturais como perfazendo uma #ofalidade
infinita. A concepgao finitdria certamente ¢ atendida pelo esquema

[0.5,&+1].
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Funcdes iniciais de projecio selecionam um valor dentre um conjunto
de argumentos dados®, em um papel anilogo ao uso pretendido patra a barra

em &, ou as operacdes formais de selecio propostas por Cuter, conforme
discutido na secdo 2. A diferenca para com o Tractatus se encontra no sinal da

barra em & , conforme T5.507, dever se aplicar a varidveis proposicionais #do

ordenadas, 20 passo que o0s argumentos Xi,...,X, em idin (Xl,...,Xi ,...,Xn) =X

sa0 ordenados de 1 a n.
No que diz respeito as operagdes utilizadas para definir funcdes
recursivas primitivas umas a partir das outras, a operacdo de composi¢io ¢ dada

por  Cn[f,g]l=h(x,....%x,) = (g (X)X, )yeees Oy (Xiseey X)) . Essa

operacio tem paralelo no Tractatus em defini¢des como ¢’(x)= 0°(0,,’(x)), onde
0, ¥ e O, sdo opera¢des quaisquer, de modo a 4 corresponder a opera¢io sendo
definida ¢, f corresponder a 0, O, as fung¢bes gi,..,g» € x ao conjunto de
argumentos xi,...,.x,. Pelo procedimento 13.335, tomando-se isoladamente 0 e

0O,, obtemos as formas () e O, (&), em que a fixagio de & em é?

determina os argumentos xi,..,x, ¢ a fixacio de 77 em 7 determina os
argumentos gy,...,4n-

Por fim, a operagdo de recursio primitiva tem a forma A(x,0)=f(x) ¢
h(x,5(0))=g(x,0,h(xy)) - ou h=Prffg]. A primeira dessas equacOes ¢ a base de
recursdo, o primeiro termo da série gerada, enquanto a segunda o passo recursivo
utilizado na geracdo de novos termos na série. A base de recursdo comparece
na notac¢ao de Wittgenstein como o termo inicial de séries em geral. Ja no passo
recursivo, a principal caracteristica que garante a expressividade da fun¢io 4 em
definicio ¢ seu valor para o argumento (x,5(y)) ser dado a partir de uma funcio
g a qual contém em seu argumento X (os parametros da recursdo), y (o
argumento de 4 na iteracdo anterior) e A(x,y) (o resultado de 4 na iteracdo

23 Assim, é possivel obter todos os subconjuntos de um conjunto de argumentos
utilizando a composiciao

Cn[fig]:h(xl"“’xn): f(gl(xl""’xn)""lgm(xll"'!xn))’ onde g a g,

sao funcbes projecdo i distintas entre si e #=n. Fazendo m variar de 0 a », temos uma
estrutura recursiva que permite tomar como argumento de f qualquer dos subconjuntos
de x5,
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anterior). Os argumentos xi,...,x,=Xx foram anteriormente vistos terem como
correspondentes a fixa¢do de valores em g no Tractatus. Ja o restante da
estrutura do passo recursivo em A(x,5(y))=g(x,),h(x,y)) sera discutida a seguir.
Tome-se a aplicagio reiterada de uma operacio [é? ) N(f_ )] sobre um
conjunto de proposi¢oes elementares iniciais P. F no procedimento de

geracdo dessa série onde se deve buscar identificar, aproximadamente,
expressoes correspondentes a h(x,5(3)); h(x)); g(x0,6(x9)); $() € y. A primeira

aplicagio da operagio resulta na proposicio q =[P, é? N (é? )], a segunda em
r=[q ,é? , N(g? )], e assim sucessivamente. Realizando a substituicio de ¢ na
expressio de 7, obtemos I =[[, é?, N (é?)], E, N (g?)] Essa tltima expressdao
pode ser reescrita como ' =[P, 77, N(77)], onde se substituiu a variavel f_ por
17, para indicar que a operagio [é? ,N (g? )] aplicada para obter ra partir de ¢ ¢
distinta da operagio [77, N(77)], utilizada para obter ra partir de P . No caso,
[7,N@)]=[E,N(£)]°, de modo que r pode ser reescrita como
r= [ﬁ,[é? ) N(E )]2)] Considere-se agora uma apresentacdo alternativa de r
como I =[[p, [E, N (E)]l], g, N (é?)] Substituindo essas duas dltimas

express()es uma na outra temos:

[P.LE NI =P.IE NI ENE).

Na identidade acima, a férmula [, [g,z N (g? )]2)] como um todo pode
ser associada a A(x,s(y)), na qual o expoente 2 corresponde a s(y). Na férmula a
direita da identidade, a operagao [E N (g? )] na parte mais externa corresponde
a funcio g repetidamente aplicada em cada etapa recursiva — e a qual aqui se
aplica sobre [ﬁ,[é? N (f_ )]l], o correspondente ao resultado no passo

recursivo anterior /(x,)), e sobre o expoente 7, correspondente ao argumento J.
Ainda que a associa¢do dessa maneira esboc¢ada diga respeito a uma unica
iteracdo na passagem de y=7 a y=2, ela pode ser igualmente efetuada utilizando-
se y e s(y) no lugar de 7 e 2, bem como com um esquema 77 no lugar do
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conjunto inicial de proposi¢cdes elementares P, completando assim a analogia

para com o passo h(x,5(y))=g(x,5,h(x;y)). Temos como resultado:

(2.8, NETN =071, N 1.€, NE©)I

em outra versdo para a Forma Geral da Operacio. Levando em conta
ainda a possibilidade da existéncia de operagoes formais - para além de
operagdes logicas - essa férmula se reescreve como:

[x[£, 0T =[[x.[£,0(5)1"].£,0()].

5. Somas e Produtos Aritméticos — Estudo de Caso

Nesta secio sao comparados os tratamentos da soma e da
multiplicagdo na ideografia do Tractatus e na notagdo da teoria da recursio.
Abaixo, o exemplo de multiplicacdo no Tractatus, conforme a interpretacio de
Frascolla (1994, p.15-19), com algumas modifica¢cGes para manter a notagio
original de Wittgenstein. A demonstracio de 2x2=4 de Wittgenstein (T6.241)
ele acrescenta ainda a regra [A], conforme a seguir:

[1] Q#¥x = (Q%)%x [por definigio em Q"X = (Q")* X, T6.241]

2] = (Q2 )1+l' X [pela definicdo do numeral 2 em 16.02)

3] = Q7 Q%X [pela definicio Q'QY'X = Q"X em T6.02,
com Q7 no lugar de Q]

[4] = Q" QM x [pela defini¢io do numeral 2, 76.02)

[5] = (Q'Q)'(QA'Q)'x [a ser tratado na discussio abaixo]

[6] = (QA'Q)Q'Q'X [pela definicio da regra A]

[7] =QQOQ'OX [pela definicdo da regra A

[8] = Q"X [pela defini¢io indutiva em T6.02]

9] = Q*x [pela definicio do numeral 4]

[A] (QQ)E=QQ¢
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A passagem de [4] a [5] a principio ndo parece se justificar, segundo
Frascolla (1994, p.15), visto que utilizando a definicio X = Qx Def. e
QOQ'Xx=Q"" X D¢ em T6.02, deveriamos ter algo como
QUMY = QMO Q' X . No entanto, deve-se observar a auséncia do
0 no expoente em Q" Q"X | 0 que impede a aplicacio de X = Q%X . Assim,
o desenvolvimento seria
QlJrl'QlJrl'x — (Ql+l)l (Ql+l)l X = (Qv Ql)u (Qqu)u X = (Qu Q)l (Qu Q)' X.
Dessa maneira, é a passagem de [1] para [2] na transformagdo 2=7+7 que
aparentemente contradiz a defini¢io original do numeral 2 em 16.02, dada por
0+71+1=2 De¢f, por descartar o numero 0 inicial. Uma saida interpretativa seria

considerar que Wittgenstein estd introduzindo mais um aspecto de sua notagio,

1+

. 2 T
na qual a auséncia do zero em 7+7 em (€2°)™ X indicaria esse se tratar do

expoente de (Q?%), a0 invés de novas iteracdes de Q. Ja o sinal Q7 entre
parénteses nessa expressio nio possui apostrofo, o que igualmente impede a
aplicagdo da definicdo X = Q%X, e decorre diretamente da definicio
Q" x = (Q")* X. Por outro lado, o passo [3] aparenta realmente se tratar de

um equivoco, por nele nada indicar algum uso do numeral 2 distinto de sua
defini¢ao original. Enfim, o passo [6] ndo consta no Tractatus, mas ¢ introduzido
por Frascolla quando afirma nio haver como explicar a passagem direta de [5]
para [7] sendo por intermédio de uma regra como [A]. No entanto, o exemplo
utilizado por Wittgenstein talvez ndo seja o mais adequado, visto o resultado de
2x2 ser o mesmo que 2+2, o que ndo permite destacar claramente as diferencas
entre ambas. Tome-se o caso 2x3, o qual se escreve por (Q'Q)' (Q'Q'Q)'X. A
ser utilizada a regra [A] de Frascolla - (Q'QY)'E=Q'Q'E - temos que
(QQ)QAA)x=Q'AOQ'Q'A'X; um resultado obviamente incorreto,
visto 2x3#5.

Segue uma tentativa de solugdo para esse problema utilizando alguns
dos eclementos notacionais discriminados ao longo deste artigo. Foi

argumentado que, dada a operacio Q=[&,N(&)], o uso do apéstrofo deve

ser interpretado como uma fixacdo dos possiveis valores desse esquema. Em
outras palavras, o papel do apostrofo € fixar, ou barrar, a variavel 17 na posicao

Manuserito — Rev. Int. Fil., Campinas, v.39, n.2, pp. 59-88, abr.-jun. 2016.



84 Felipe Oliveira Arasijo Iopes

de argumento do sinal da operacio [E ) N(E )17, de modo a obter a variavel
proposicional  [77 ,rf ) N(g )]. No entanto, nio somente a posicio de

argumento da operacio ¢ uma varidvel no esquema [£, N(&)], como também
o nilmero de iteracGes de N, ou o expoente numérico de NN, na constituicio da
operacio composta Q. Assim, reescrevendo (Q'Q)" como (Q'Qn)', o
produto (Q'Q)'(Q'Q'Q)'X pode ser reescrito como (Q'Q7) (Q'Q' QL)' X.
A auséncia de apodstrofo nas operagdes compostas dentro dos primeiros
parénteses deve ser entendida como indicando que o apéstrofo exzerno a eles
ndo esta fixando o valor do argumento 17, mas sim o valor da varidvel numérica
subentendida em cada um dos Q’s entre parénteses. Esse valor é fixado pelo
nimero de operagdes da expressio que se encontra na posido de argumento da

varidvel operacional (Q'Q7)', a saber, (Q'Q'QEL)', de modo a obter
(QAANOQL) X. Novamente, ha uma operagio sem apostrofo entre
parénteses nesse resultado. Apesar disso, pode-se supor ainda que caso x seja a
expressdao de uma operacio, a multiplicagdo deve prosseguir, mas caso ela seja
fixada em uma variavel proposicional, a unica varidvel passivel de ser tornada
constante por esse termo € a posicio de argumento &, de onde
QAN NDX, em 2x3=6 iteragdes de 2. Ja o caso 2+3=5 pode ser
obtido diretamente em (Q'Q'R)' (QAQ'QAE)x=Q'AAQ'Q'X, com a
substitui¢io de (Q'Q'Q'E) em 77 e de xem &, como indicada pelo apdstrofo
a esquerda dessas letras esquematicas entre parénteses. Dessa maneira, ¢ em

contraste com a defini¢io do produto em Q"X =(Q")* X, seria possivel

V! vy i
sugerit uma definicdo similar para a soma utilizando Q™ x=(Q%)" X,
Wittgenstein, no entanto, introduz o sinal de soma juntamente com os nimeros
naturais, sem uma definicio a parte para ele, como serd mencionado mais
adiante.
O que distingue a soma da multiplicagdo nesses exemplos ¢ qual a
varidvel a ser fixada em Q'Q. No caso de (Q'Q'77)'X, a posicio de

argumento 77 ¢ fixada, resultando na soma, ao passo que em (Q'Q7)' X fixa-

se a varidavel numérica subentendida em €, em uma multiplicagio. Como
defini¢bes recursivas podem ser novamente efetuadas na definicdo da
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potenciagio, da super-potenciagao, etc., ¢ preciso avaliar como se dao essas
formas de fixacdo no contexto do esquema geral

[7.[8, NI =117, N1, & N(&)], apresentado a0 final da
ultima sec¢do, tendo em vista a sua correspondéncia para com O passo recursivo
h(x,5(y))=2(x,9,h(x,7)). Tome-se primeiramente o caso particular das defini¢ces da
soma e do produto na teoria da recursio?%:

sum(>,0)=id(x)=x, sum(x,s(y))=s(sum(xy));
Prod(x,0)=3(x)=0, prod(x,s(y))=sum(x,prod(x,y));

A soma ¢ obtida utilizando g=s e h=sum em h(x,5(y))=2(x,7,5(x,y)), assim
como sum(x,0)=id(x) no lugar de h(x,0)=f(x). No caso, a cada incremento da
variavel y, a operagdo g, ou seja, s, € aplicada novamente sobre o resultado de 4,
ou sum, da etapa anterior. Em outras palavras, na definicdo de 4 (ou sum) a
varidvel y atua como o expoente de g (ou ). Analogamente, na multiplicacio
temos g=sum e h=prod, e a variavel y como expoente de sum. Assim, em uma
nota¢do menos formal, a operacio de recursio primitiva pode ser entendida
como definindo o expoente de uma funcao: a funcido sum estabelece um expoente
y para a funcio sucessor 5, em ¥(x), bem como a funcio prod estabelece um
expoente para a funcio sum, em sun?(x,0). No caso, a férmula 9(x) claramente
equivale 2 soma x-+y para nimeros naturais x e y quaisquer, a0 passo que, na
térmula sum(x,0), deve-se considerar subentendido que o resultado de cada
aplicacdo de sum deve ser substituido na segunda posicio de argumento de
sum(x,&) na iteragio subsequente, tendo 0 como valor inicial da série. A

substitui¢io de um desses resultados no esquema SUM(X, &) equivale a fixagio

do valor de & em (5? na nota¢do do Tractatns, de modo que o valor de & torna-
se totalmente fixo quando ambas as varidveis numéricas x e y sdo fixadas. Um
raciocinio similar se aplica a #(x), tendo por esquema de iteragio S(&) em cada
passo: fixar & nessa expressdao equivale a fixar os valores de x e y em ¥(x),

tendo 0 como valor inicial da série. Em ambos os casos temos o equivalente a
“fixar a posicdo de argumento 77, na explicacdo apresentada acima acerca da

2+ Boolos (1989, p.76), ou de maneira alternativa, sum=Pr[id,Cn[s,id; ]](x,x,;) €
prod=Pr/z,Cn[sum,id,id;’ ]] (x,,5,;) (idem).
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soma e do produto no Tractatus. Por outro lado, a fixacdo de g em s ou em sum
determina se a fun¢io sendo definida se trata da soma ou da multiplicacio,
respectivamente. A fixacdo de g seria o equivalente a “fixar a varidvel numérica
subentendida em €27, na discussio acima.

Raciocinio similar deve se aplicar na comparacio do passo recutsivo
h(x,5(9))=2(x0,0(x,)) com a forma geral

[7,[, NN =[I7.[E, NEPLE NI O equivalente & fungio
h(xy) definida por recursio primitiva é a expressio [[7,[&,N(E)])’], e

equivalendo as posi¢oes de argumento x e y temos?] ey, respectivamente. A

fun¢io g, sendo reiterada em cada passo recursivo e tendo y por expoente,
cotresponde [£,N(&)]. Com isso, o ato de fixar a posicio de argumento em

(Q'Q'n)'X pode ser considerado anilogo a fixar os valores de x e de y em

h(x5())=g(%,0,h(x,9)); ou ainda, a fixar os valores de 77 e yem [[77,[£,N(E)]']

. Por outro lado, fixar a wvaridvel numérica subentendida em € pode ser
considerado similar a fixar a fun¢do g - a qual pode ser uma funcio recursiva
inicial, bem como uma composi¢do ou uma func¢io recursiva de outras
recursivo-primitivas, de maneira andloga a como € expressa uma composi¢io
de aplicacoes de N qualquer. Caso g resulte na funcio sucessor s quando dessa
fixacdo, a fungdo b sendo definida é a soma, caso g seja a soma, entdo ) é a
multiplicagdo, e assim sucessivamente, para a potenciagio, super-potenciacao,
etc.

Por fim, hd um problema proeminente na compara¢io entre as duas
notag¢des. A recursdo primitiva permite definir expoentes de fungdes, algo que no
Tractatus ¢ realizado por meio de X = Q%x Def e QO'x=0Q""x Def.
(T6.02). A analogia entre essas definicbes e A(x,0)=fx) e b(x5(0))=g(x9,h(x,9)),
no entanto, ¢ problematica. Wittgenstein introduz a soma juntamente com 0s
nimeros naturais, a0 passo que na teoria da recursao ela somente pode ser
definida apds a defini¢do de sucessor, a qual primeiramente introduz os naturais.

Uma definicio alternativa seria X = Q%X Def ¢ Q' QX = Q"X Def, onde
s € o sucessor. Nesse caso, (i) A(x,5(y)) corresponderia a QS(V)IX; () h(xy) a

QX (i) ga Q', em Q'Q"X (com essa dltima férmula correspondendo a
ax0,h(xy); @v) y a v, (v) x a x (ou a fixagdo de x); de modo andlogo as
associagoes realizadas na discussdo anteriot.
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6. Conclusdes

A dificuldade de tracar paralelos entre a ideografia do Tractatus e
funcdes recursivas primitivas decorre, naturalmente, da diversidade de
elementos deixados subentendidos por Wittgenstein em sua notacao. No
entanto, a estrutura iterativa da Forma Geral da Operagio, a ocorréncia mesma
de uma Forma Geral da Série na ideografia, bem como a interpretacio de
numeros como expoentes de operagdes, indicam claramente sua intenc¢ao
original de retratar estruturas recursivas. Em particular, no que diz respeito a
nimeros como expoentes de opera¢Oes, a analogia se da para com o fato de
fungoes recursivas primitivas com a forma Ah(x,s(y))=g(x,),h(x;y)) resultarem na
variavel de recursio, y, equivaler ao expoente de reiteracido da funco g, utilizada
para definir 4. No entanto, e em contraste, como observado ao final da se¢do 5,
na teoria da recursio nudmeros naturais sdo definidos através da funcio
sucessor, a qual, por sua vez, ¢ utilizada na definicdo da operacio de recursio
primitiva - ndo sendo os naturais, portanto, introduzidos juntamente com essa
ultima. As consequéncias formais e filosoficas dessa postura de Wittgenstein
deverio ser avaliadas em outra oportunidade. De qualquer maneira, a analogia
com a férmula h(x,5(y))=g(x,),h(x,9)) tomando-se y como expoente de g parece
corroborar a posi¢io defendida por autores como Hylton (2008, p.138-152), os
quais entendem as operagdes formais do Tractatus como correspondentes a
fun¢des matemadticas em geral (abrangendo funcdes de sinais quaisquer, e ndo
apenas de nimeros). Por fim, deve-se observar ainda que ao incluir a Forma
Geral do Numero em sua notacio Wittgenstein aparenta ter em vistas uma
aplicacio ideografica especifica: o uso da matematica na fisica e demais ciéncias
exatas. Notagoes cujas constantes numéricas se apresentam explicitamente nos
sinais proposicionais permitem a sua manipulagio de maneira perspicua para
com as defini¢des desses sinais - ou ainda, para com os “acordos tacitos” em
que a sua sintaxe se baseia (14.002). A sintaxe dos ndmeros, expressa em
equacgles, reflete o carater recursivo das operacoes logicas e formais utilizadas
nessas defini¢cGes, a0 mesmo tempo em que demandam uma quantidade
reduzida de termos na expressio de sequéncias extensas de sinais. As
proposic¢des utilizadas na fisica e demais ciéncias exatas sdo, assim, proposicdes
moleculares #ndo analisadas, mas escritas em uma notagio ideogrifica,
matematica, e com isso de maneira transparente as defini¢oes recursivas de seus
termos, permitindo transformagdes adequadas para com elas. Assim, a
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matematica ndo somente reflete a estrutura recursiva da linguagem, de onde seu
carater a priori, conforme mencionado na se¢io 3, como ainda viabiliza o
estabelecimento de notagOes eficientes, desde o ponto de vista de sua
capacidade expressiva. Essa seria a explicagdo para a proficuidade dos diversos
ramos matematizaveis do discurso cientifico.
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