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Educacao

BUILDING THE LIQUID-VAPOUR EQUILIBRIUM CURVE THROUGH A CUBIC EQUATION OF STATE: USE OF EXCEL
FOR TEACHING PHYSICAL-CHEMISTRY. Cubic equations of state are able to predict the liquid-vapour coexistence curve of
volatile substances. However, this property is rarely used to teach Physical Chemistry because solving the resulting equations require

numerical technics and many mathematical operations. In this report was shown how the interactive method for finding the root of

an equation can be applied with the Excel to determine the vapour pressure of the liquid, as well as the molar volumes of the gas and

liquid phases. The generated points was used to build the curves of phase transition in the P X V and P x T graphics.
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INTRODUCAO

Um dos primeiros tépicos de estudo de fisico-quimica na gra-
duac@o em quimica ¢ sobre gases ideais e desvios da idealidade.'?
A andlise do comportamento de gases reais permite a discussio
do diagrama de equilibrio liquido-vapor e do ponto critico, bem
como leva a percepgdo do efeito das forcas intermoleculares nas
propriedades dos materiais.*> A famosa equagio de van der Waals
(1) introduz o efeito destas forcas, uma vez que o parametro b estd
associado ao volume molecular (forgas repulsivas) e a estd associado
a forcas atrativas. A variavel € o volume molar.

RT a
e 2 M

Como € bem conhecido, os parametros a e b estdo relacionados a
temperatura e pressao criticas dos gases, sendo possivel a construcio
da curva de equilibrio liquido-vapor com equagdes ctibicas de estado
tais como a equacio de van der Waals (VDW). De fato, sabe-se que
abaixo da temperatura critica, estas equagdes oscilam na regido de
condensagdo, como mostrado na Figura 1. Para determinar qual o
volume molar do liquido e do vapor em equilibrio a uma tempera-
tura fixa, bem como qual a pressao correspondente (que também € a
pressao de vapor do liquido), é necessdrio utilizar a regra das dreas
de Maxwell.* Em termos geométricos, esta regra diz que a curva de
condensagdo € obtida tragando uma reta que tornam as dreas I e 11
equivalentes (Figura 1). A pressdo correspondente € a pressdo de
vapor, e os volumes determinados pelo cruzamento da reta com a
curva do gés correspondem aos volumes das fases liquida e gas. Os
pontos correspondentes a estes volumes para cada temperatura geram
a curva de equilibrio liquido-vapor (Figura 1).

Apesar da possibilidade de utilizar-se as equagdes de estado
cubicas para obter a curva de equilibrio liquido-vapor, o que seria
de grande valor no ensino deste tépico de Fisico-Quimica, isso
geralmente ndo € feito nos cursos de Fisico-Quimica. O desafio
reside na dificuldade do problema matematico envolvido, que seria
extremamente trabalhoso, além da grande chance de erro devido a
realizagdo de vdrias operagdes matemadticas. Entretanto, nos dias
atuais a maioria dos estudantes tém acesso a computadores (desktop
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Equacao cubica

Curva liquido-vapor
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Figura 1. Comportamento de uma equagdo ciibica de estado, mostrando os-
cilacdo da funcdo P(V) na regido de condensagao, sendo que a igualdade das
dreas I e Il determina os pontos que geram a curva de equilibrio liquido-vapor

ou notebooks). Com o uso de planilhas, € possivel resolver uma série
de problemas matemadticos que aparecem em Fisico-Quimica com
relativa facilidade. Tais problemas de maior complexidade poderiam
inclusive fazer parte da avaliacdo de estudantes através de trabalhos
em grupo. O objetivo deste artigo € mostrar como uma planilha como
o Excel pode ser utilizada para obter a curva de equilibrio liquido-va-
por aplicando equagdes de estado cubicas. A abordagem serd discutida
passo-a-passo, mostrando o resultado final e uma comparacdo com
dados experimentais. Um arquivo xIsx € disponibilizado como mate-
rial suplementar, o qual pode ser utilizado para executar os cdlculos,
acompanhando a exposic¢io da solugdo do problema.

A REGRA DAS AREAS DE MAXWELL

Serd discutida aqui a derivagdo da regra das dreas, de forma a
ficar claro seu embasamento na termodindmica. O ponto de partida
¢é considerar que na Figura 1, o ponto a € o liquido e ¢ o gds. Na
transicao liquido-gds, as duas fases estdo em equilibrio, de forma
que os potenciais quimicos sao iguais:
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Como o sistema € de um componente apenas, podemos escrever
a igualdade acima em termos de energia livre de Gibbs, ou ainda,
energia de Helmholtz mais o termo PV:

A +PV,=A,+ PV, 3
o qual rearranjando, fica:
PV,—PV,=A,—-A, 4)

Uma vez que a temperatura € a mesma (isoterma), podemos usar
arelagdo termodindmica da variagdo de A com V e escrever A do gds
em termos do A do liquido:

A=A+ [ PV 5)

Substituindo (6) em (5), obtemos:

P, ~V)=[" PO)aV ©)

Na equacio (6), a integral € feita ao longo da isoterma, sendo
P(V) a equacdo de estado do gds. A esquerda temos P, a pressdo
sobre as duas fases em equilibrio. Observando a Figura 1, vemos
que a drea sob a curva real de transicdo de fase (a reta ligando a
e c¢) estd a esquerda da equagdo (6), enquanto a drea sub a curva
da equacdo de estado € a integral do lado direito da equagdo (6).
Como a reta corta a curva e as dreas sob a reta e sob a curva sdo
iguais, fica claro que a area da regido I deve ser igual a drea da
regido IL.

Ao aplicar aregra das dreas para o gds de van der Waals, obtemos:

P(V,-V)=RTIn Vb vaL-L )
Ol 7y R VA

1

sendo que a equag@o ja foi escrita com o uso de volume molar.
EQUACAO DE ESTADO DE REDLICH-KWONG

A equacdo (6) pode ser utilizada para qualquer equacao de estado
ctibica. Embora a equagdo de van der Waals € histérica e ampla-
mente discutida em livros de Fisico-Quimica, ndo é muito acurada.
E interessante utilizar uma equagdo de estado que reproduza bem
os dados experimentais, pois isso leva a uma melhor apreciacdo da
mesma. Por este motivo, escolheu-se utilizar a equag@o de Redlich-
Kwong (8) para ilustrar a metodologia, por ser mais a acurada do
que a equacdo de van der Waals, mas ainda ser uma equagéo cibica
relativamente simples.®®

RT a

P=—— — 8
V—b VI +bT" ®

Os parametros a e b desta equagdo estdo relacionados a tempe-
ratura e pressdo critica pelas equagdes (9) e (10):
27572

a=0,42748 R}? 9

¢

RT,

b=10,086640 (10)

c

Utilizou-se o CO, como exemplo, o qual tem os seguintes

Quim. Nova

valores dos parimetros da equagdo: a = 63,752 atm L?> mol? K" e b
=0,029677 L/mol (valores da referéncia 5)

DETERMINACAO DOS VOLUMES DAS FASES GASOSA E
LIQUIDA

O leitor deve notar que ndo tem como sabermos a priori qual € a
pressdo correspondente ao equilibrio liquido-vapor em uma isoterma,
ou seja, aretada Figura 1. Isso serd feito em etapas, aplicando a regra
das dreas de Maxwell. Mas o primeiro passo € determinar qual o
volume das fases liquido e gds em uma isoterma, quando fixamos a
pressdo. Para este fim, utilizaremos o método iterativo. A abordagem
consiste de reescrever a equagdo (8) na seguinte forma:

Febpp— RO (11)

(P+m+]
TV (V +b)

No procedimento, introduzimos um valor inicial para o volume
molar na equacdo (11), e obtemos o volume molar da primeira ite-
racdo, mais préximo da solucio. Com este novo volume, repetimos
novamente o procedimento e fazemos assim de forma sucessiva até
o valor do volume convergir. Para ficar mais claro, podemos colocar
a equacao (11) na forma:

V  =b+ RT (12)

n+l
P
TV,W,+b)

ou seja, usamos um valor de V, para gerar V,,,. No caso do volume
da fase gds, uma boa estimativa inicial seria o volume do gés ideal.
J4 para obter o volume da fase liquida, uma possibilidade ¢ utilizar
um volume 10% maior do que b. Como exemplo, a Tabela 1 abaixo
mostra a determinacdo dos volumes (molares) das duas fases a 270 K
e 20 atm usando a planilha. Observe que o volume do gés ja con-
vergiu, enquanto que o liquido ainda precisa de mais itera¢des. Para
isso, pode-se pegar o tltimo valor do volume do liquido (0,0568 L)
e utilizar como input novamente. Ao fazer isso, o volume depois de
10 iteracdes € 0,0578 L, estando praticamente convergido. E muito
importante observar claramente a convergéncia. Em alguns casos
ela é bem lenta, e ainda ambos podem convergir para um mesmo
valor de volume, indicando neste caso que estd em uma regido de
uma raiz apenas.

Tabela 1. Determinag@o de duas raizes da equac@o de estado pelo método
iterativo®

gés liquido

! v, V.. v, V..

0 1,1000 0,9879 0,0330 0,0414
1 0,9879 0,9583 0,0414 0,0462
2 0,9583 0,9491 0,0462 0,0493
3 0,9491 0,9461 0,0493 0,0515
4 0,9461 0,9451 0,0515 0,0531
5 0,9451 0,9448 0,0531 0,0542
6 0,9448 0,9447 0,0542 0,0550
7 0,9447 0,9447 0,0550 0,0557
8 0,9447 0,9446 0,0557 0,0562
9 0,9446 0,9446 0,0562 0,0565
10 0,9446 0,9446 0,0565 0,0568

a — Unidades de L. Valores para o CO, a 270 K e 20,0 atm.
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Na planilha fornecida neste trabalho, o leitor pode verificar estes
cdlculos e testar novos valores de T e P.

DETERMINACAO DA PRESSAO DE CONDENSACAO NA
ISOTERMA

Uma vez definida a temperatura (isoterma), temos que determinar
em qual pressdo o gds comeca a se condensar. Pela regra das dreas de
Maxwell (equagdo 6) aplicada a equacdo de Redlich-Kwong, temos:

V. —b V.(V,+b
Pzt7147 RTIn| |- rn r7g((r71+b; (3
g 1 1 JANS"

O problema matemadtico torna-se o seguinte: a pressdo que leva
aos valores de V, e ‘_/g, as quais satisfazem a equagdo de estado (8),
deve ser a mesma que se obtém na expressao (13). Portanto, sio 3
equagdes com 3 incognitas (na verdade, duas raizes da mesma equa-
¢do), sendo que ndo € possivel resolvé-las analiticamente. Novamente,
usaremos o método iterativo, agora resolvendo 3 equacdes simulta-
neamente. O procedimento € o seguinte: Estima-se um valor inicial
da pressdo, que pode ser feito via andlise do grafico P x V. Com o

a)
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valor inicial, determina-se ‘_/1 e ‘_/g conforme o procedimento na se¢ao
anterior. Estes valores de volumes sdo utilizados na equagdo (13)
para obter um novo valor da pressdo. Esta nova pressao € utilizada
novamente no cdlculo dos volumes, que geram outra pressdo. O
procedimento € repetido iterativamente até convergir.

A Figura 2 mostra a operacdo na planilha. E necessério alterar
somente a primeira linha de a, b, T, P, \_/,,(g) e I_/n(l) para resolver para
um gés especifico. O exemplo mostrado é para o CO, na isoterma
a 270 K. Utilizou-se 20 atm como pressao inicial, resultando nos
volumes marcados em azul. O termo P(area) a direita € o resulta-
do da pressao obtida ao usar os volumes convergidos a 20 atm na
equacdo (13). Este novo valor da pressdo € novamente usado como
input em P. Depois de 5 iteragdes, o valor convergido estd mostrado
na Figura 2b. Tém-se assim a temperatura, a pressdo de vapor do
liquido ou do sistema, e os volumes molares do gds e do liquido na
regido de condensagao.

Com base na discussao acima, podemos gerar os pontos da curva
de equilibrio liquido-vapor para cada temperatura diferente. Estes
pontos podem ser agrupados para gerar o grafico de P X V, indican-
do os volumes das fases liquido e vapor em equilibrio, bem como
a parte da transicdo liquido-vapor do diagrama de fases P x T. Este
procedimento foi feito para cerca de 7 valores de temperatura e estao

a b T R P Vn(g) Vn+1(g) Vn(lig)  Vn+1(lig) Vid P(area)
63,752 0,029677 270 0,08206 20,0000 1,1000 0,9879 0,0568 0,0570 1,1078 30,4724
0,9879 f 0,9583 0,0570 0,0572
0,9583 f 0,9491 0,0572 0,0574
0,9491 f 0,9461 0,0574 0,0575
0,9461 f 0,9451 0,0575 0,0576
0,9451 f 0,9448 0,0576 0,0576
09448  0,9447 0,0576 0,0577
0,9447 f 0,9447 0,0577 0,0577
09447  0,9446 0,0577 0,0578
0,9446 f 0,9446 0,0578 0,0578
0,9446 i 0,9446 0,0578 0,0578
0,9446 f 0,9446 0,0578 0,0578
0,9446 f 0,9446 0,0578 0,0578
0,9446 f 0,9446 0,0578 0,0578
0,9446 f 0,9446 0,0578 0,0579
b)
a b T R P Vvn(g) Vn+1(g) Vn(lig)  Vn+1(liq) vid P(area)
63,752 0,029677 270 0,08206 35,9295 1,1000 0,5970 0,0568 0,0565 0,6167 35,9295
05970 | 0,5082 0,0565 0,0563
0,5082 f 0,4717 0,0563 0,0561
04717 | 04530 0,0561 0,0560
0,4530 f 0,4425 0,0560 0,0559
0,4425 f 0,4362 0,0559 0,0558
0,4362 i 0,4324 0,0558 0,0558
0,4324 f 0,4300 0,0558 0,0558
04300 | 04284 0,0558 0,0557
0,4284 f 0,4275 0,0557 0,0557
04275 | 0,4269 0,0557 0,0557
0,4269 f 0,4265 0,0557 0,0557
04265 | 04262 0,0557 0,0557
0,4262 f 0,4261 0,0557 0,0557
04261 | 0,4260 0,0557 0,0557

Figura 2. Operagéoes na planilha: a) Valor inicial da pressdo (P) e pressdo obtida (P(drea)). b) Convergéncia do processo iterativo. A temperatura de 270 K,

a pressdo de condensagdo € 35,9295 atm e os volumes molares obtidos sdo: fase gds a 0,4260 L e fase liquida 0,0557 L
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apresentados na Figura 3. Para comparag@o, estdo mostrados os dados
experimentais na curva continua, enquanto os valores calculados
estdo indicados como quadrados. Os resultados mostram uma boa
concordancia entre valores tedricos da equacdo de Redlich-Kwong
e valores experimentais.
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Figura 3. Curva de equilibrio liquido-vapor para o CO, no grdfico P XV

e curva da transi¢do de fase liquido-vapor no grdfico P X T. Dados experi-

mentais retirados da ref. 9

EXPERIENCIA EM SALA DE AULA

Uma parte do problema aqui apresentado foi proposto como
trabalho em grupo, a ser feito e casa, para alunos da disciplina de
Fisico-Quimica I na Universidade Federal de Sao Jodao del-Rei.
Foram utilizados os gases diéxido de carbono, etano, propano e
butano como sistemas de estudo para diferentes grupos. Embora o
trabalho tenha sido executado fora da sala de aula, houve constante
intera¢@o com o professor conforme as dividas e resultados surgiam.
As questdes apresentadas foram as seguintes (todas usando a equagao
de Redlich-Kwong):

1) Determinar o volume molar do gés a 1 atm e 25 °C, usando o
método iterativo e comparando posteriormente com a equagao
do gas ideal.

2) Tragaracurvade P versus a uma temperatura especifica para cada
gds, abaixo da temperatura critica, para ver o comportamento da
equagdo cubica.

Quim. Nova

3) O mesmo que no item 2, mas agora tracando uma reta de tal for-
ma que as dreas delimitadas pela reta e pela curva da equagdo de
estado, acima e abaixo da reta, sejam iguais. Em outras palavras,
aplica-se a regra das dreas de Maxwell de forma visual. Com isso,
estima-se pressao e temperatura para transicao de fase, bem como
0s volumes molares.

4) Tragar vérias curvas P x préximo da temperatura do ponto critico,
para visualizar a mudanga do comportamento da curva e localizar
visualmente o ponto critico.

Os alunos tiveram vdrias dificuldades para resolver as questdes
propostas, algumas delas bem basicas. Um grupo tragou o grafico de
P versus V incluindo valores de V menor do que b e ndo percebeu que
isto era fisicamente sem sentido. Uma conversa com o professor fez
com que percebessem o equivoco. Outro grupo resistiu inicialmente
de fazer a contas e gréficos no Excel, preferindo fazé-las em uma
calculadora cientifica. Entretanto, ao notar o grande volume de dados
envolvidos para processar a mao, acabou percebendo a vantagem de
utilizar a planilha. Um dos grupos calculou as constantes criticas a
partir das constantes a e b, mas utilizou as relacdes obtidas em sala
de aula para a equac@o de van der Waals. Como os resultados obtidos
ndo batiam com dados criticos da literatura, foram conversar com o
professor. Perceberam entdo que cada equacio de estado tem suas
proprias constantes relativas a cada gas.

De um modo geral, minha percep¢ao foi que houve um importante
aumento da compreensdo do topico pelos estudantes. A elaboracdo
dos gréficos no Excel, a resolucio da equacdo cibica pelo método
iterativo e a estimativa da regido de transi¢cdo (mesmo que aproxima-
da) permitiu aos estudantes uma visao bem mais clara da equagao de
estado cubica e da regido de transi¢do. Tal aprofundamento ndo me
parece ocorrer para a maioria dos estudantes com o contetido padrao
discutido em livros-texto de Fisico-Quimica.

CONCLUSAO

Foi mostrado como o Excel pode ser utilizado com uma equagao
de estado Ctbica (Redlich-Kwong) na obteng¢do da curva de equilibrio
liquido-vapor para o CO,. O procedimento pode ser aplicado para
outras equacdes cubicas, bem como demais sistemas. Devo destacar 3
aspectos importantes desta abordagem no ensino de Fisico-Quimica:
1) A metodologia usada permite discutir a solucido de equacdes

algébricas pelo método iterativo. Uma vez que atualmente poucos

estudantes de Quimica tem a disciplina de calculo numérico no
curriculo, a introdug@o de técnicas numéricas em problemas reais
de Fisico-Quimica € muito bem-vinda.

2) A solug@o do problema permite ao estudante uma melhor com-
preensdo de algo um pouco obscuro como a regra das dreas de
Maxwell, assim como observar claramente 0 comportamento
oscilatdrio das equagdes cubicas abaixo da temperatura critica.

3) Ao montar as curvas dos graficos P x V e P X T, o estudante se
aprofunda na compreensido do diagrama de fases, entendendo
melhor o comportamento dos fluidos.

O problema discutido neste artigo € adequado para execugdo
como trabalhos em grupo e uma parte da metodologia apresentada
ja foi testada em sala de aula.

MATERIAL SUPLEMENTAR
O arquivo Excel usado para realizar os cdlculos neste trabalho

estd disponivel em http://quimicanova.sbq.org.br, na forma de arquivo
xIsx, com acesso livre.
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