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Educacao

STUDY OF SHANNON ENTROPY IN THE CONTEXT OF QUANTUM MECHANICS: AN APPLICATION TO FREE AND
CONFINED HARMONIC OSCILLATOR. The aim of this study was a didactic presentation of the Shannon entropy in the quantum
theory context, followed by application to the case of a one-dimensional harmonic oscillator in its ground state, both in the free case

and confined case. The study of these systems allows us to highlight notions such as location or delocation of a particle, a possible

interpretation that the Shannon entropy can adopt. The Shannon entropy in position (S,) and momentum (S,) spaces were calculated
for both systems, beyond the entropic sum (S, = S, + §,). With this procedure it was possible to identify trends in the behavior of the
Shannon entropy (S, and S,) and test the compliance of the entropic uncertainty relation (S, = S, + S, 2 n(1 + In(n))).
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INTRODUCAO

No preféicio de seu livro Introduction to Nonextensive Statistical
Mechanics, Constantino Tsallis relata um didlogo bem interessante
entre Claude Shannon e John Von Neumann. Conta-se que Shannon,
indeciso sobre como chamar a fun¢do por ele derivada, pensou
inicialmente em chamd-la de informacdo, mas este nome jd era
muito usado. Depois de muito pensar, resolveu chama-la de funcéo
incerteza. Entretanto, nesta conversa foi aconselhado por John Von
Neumann:' “Vocé deve chamad-la de entropia, por duas razdes. Em
primeiro lugar, a sua fung@o incerteza tem sido utilizada na mecanica
estatistica com esse nome, entdo ela ja tem um nome. Em segundo
lugar, e mais importante, é que ninguém conhece o que a entropia
realmente €, assim, em um debate, vocé sempre terd a vantagem”.2
O presente didlogo ilustra o quanto pode ser controverso o conceito
de entropia.

O conceito de entropia surge, inicialmente, no ambito da ter-
modindmica, fornecendo uma medida de irreversibilidade de um
sistema fisico; posteriormente, com a inclusdo de métodos estatisticos
para o estudo dos sistemas fisicos e o estabelecimento da mecanica
estatistica, o conceito da entropia estatistica surge fornecendo uma
medida do grau de desordem de um dado sistema;® para uma critica
ao uso do termo desordem, ver Reis et al.*

A construgdo do conceito de entropia de Shannon se da inicial-
mente dentro da estrutura da teoria matematica da comunicagdo ou
teoria da informac@o.’ Tal teoria pode ser considerada uma segio
da teoria da probabilidade e da matemdtica estatistica que estuda
sistemas de comunicagao, criptografia, codificag@o, teoria do ruido,
corregdo de erros, compressdo de dados, etc. No ambito da teoria da
informagao, a entropia fornece uma medida de incerteza em uma dada
distribuic@io de probabilidade, recebendo, assim, a denominacio de
entropia de Shannon ou entropia da informacao.

Com tais interpretagdes e generalizagdes que o conceito de entro-
pia pode adquirir,® vale lembrar Batel Anjo:” “Existem conceitos que
resistem a passagem do tempo, uns pela sua importancia, outros pela
sua capacidade de se adaptar a novos dominios da ciéncia. A entropia,
mais do que qualquer outro conceito, mantém viva sua importancia,
a sua utilidade, e porque ndo, o seu mistério”.

*e-mail: wallassantos @ gmail.com

A entropia de Shannon ja vem sendo estudada em diversas dreas
do conhecimento, principalmente na mecanica quantica, na qual ela
tem encontrado uma vasta gama de aplicagdes para sistemas atdmicos
e moleculares livres® como, por exemplo, na mensuragio do grau de
correlagdo eletronica,” no estudo da energia cinética do sistema,'”
na mensuragdo da qualidade de funcdo-base,!! na caracterizagio
de processos quimicos,'? entre outras.'® A entropia de Shannon no
espago das posi¢des pode ser associada a incerteza de se determi-
nar a posi¢@o da particula no espaco; em outras palavras, temos tal
quantidade indicando o grau de deslocalizacdo de uma dada particula
no espaco.'* Por outro lado, temos a entropia de Shannon no espago
dos momentos, que pode ser associada a incerteza de determinar o
momento de uma dada particula.

O sistema fisico escolhido para estudo no presente trabalho ¢
o oscilador harmdnico, tanto no caso livre como no caso em que
o sistema se encontra confinado espacialmente. Dentre as varias
vantagens da escolha desse sistema podemos citar, inicialmente, a
sua solubilidade completa,'® ou seja, existem solugdes exatas tanto
para sistema livre'® como para sistema confinado.” Isto é que nos
permite adotd-lo para o emprego de novos estudos e metodologias.
Além disso, o oscilador harmdnico, tanto no caso livre quanto no
caso confinado, é um 6timo laboratdrio para estudar a interpretaciao
da entropia de Shannon como indicador do grau de localizacdo ou
deslocalizac@o de uma particula.

No que tange a sistemas confinados, temos que o seu estudo ja é
feito hd um bom tempo através da determinagdo de diversas de suas
propriedades.'®!” Do ponto de vista histérico, os primeiros modelos
foram propostos por Fock e Darwin por volta de 1928 e 1931, res-
pectivamente, quando eles estudaram o efeito do confinamento de
um elétron em um campo magnético.’*?! Posteriormente, importantes
trabalhos foram feitos, incluindo a ideia de simular o efeito da pres-
sdo de um dtomo fechado em uma barreira esférica impenetravel,
proposto por Michels et al.*> em 1937. A titulo de exemplos, temos
alguns sistemas que podem ser estudados, em primeira aproximacao,
utilizando o modelo de sistemas confinados, como atomos e moléculas
submetidos a alta pressdo, os pontos quanticos e objetos astrofisicos
densos (ver Montgomery ef al.,” Sech et al.,** Guimardes ef al.” e
suas referéncias). A motivagao em estudar sistemas confinados tam-
bém advém do fato que o confinamento espacial de um sistema altera
suas propriedades em relagd@o ao sistema livre. O estudo da entropia
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de Shannon em sistemas confinados ja foi iniciado®*?’ e pode ser de
grande interesse, pois, tratando-se de sistemas restritos no espaco, a
ideia de localizac@o ou deslocalizagdo de uma determinada particula
pode ficar mais evidente do que no caso do sistema livre.

O presente estudo comega com uma apresentacdo didética da
entropia de Shannon, ressaltando sua conceitualizagdo dentro da
teoria da informagdo, fazendo uma posterior apresentagdo de como
tal quantidade pode ser aplicada no escopo da teoria quantica. Em
seguida, € feita uma exposi¢@o do sistema de interesse adotado no
presente trabalho, o oscilador harmonico unidimensional. Este sistema
¢é entdo utilizado como exemplo prético de uma aplicacio da entropia
de Shannon, quando apresentamos os resultados obtidos tanto para o
caso do sistema livre como para o caso do sistema confinado. Com
esse procedimento, foi possivel perceber a ideia de localizacdo e
deslocalizac@o de uma particula e analisar as tendéncias dos valores
das entropias de Shannon no espaco das posicdes e no espago dos
momentos; subsequentemente a relacdo de incerteza entrépica €
testada. A conclusdo consiste na organizacdo de um sumario das
principais consequéncias da andlise do presente trabalho.

TEORIA DA INFORMACAO

Em 1948, em um artigo intitulado A Mathematical Theory of
Communication,” Shannon lanca as bases para o que seria conhecido
como teoria matematica da comunicag@o ou simplesmente teoria da
informagdo. O problema enfatizado era como reproduzir em um ponto
de destino a mensagem exata ou a mais aproximadamente possivel da
mensagem original emitida em um ponto de origem. Com o objetivo
de buscar uma grandeza que quantificasse ou caracterizasse uma men-
sagem sem ambiguidades, tornaram-se irrelevantes os seus aspectos
semanticos. O modelo de comunicacdo de uma fonte discreta passa
a ser estudado, tal fonte emitindo simbolos discretos (como exemplo
podemos tomar as 26 letras e o espaco que formam os 27 caracteres
da lingua portuguesa) para a formacdo de uma mensagem.

Para a teoria da informacio, a chamada quantidade de informag@o
atribuida ao sistema (fonte discreta) estd ligada necessariamente a va-
riabilidade dos simbolos emitidos para a formagio de uma mensagem.
Por outro lado, quanto maior for a variabilidade de simbolos maior
serd a incerteza probabilistica ligada ao sistema. Assim, quantidade
de informagdo ou incerteza probabilistica sdo duas interpretacdes
complementares.?

A defini¢do de quantidade de informacdo (depois de efetuar
a medida) ou incerteza probabilistica (antes de efetuar a medida),
proposta por Shannon, utiliza um tratamento probabilistico e faz uso
de uma fungéo logaritmica, sendo representada por>2?

S(py-sp) ==, p, log, (p), (1)

i=1

onde p, € a probabilidade de ocorréncia de cada evento i (representan-
n

do um certo simbolo emitido pela fonte) com as restri¢des: Z p=1
i=1

e p; 2 0. Originalmente a Equac@o 1 surge na teoria da informagao
como um teorema. Ndo obstante a sua prova, a melhor justificativa
reside em suas préprias implicacdes.*® Caso se tenha um dado evento
i = a,onde p, = 0, sendo aplicada na Equacio 1 pode-se questionar a
validade da equacio, j4 que log, 0 ndo € definido. Entretanto, apoiado
na expressdo lim,_,, x log, x = 0 convenciona-se que 0 log, 0 = 0.
Tal convencao € bastante razodvel, considerando que um evento que
tenha a probabilidade nula de aparecer nao deve oferecer contribuicio
para a Equacao 1.

E proposto que a Equagdo 1 deva ser entendida justamente com
anocdo da entropia na mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs, ou
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seja, uma dada mensagem recebe um tratamento estatistico, levando
em considerac@o os simbolos que a compde, da mesma forma que
a mecanica estatistica descreve um sistema macroscépico, levando
em consideragdo os seus constituintes microscopicos. Dentro desse
contexto, a Equacdo 1 passa a ser conhecida como entropia da infor-
magao ou entropia de Shannon.

A base da fungdo logaritmica utilizada para compor a entropia
de Shannon € arbitrdria. O importante é que as propriedades para
uma funcdo que se proponha a mensurar quantidade de informacéo é
contemplada por uma fungdo logaritmica, independendo de sua base.?
Por outro lado, a definicdo da base define a unidade de medida da
informagdo. Desta forma, tratando-se do problema de comunicago,
sugere-se trabalhar com a base 2, definindo-se assim a unidade como
digito bindrio ou bit (do inglés binary digir).’!

De maneira andloga a defini¢cdo da entropia de Shannon
[Equagdo 1] para uma distribui¢do de probabilidade oriunda de uma
fonte que emite simbolos discretos, podemos definir a entropia de
Shannon para o caso de uma fonte que emite sinais de forma continua’®

S(p()=- [ p(x) log,(p(x))dx, @

em que p(x) € uma densidade de probabilidade continua, com

J p(x)de=1epx)=0.

A entropia de Shannon de uma distribuicdo continua pode ser
negativa. Uma distribuicio mais estreita (ou mais confinada) terd
um valor menor, podendo assumir um valor negativo.’ Isto nido
gera grandes problemas, porque, entre outros motivos, a andlise dos
valores da entropia de Shannon se faz por meio de valores relativos
ou através da comparagao de varios valores medidos em um mesmo
sistema de coordenadas.

TEORIA DA INFORMACAO E TEORIA QUANTICA

Nos arcaboucos da termodinamica e da mecanica estatistica, a
entropia surge ndo como um conceito inicial de uma teoria, mas depois
de todo um tratamento e predi¢des fisicas. No ambito da teoria da
informagdo, a entropia de Shannon surge como ponto inicial de uma
teoria, como uma medida de incerteza de uma distribui¢do de pro-
babilidade oriunda de uma fonte de informagdo,** sem predigdes que
levem em consideracao teorias advindas da fisica. O desvinculamento
a priori das ideias fisicas para a construcdo da entropia de Shannon,
em vez de parecer uma desvantagem, permite a sua aplicabilidade a
situagdes mais diversas, nas quais a entropia estatistica ndo pode ser
aplicada diretamente por ter restri¢des do ponto de vista da fisica.

No contexto probabilistico da mecénica quantica, Max Born
formulou a interpretagdo de que a quantidade

p(R)dx = |DX)|* d¥ 3

é identificada como a probabilidade de encontrar a particula entre X
e ¥ + dX , estando ela no estado ®(¥), caso seja realizada a medida
da sua posi¢io.> A quantidade |®(¥)]? é referida como a funcio
densidade de probabilidade de posi¢do. Essa denominagio advém
do fato de que a quantidade |®(3)|* tem obrigatoriamente unidade
de probabilidade por unidade de X.

Sendo construida com base em uma distribui¢@o de probabilidade,
érazodvel analisar a densidade de probabilidade p()?) fornecida pela
mecanica quantica [Equagdo 3] do ponto de vista da teoria da infor-
macio. E nesse ponto que a teoria da informagdo entra em contato
com a teoria quantica. Para uma distribuicdo continua da densidade
de probabilidade p() fornecida pela fun¢do de onda do sistema no
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espago das posicdes, a entropia de Shannon para sistemas continuos,
dada pela Equagio 2, assume a forma®

S, ==[p(@) (@) dt =~ [|O@ m(@@)dz. (4

A entropia de Shannon no espago das posi¢des S, mede a in-
certeza na localiza¢do da particula no espaco. Pela aplicacdo de
uma Transformada de Fourier na funcio de onda no espaco das
posicdes (%), podemos determinar a sua representagdo no espago
dos momentos ®(p) e sua respectiva densidade de probabilidade
v(p)= |(f)([7)|2 Nesse caso, a entropia de Shannon para sistemas
continuos toma a forma®

S, ==[7® @) dp ==[|1®E) M(SENdp. (5

A entropia de Shannon no espago dos momentos S, mede a incer-
teza na predi¢do do momento da particula. Por tratar bem diferentes
tipos de distribui¢@o, além da gaussiana, a entropia de Shannon € tida
como uma medida mais satisfatéria de incerteza ou espalhamento de
uma distribui¢do de probabilidade do que a medida fornecida pelo
desvio padréo.?6-3*

Sabe-se que, na teoria quintica, se um sistema estd no estado
®(¥), a medida de quaisquer dois observaveis A e B s6 pode ser feita
dentro da seguinte precisdo:

(Ap4) (A¢B)z\ o' @) [4.B] @) as

, (6)

em que (AyA) € o desvio padrdo do observavel A e [A,B] € o comutador
entre A e B. A Equagdo 6 ¢ conhecida como principio de incerteza
generalizado. Especificamente, tratando-se dos observaveis posicao X
e momento P, pode-se chegar ao principio de incerteza de Heisenberg,
ou seja, (ApX)(AyP) 2 (#/2)1.'° Em suma, o principio de incerteza de
Heisenberg mostra que ndo € possivel medir simultaneamente, com
mdxima precisio, a posi¢do e o momento de uma particula.

Considerando o formalismo da entropia de Shannon no con-
texto da mecénica quantica, pode-se definir uma relagdo conhecida
como relag@o de incerteza entrépica, que € mais geral do que a de
Heisenberg, da seguinte forma:*

S, :JP(YC) V() In(pX) y(p)dp dx =S +S, 2 n(l+In(m)), (7)

em que n € a dimensdo no espaco das posi¢oes. Essa relacio de
incerteza passou a ser conhecida como relagio BBM (ja que fo-
ram Iwo Bialynicki-Birula e Jerzy Mycielski que forneceram uma
prova consistente dessa relacdo). A relagdo de incerteza entrdpica
tem o significado claro de apresentar um valor limite minimo para
a soma §,, que € atingida por fun¢des de onda gaussianas. Ainda
de acordo com a Equagdo 7, quanto mais larga for a distribuicio
de probabilidade no espaco das posi¢des, mais estreita serd no es-
paco dos momentos e vice-versa [ver andlise na secdo Resultados
e Discussio].*

O presente trabalho adota a base e para a funcdo logaritmica, pois
se convencionou, na literatura, trabalhar com a entropia de Shannon
no contexto da quimica quantica e fisica atdbmica e molecular desse
modo. Note que uma mudanga de base apenas desloca os valores
absolutos da quantidade em questdo. Por outro lado, as Equacdes 4,
5 e 7 sdo, do ponto de vista da fisica, adimensionais; uma discussiao
mais profunda sobre esse tépico € apresentada por Matta er al.’’

OSCILADOR HARMONICO

Osciladores sdo interessantes e extremamente importantes no
campo da quimica quéntica e da fisica atdmica e molecular por varios

Sobre um estudo da entropia de Shannon no contexto da mecénica quantica 759

motivos. Um exemplo pratico do uso do presente sistema € a descrigdo
do movimento relativo dos 4tomos nas moléculas e nos sélidos, que,
em uma primeira aproximaco, pode ser descrito usando o modelo
do oscilador harmonico, tendo assim um modelo simples, porém
poderoso, para o estudo de vibragdes moleculares.?

Sistema livre

O caso do oscilador harmonico livre j4 € bem tratado na literatura,
existindo vdrias metodologias para abordar esse problema. Nesse
sentido, podemos destacar o elegante método algébrico utilizando os
operadores de Dirac,'** que, posteriormente, pode ser usado como
uma possivel introducdo para o estudo da teoria quintica de campos.*°
Outro método interessante € analitico e consiste, inicialmente, na
determinacio da forma da func¢@o de onda nas regides de grandes
valores positivos ou negativos de x, posteriormente, sdo utilizadas
séries de poténcias para resolver a equag@o diferencial (método de
Frobenius), assim pode-se tratar diferentes potenciais.*!

Apresentamos aqui resultados que podem ser obtidos tanto via
método algébrico como via método analitico. As demonstracdes des-
ses resultados estdo bem apresentadas na literatura e, dessa maneira,
iremos omiti-los. Além disso, por questdo de simplicidade, trataremos
aqui o sistema unidimensional. Nesse tratamento ndo temos perda de
generalidade, ou seja, os resultados qualitativos apresentados aqui
podem ser estendidos para um espaco tridimensional.

No modelo do oscilador harmoénico livre o potencial fisico do
sistema pode ser descrito como

Mx) = %mwzxz, (8)

em que x € o deslocamento da particula de massa m para a posicio
de equilibrio x = 0 e ® € a frequéncia angular do oscilador cldssico,
relacionado-se com a constante de for¢a da mola k por intermédio da
relacdo w =vk/m. A conveniéncia de usar @ é que essa quantidade
¢é diretamente proporcional aos autovalores da energia do oscilador
harmonico.

A equacdo de Schrodinger independente do tempo do sistema
¢ dada por

I d ()
2m d*x

+ V() o(x) =Ep(x). ©)]

A solucdo da Equag@o 9 que descreve o sistema € conhecida,
sendo dada por*

g
0,(x)=4.e 2 H,(Bx), (10)

em que A, € uma constante determinada pela condi¢do de normalizagio

r 2

[lo@)lax =1, (11

mw
P

O subindice n € um nimero inteiro ndo-negativo que indica o nivel

energético em que o sistema se apresenta.

De maneira geral, o valor esperado da energia de um sistema
quantico pode ser determinado por

e H, (\/ ﬁx) representa os polindmios de Hermite,* sendo 8 =

o @Hp)dx
(Ey==2— (12)
[ @ p)dx
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em que H ¢ o Hamiltoniano do sistema. Em particular para o oscila-
dor harmdnico unidimensional, as energias dos diversos niveis sio
dadas por®

E = (n %) ho. (13)

Para o caso em que o sistema estd no seu estado de energia mais
baixa, ou seja, em seu estado fundamental, a funcio de onda solugdo
para o problema [Equagdo 10] toma a forma

oy (1) =d,e >, (14)

enquanto que o valor da energia para esse estado fica sendo

E,= (%] hao. (15)

No presente trabalho serd considerado o sistema em seu esta-
do fundamental, ou seja, utilizaremos a func¢do de onda dada pela
Equacdo 14 com o seu respectivo nivel de energia dado pela Equacdo
15.

Sistema confinado

Os modelos para descrever sistemas confinados séo diversos,
convencionando-se dividi-los em dois grupos. Um primeiro grupo
trata o confinamento do sistema através do potencial. Isso pode ocorrer
através de uma possivel substitui¢do do potencial fisico do sistema
V(x) por um potencial modelo V,,,,(x) no Hamiltoniano do sistema,
potencial esse que, além de conter as propriedades do sistema, simula
as condicoes de confinamento,* ou seja,

2
H:—h—Verde(x). (16)
2m

outra maneira de trabalhar € introduzir no Hamiltoniano um potencial
confinante V., (x) que impde as condi¢des de confinamento®

conj

2
H=—I"y V() 4V, (%), (17)
2m

Um segundo grupo de estudos sobre como tratar de confinamentos
de sistemas quanticos se constitui através do trabalho feito sobre a
fun¢do de onda do sistema. Nesse caso, a situacio de confinamento
€ imposta diretamente na fung¢io de onda do sistema em questio. Na
prética, impdem-se condi¢des de contorno na solu¢do da equagdo
de Schrodinger do sistema, multiplicando a soluc@o do sistema livre
@(x) por uma fun¢ao de corte €2(x), ou seja,

WY(x) = e0)Q(x), (18)

de tal modo que na fronteira do confinamento a fungdo de onda
solucdo y(x) para o sistema confinado seja nula. Apesar dessa
diferenciag@o, os métodos que envolvem os dois grupos podem
ser usados simultaneamente para ajudar a melhorar a descri¢ao do
sistema confinado.

O estudo do oscilador harmoénico confinado de modo exato,
introduzindo-se as condi¢des de confinamento diretamente na fun¢ao
de onda, é possivel.'” Entretanto, apesar de também utilizarmos a
situacdo de confinamento diretamente na fung¢@o de onda, no presente
trabalho serd aplicado um método aproximativo, a saber, o método
variacional.'** Tal procedimento tem a importante caracteristica de
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tratar sistemas onde a soluc@o analitica ndo € possivel, fornecendo
ainda uma 6tima descri¢do do mesmo.? Desta forma, fazendo uso da
solucdo do oscilador harmonico livre dada pela Equag@o 14, podemos
determinar a fun¢do de onda no estado fundamental do oscilador
harmdnico confinado, adotada no presente trabalho, como sendo
Lo M0\
v,(x)=Ne 2" Q(x), (19)
onde o € a frequéncia angular de oscilacio, N, € uma constante de
normalizacdo e o. € o pardmetro variacional a ser ajustado.
O potencial experimentado pela particula do presente sistema
serd o chamado potencial de barreiras infinitas, em particular do tipo

l 2.2
—mw’x’ para |x]<x
Vi) =12 .

o para |x|>x,

(20)

O potencial do tipo barreiras infinitas reflete no potencial o
efeito da abrupta interrup¢do da fun¢@o de onda do sistema, oriunda
da imposicdo da condicio de contorno que impde o confinamento.
Situacgdes fisicas mais realistas sdo tratadas através de potenciais
finitos que permitem que a particula consiga atravessar a barreira
de confinamento quando estiver em um estado altamente excitado.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Na presente sec¢@o sio apresentados os resultados obtidos, segui-
do de uma discussdo para o oscilador harmonico livre e o oscilador
harmonico confinado.

A massa do sistema em estudo foi considerada como sendo a mas-
sa de um elétron, e os resultados obtidos sdo apresentados utilizando
o sistema de unidades atdmicas (u.a.). Esse sistema de unidades adota
como referéncia o valor de quatro constantes fundamentais: a massa
do elétron m,, a carga elementar e, a constante de forca eletrostitica
1/(4me,) e /i (constante de Planck 4 dividida por 2m).

Oscilador harmonico livre

O estudo da entropia de Shannon aplicada ao oscilador harmonico
livre jd consta de algumas contribui¢des. Podemos citar, como exem-
plo, o trabalho com o célculo dos valores das entropias de Shannon S,
e S,, bem como a soma entrépica S,, para diversos niveis de energia;'!
em particular, sdo obtidos para ® = 0,5 u.a. os valores S, = 1,418,
S,=0,726 ¢ S, = 2,145 para o estado fundamental, concluindo que
para tal estado o valor da soma entrdpica € o menor comparado com
a dos outros estados.

O presente trabalho inicialmente determina os valores das ener-
gias para diferentes frequéncias angulares. Os resultados obtidos sdo
apresentados na Tabela 1, na qual podemos constatar o comporta-
mento linear [ver Equag@o 15] que a variagd@o da energia do sistema
tem com a variagdo da frequéncia angular, tendéncia explicitada na
Figura 1.

A aplicacdo da entropia de Shannon no caso do oscilador har-
monico livre inicia-se com a substituicdo da Equagdo 14 (em unidades
atdmicas) e sua transformada de Fourier correspondente, respectiva-
mente, nas Equagdes 4 e 5, determinando desta maneira os valores das
grandezas S, e S,. Logo em seguida, atraves da Relagdo 7 podemos
determinar os valores de S,. Tais cdlculos foram feitos variando as
frequéncias angulares ® e os resultados obtidos estdo dispostos na
Tabela 1. Assim, podemos constatar que o aumento do valor de ®
faz com que o valor de S, diminua, enquanto que S, aumenta. Essas
variagdes se ddo de modo que o valor da soma entrépica S, mantém-
-se constante. Todas essas tendéncias sdo explicitadas na Figura 2.
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Tabela 1. Energia, Entropias de Shannon §, e S, bem como a soma entrépica

Sobre um estudo da entropia de Shannon no contexto da mecénica quantica

S, em fung¢do da frequéncia angular ® para o oscilador harmdnico livre

o (u.a.) S, S, S, Energia (u.a.)
0,5 1,418939 0,725791 2,144730 0,250000
1.0 1,072365 1,072365 2,144730 0,500000
1,5 0,869632 1,275097 2,144730 0,750000
2,0 0,725791 1,418939 2,144730 1,000000
2,5 0,614220 1,530510 2,144730 1,250000
3,0 0,523059 1,621671 2,144730 1,500000
3,5 0,445983 1,698746 2,144730 1,750000
4,0 0,379218 1,765512 2,144730 2,000000
4,5 0,320326 1,824404 2,144730 2,250000
5,0 0,267646 1,877084 2,144730 2,500000
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Figura 2. Entropias de Shannon S, e S

yud

bem como valores de S, em fungdo
da frequéncia angular ® para o oscilador harménico livre

A funcdo de onda do estado fundamental do oscilador harmo-
nico livre tem a forma de uma fungdo gaussiana [ver Equacio 14].
Através da variagdo da frequéncia angular ®, temos uma modificacdo
da amplitude de tal funcdo e, por meio dessa caracteristica, pode-
mos analisar a interpretagdo da entropia de Shannon no espago das
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posicdes, indicando a localizag@o ou deslocalizag¢@o de uma particula.
Apresentamos, na Figura 3, a densidade de probabilidade |@,(x)]* no
espago das posi¢des em funcio de x e sua respectiva representacio
| §o(p)|* no espagco dos momentos em fungio de p, para algumas
frequéncias angulares. Constatamos que, para frequéncias menores,
|y(x)]> tem uma largura maior quando comparada a |@,(x)|> com
frequéncias maiores, indicando, assim, uma localizagdo crescente
com o aumento da frequéncia angular, ou seja, uma diminui¢do do
valor de S, [ver Tabela 1]. Também podemos constatar o aumento
da largura de | @,(p)]> com o aumento da frequéncia angular, o que
implica um aumento de S,,.

2 2 2
@0 (x)| | @0 (X)] | @o(X)|
w = 0,5 ua. w=2,5ua. w = 5,0 ua.
-0 0 X x X X x " ) X x
& 2 - 2 = 2
|Po(P)] [®o(P)] [P0 (P)]
w=0,5u.a. | w=2,5ua w=5,0u.a./
-0 0 P 0 o0 0 P e 0 P x

Figura 3. Densidades de probabilidade |@,(x)|? em fungdo de x e | 9,(p)|* em
fungdo de p para os valores ® = 0, 5u.a., ® =2, Su.a. e ® = 5, 0 w.a., para
o0 oscilador harménico livre

Em relagdo a soma entrépica S, (ver Tabela 1), temos que o seu
valor € preservado independentemente das variagdes de S, € S, ou
seja, temos invariavelmente que S, =2,144730. Este valor encontrado
no presente trabalho € o minimo da relagdo de incerteza entrépica [S,
= (1 +1In ) = 2,144730]. Em outras palavras, podemos admitir que
a relacdo de incerteza entrépica, no caso do estado fundamental do
oscilador harmonico livre, € respeitada e atinge o seu valor minimo

quando se trabalha com fun¢des gaussianas.
Oscilador harménico confinado

Dentre as vdrias propostas para a funcgéo de corte Q(x),**” foi
escolhida para o presente estudo a seguinte fungado:

Q) = 1—("] .
xf.‘

Assim, a fun¢@o de onda que representa o oscilador harmonico
confinado no seu estado fundamental [Equagdo 19] tem a forma (em
unidades atdmicas)

20

W, (x¥) = Nye ™ 1—[;‘] . 22)

c

Para os cdlculos envolvendo o oscilador harmonico confinado foi
utilizado o valor da frequéncia angular ® = 1,0 u.a.. Inicialmente,
foram determinados os pardmetros variacionais 0. para cada distancia
de confinamento (Tabela 2). O uso do método variacional assegura a
determinag¢do da melhor func¢io de onda aproximada pela Equagdo 22
para cada valor de x,. Por problemas de convergéncia numérica,
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trabalhamos com x, = 1,5009 u.a., enquanto que o valor exato da
energia foi calculado para x. = 1,5 u.a.

Com os pardmetros variacionais ajustados, podemos calcular o
valor esperado da energia para cada distancia de confinamento usando
a funcdo de onda proposta. Para comparagao, € utilizado o estudo de
Almeida et al.,'” em que o confinamento do sistema também € imposto
diretamente na fungdo de onda do sistema, porém adotando uma
metodologia de cdlculo diferente da do presente estudo, fornecendo,
assim, o que podemos chamar de energia exata. Sdo apresentados na
Tabela 2 os diversos valores das energias para diversas distancias de
confinamento. O comportamento da varia¢do das energias de acordo
com a distancia de confinamento € explicitado na Figura 4.

Tabela 2. Energia e os valores dos parametros variacionais o. em funcdo da
distancia de confinamento x, para o oscilador harmonico confinado

x, (u.a.) Energia'’ (u.a.) Energia (u.a.) o
0,5 49511 4951135 0,965590
1,0 1,2985 1,298481 0,284448
1,5009 0,6889° 0,688745 0,209645
2,0 0,5375 0,538498 0,242885
2,5 0,5050 0,506129 0,309354
3,0 0,5004 0,500945 0,368114
3,5 0,5000 0,500184 0,406640
4,0 0,5000 0,500048 0,430744
4,5 0,5000 0,500016 0,446500
5,0 0,5000 0,500006 0,457353
2x.=1,5u.a.
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Figura 4. Energia em fungdo da distancia de confinamento x, para o oscilador
harmoénico confinado

Em relacdo a andlise das energias, temos que com o aumento do
confinamento (x, menor) a energia também aumenta; por outro lado,
com a diminui¢do do confinamento (x, maior) a energia tende ao
valor do sistema livre. Tais comportamentos sdo esperados para um
sistema confinado. Também concluimos que a fung¢io de onda adotada
para descri¢do do oscilador harmonico confinado € bem razodvel,
segundo o critério da energia, tendo em vista que os valores obtidos
pelo célculo aproximado do presente estudo sdo bem préximos dos
valores exatos fornecidos por Almeida et al."”

Com os parametros variacionais obtidos anteriormente, substi-
tuindo a Equag@o 22 e sua transformada de Fourier correspondente

Quim. Nova

nas Equagdes 4 e 5, podemos determinar, nessa ordem, as entropias
de Shannon no espaco das posicdes e no espago dos momentos (re-
sultados apresentados na Tabela 3). Analisando os valores obtidos,
temos que S, decresce com a diminuicio da distancia de confinamento
(ou aumento do confinamento). Tendo em vista que a entropia de
Shannon no espago das posicdes mede a incerteza na localizagio de
uma dada particula, vemos que esse € um resultado aceito, ja que
a diminui¢do da distancia de confinamento implica que o espago
em que a particula possa ser localizada diminui. Por outro lado,
podemos observar que os valores de S, aumentam com a diminui¢do
da distancia de confinamento. Tais tendéncias estdo explicitadas na
Figura 5, em que podemos visualizar a inflexdo das curvas devido a
influéncia do confinamento e, além disso, o comportamento destas
tendendo ao sistema livre para valores grandes de x, (ver na Tabela
1 o valor para ® = 1,0 u.a.).

Tabela 3. Entropias de Shannon S, e S,, bem como os valores da soma
entrépica S, em fungdo da distdncia de confinamento x, para o oscilador
harmoénico confinado

x, (u.a.) S, S, S,
0,5 -0,307411 2,518547 2,211136
1,0 0,378682 1,829328 2,208010
1,5009 0,754099 1,440800 2,194899
2,0 0,961912 1,208813 2,170725
2,5 1,047006 1,104040 2,151046
3,0 1,067869 1,077886 2,145755
3,5 1,071510 1,073414 2,144924
4,0 1,072156 1,072623 2,144779
4.5 1,072300 1,072445 2,144746
5,0 1,072341 1,072395 2,144736
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Figura 5. Entropias de Shannon S, e S, em fun¢do da distdncia de confina-
mento x, para o oscilador harménico confiando

Interessante observar que, como j4 indicamos na se¢do sobre
Teoria da Informagdo, os valores da entropia de Shannon podem
ser negativos. No contexto da teoria quantica, tais valores aparecem
quando a situacdo de confinamento espacial do sistema torna-se
rigorosa, como podemos observar na Tabela 3, bem como na literatu-
ra.'*?62" Uma elegante interpretagio para essa situagio € apresentada
por Aquino et al.:'* quando a situagdo de confinamento € bastante
rigorosa, a densidade de probabilidade torna-se muito grande, fazendo
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com que p(r) = [y(r)]> >>1. Desta forma —p(r) In p(r) < 0 e assim S,
torna-se negativo. Uma andlise andloga pode ser feita no espago dos
momentos (para §,), lembrando que a normalizagdo € em relagdo a

integral J.: p(r)dr e ndo a densidade p(r) em cada ponto r.

Na Tabela 3 estdo também dispostos os valores da soma entré-
pica S, em fungdo da distdncia de confinamento x. e na Figura 6 €&
ressaltado o comportamento geral dessa quantidade. O valor de S, é
mais alto para a situag¢@o de confinamento mais elevada, x. = 0,5 u.a.,
decrescendo com o aumento de x,, apresentando um valor minimo
de S, = 2,144736 para x, = 5,0 u.a., respeitando assim a relacao de
incerteza entrdpica [Relagdo 7].

2,22
2,21
2,2
2,19
w2,18
2,17
2,16

2,15
® o o o o

aaaa ly s sy Ve oo le o sl s laaaalasaslasssl

2,14 e

1 2 3 4 5 6
X (ua.)

o

Figura 6. Soma entropica S, em fungdo da distancia de confinamento x, para
o oscilador harménico confinado

Percebemos também, como nos casos da energia, S, e S,, que 0s
valores de S, tendem ao valor determinado para o caso do oscilador
harmdnico livre (ver Tabela 1, mais precisamente o valor para ® =
1,0 u.a.) para valores altos de x..

Por outro lado, a Figura 6 evidencia que a soma entrépica tende
a um valor limite quando x, diminui. O presente estudo encontrou
que para uma particula em um pog¢o de potencial quadrado infinito,
sistema também conhecido como particula confinada em uma caixa,*!
a soma entrépica tem invariavelmente o valor S, =2,21203, indepen-
dentemente dos valores de S, e S, que mudam a medida em que se
varia a largura da caixa. Através da andlise dos resultados dos valores
da soma entrdpica para o oscilador harmdnico confinado podemos
inferir que o seu valor S, converge para o valor da soma entrdpica da
particula em uma caixa quando x, diminui.

Assim, do ponto de vista da soma entrépica, podemos interpretar
que a medida que o confinamento do sistema torna-se mais rigoroso o
efeito do potencial harmdnico que a particula experimenta € suplan-
tado pelo efeito do potencial de confinamento. Este comportamento é
também verificado, através da andlise da energia, em outros sistemas
quénticos confinados.!$4

CONCLUSAO

A entropia de Shannon foi apresentada explorando suas principais
caracteristicas, primeiramente em sua drea de origem, a saber, a teoria
da informacdo, e depois fornecendo uma liga¢do de sua aplicacdo
dentro da fisica atdmica e molecular e da quimica quantica. O caso
do oscilador harmonico foi escolhido para ilustrar uma de suas
aplicagOes prdticas.

Para o caso do oscilador harmdnico livre foi feita, inicialmente,
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uma andlise das energias do sistema com a variagao do valor da fre-
quéncia angular de oscila¢@o ®. Posteriormente, através dos cdlculos
das entropias de Shannon S, e §, com a variagdo do valor de ®, foi
possivel estudar a ideia de localizagdo ou deslocalizacdo de uma
particula e também fornecer uma tendéncia no comportamento dessas
quantidades. Com a determinag@o do valor da soma entrépica S, para
cada valor de m escolhido, foi possivel validar a relagdo de incerteza
entrépica, bem como confirmar que o seu valor minimo € atingido
quando se trabalha com fun¢des de onda gaussianas.

Em relag¢do ao oscilador harmonico confinado, utilizando a
funcdo de onda teste proposta no presente estudo, foram calculados,
primeiramente, os valores das energias, tendo sido obtido bons
resultados quando comparados com valores da literatura. As entro-
pias de Shannon S, e S, foram calculadas para diversas distancias
de confinamento x.. Os valores de S, decrescem com a redugdo da
distancia de confinamento, tendéncia que, do ponto de vista fisico,
é esperada, pois € razodvel que quanto mais confinada estiver uma
particula menor sera a incerteza na sua localizagdo. Por outro lado,
temos o aumento dos valores de S, quando se reduz a distancia de
confinamento. A relag@o de incerteza entrépica € respeitada durante
todo o estudo. Além disso, a partir da andlise dos valores de S, para
diferentes distancias de confinamento, verificou-se que no regime de
confinamento rigoroso, a particula sofre a influéncia principalmente
do potencial confinante.

Desde as primeiras aplicacdes, em meados da década de 80, o
estudo da entropia de Shannon vem sendo feita no ambito da quimica
quantica e da fisica atdmica e molecular, obtendo €xito nas descri¢oes
de vérias propriedades de sistemas quanticos. Ndo obstante, obser-
vamos a relevancia e a atualidade do tema na provocagio feita por
Gadre et al.:"' “Assim, as entropias da informac@o parecem ser um
tesouro escondido que ainda permanece na maior parte inexplorado”.*’
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