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Resumo: Neste trabalho, o método de volumes finitos foi utilizado com esquema de discretizacao
mais elaborado, chamado Flux-Spline, a fim de simular numericamente problemas unidimensionais
nao lineares de infiltracao de 4gua em solo hidraulicamente homogéneo ndo-saturado. Problemas-
teste foram apresentados e resolvidos para alguns valores e combinacdes dos dois parametros
adimensionais de governo, para demonstrar as vantagens do novo esquema quando comparado
ao tradicional esquema de diferenca central. Os resultados obtidos mostraram melhor desempenho
do esquema quando comparado a diferenca central, em todos os casos simulados, demonstrando
que o esquema pode ser recomendado para a simulacdo numérica de movimentacao de 4gua em
solo hidraulicamente homogéneo nao-saturado.
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Numerical simulation of water movement
in an unsaturated soil

Abstract: In this work the finite volume method was used with an improved scheme of discretization
called Flux-Spline, for the numerical study of non-linear problems in uni-dimensional water flow in
hydraulically homogeneous unsaturated soil. Test-problems were presented and resolved to some
values and combinations of the two governing non-dimensional parameters to demonstrate the
advantages of the new scheme when compared to the traditional central difference scheme. The
results obtained showed a better performance of the new scheme when compared to the central
difference scheme in all simulated cases, demonstrating that the scheme can be recommended for
numerical simulation of water movement in hydraulically homogeneous unsatured soil.
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INTRODUCAO

Processos fisicos, governados por difusdo pura aparecem
em fendmenos de interesse pratico como: escoamentos em
meios porosos, em solos agricolas, no processamento de
alimentos, na condu¢do de calor em sélidos, em processos
metalirgicos contendo mudangas de fase, nos escoamentos
potenciais ou completamente desenvolvidos em dutos.

Embora em alguns casos particulares se conhega a solugdo
analitica para as equagdes que governam tais fendmenos, a
presenca de geometrias ndo-regulares e/ou nao-linearidades
devido a forte variagdo das propriedades do meio (caso de
solos agricolas) e/ou condi¢des de contorno particulares,
impossibilita a solu¢cdo desses problemas, com os métodos
analiticos atualmente conhecidos, tornando obrigatoria a utili-
zagdo de métodos numéricos.

O esquema de discretizagdo Flux-Spline foi desenvolvido
por Varejao (1979). Nieckele (1985) comparou este esquema
a outros dezesseis utilizados na literatura da area térmica e

de fluidos em problemas envolvendo convecgdo-difusdo. Em
trabalhos posteriores, Varejdo et al. (1991a), Varejdo et al.
(1991Db), Oliveira (1997) e Oliveira (1999) mostraram que o
esquema apresenta desempenho superior para problemas de
escoamento bidimensional em regime permanente.

Devido ao bom desempenho do esquema em problemas de
grande complexidade, como os acima citados, tal esquema sera
aqui empregado com o objetivo de simular o comportamento da
equacao diferencial parcial ndo-linear que governa o movimento
de 4gua em solo hidraulicamente homogéneo néo-saturado.

MATERIAL E METODOS

Discretizacio de difusdo unidimensional em regime perma-
nente por volumes finitos

A equacdo de governo para o caso geral de um fenomeno
difusivo unidimensional, em regime permanente, é:
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em que S? ¢ o termo fonte distribuido ao longo do dominio da
variavel dependente ¢ linearizado na forma S®= Sc. + Sp ¢,, de
acordo com Patankar (1980); J ¢ o fluxo difusivo na diregdo x
dado por:

-l
J=—xZ] @

Integrando a equagdo de governo (1), sob a hipotese de
que o termo fonte S? e o coeficiente de difusdo k sdo constantes
em cada volume de controle de comprimento Ax, e que os fluxos
sdo distribuidos uniformemente nas interfaces dos volumes
de controle, obtendo-se, pelo método dos volumes finitos, a
expressao:

Jin—Ji= (Sci +Sp;0; )Axi 3

A varidvel dependente ¢,, a ser calculada quando da
simulagdo, ¢ posicionada no centro do volume de controle
correspondente em x, = Ax/2. Maiores detalhes do esquema
Flux-Spline podem ser obtidos em Oliveira (1999). A equacao
para os fluxos na dire¢do da coordenada x ¢:

J; = Jhat; + DI, (0;_, —¢i) )
em que:
pr=— 20 )
Axi_] AXI'
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BJ, =Dy, 2 %
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cy, = Lpy At @®)
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A expressio (4) quando substituida na equagdo de governo

integrada (3) fornece a equagdo de discretizagdo da variavel
dependente, representada por:

AP, ¢; = AIM; ¢;_; + AIP,,; ;1 +Sc; Ax; +Ssp;  (9)
em que:

AIP. =DJ. , (10)
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Figura 1. Discretiza¢do unidimensional para volumes finitos

AIM; =DJ. (11)
AP, = AIM, + AIP, —Sp, Ax, (12)
Ssp; = Jhat; — Jhat; (13)

O método de resolucao do sistema de equagdes algébricas,
para o fluxo J e a variavel dependente ¢, ¢ descrito em detalhes
por Oliveira (1999).

Discretizagao de problema difusivo transiente utilizando-se o
método de volumes de controle, com esquema Flux-Spline

A discretizag@o proposta por Patankar (1980), para casos
transientes, ¢ totalmente implicita no tempo, o que faz com que
se obtenha, aproveitando-se a deducdo anterior para o caso
de regime permanente, as seguintes expressoes:

AP, ¢; = AIM; ¢;_; + AIP ¢;,; +Sc; Ax; +Ssp; + ¢101d % (14)

AP, = AIM, + AIP. — Sp, Ax, +% (15)
T

em que ¢, ¢ o valor da variavel dependente no tempo atual, ¢,
¢ o valor da variavel dependente no tempo anterior ¢ AT é 0
intervalo de tempo adimensional.

Equacio de conservaciio de massa para a umidade no solo em
regime transiente

A movimentacao de 4gua em solos nao-saturados hidraulica-
mente homogéneos ¢ regida pela equacao de Richards:

ouU -
“—+Vq=0 16
at+q (16)

O modelo aqui usado ¢ valido somente para solo hidraulica-
mente homogéneo onde, de acordo com Prevedello (1996), o
potencial matrico h(U)[m], a condutividade hidraulica k(U)
[ms'] e aumidade dimensional do solo U(x, t)[m’ ,,,m”_ ]sdo
fungdes continuas e derivaveis

O fluxo total de 4guano solo ¢ g =-kVH_ [ms']. O poten-
cial total atuando sobre a agua no solo ¢ a soma do potencial
matrico h mais o potencial gravitacional z e, portanto, H, =h +
z[m]. Na dire¢do z, o sentido positivo foi arbitrado seguindo-se
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a gravidade e, desta forma, o fluxo total na dire¢ao z, descrito
pela equagdo de Buckingham-Darcy, ¢é:

ou
q,=-D>+x (17

em que, neste caso, D = k(dh/dU) [m? s'] é a difusividade
hidraulica com dh/dU obtido da curva de retengdo do solo.
Para o caso unidimensional na dire¢do z, obtém-se entdo a
seguinte equagdo de governo:

ou 9 [ ouU
PR + —_
ot 0z

que pode ser escrita na forma:

_0x 0U
U 9z M

3

s (19)

-3
H20 m solo

ou 9 [ E)Ujl
—+—|-D—
ot 0z 0z

Se o fluxo difusivo dimensional de umidade na diregao z
devido ao gradiente de umidade, ¢ jzV = -D(dU/0z), obter-se-a:

U . d . 1 ax(oh Y .
¥+ EJZU :;%(ﬁ) jzY [m’,,m?  s'] (20)
Procedimento de adimensionalizaciao

Este procedimento sera executado de forma a se obter os
parametros adimensionais que regem o fendmeno de movimento
de agua em solo hidraulicamente homogéneo, ndo-saturado.
Para a adimensionalizagdo do tempo usar-se-a: t = tD_ L *
em que D_, ¢ a difusividade hidrdulica na umidade de satu-
ragdo U_ admitindo que a curva de retengdo e a curva da
condutividade hidraulica deste solo, sdo continuas e derivaveis
em todos os pontos (Prevedello, 1996) ¢ a curva de retengdo é
aproximadamente linear na iminéncia de satura¢do. Para o
espago, tem-se: Z = Z/L_.. A condutividade hidraulica
adimensional e K =k/k_ em que k € a condutividade hidraulica
na umidade de saturagdo U_ . A umidade ¢ adimensionalizada
usando-se: 0=(U-U )/(U_ -U)em que U, ¢ aumidade residual
do modelo de van Genuchten (1980). A substitui¢ao das
expressdes em (20) fornece:

ot 9z| Dy oz| K oo| 09

—1
% a[ D 86:|_LB_K(E)HM) 7 e

em que H = h/L_ € o potencial matrico adimensionalizado.
Definindo-se D/D_, como o coeficiente de difusdo I'®, obter-

se-a:

OH e ((OH B
=K agm( a(‘;’*“lsat) @)
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Com isto, a equagao de governo pode ser colocada na forma:

00 9
+_

ot oz Kool oo

-1
12° = ia—K[%) 1Z° 23)

Definir-se-a [(1/K)][0K/06)][(0H, /08)]'como o pardmetro
adimensional de solo PAS, notando-se que seu valor define a
importancia do termo fonte (devido ao potencial gravitacional)
com relacdo ao fluxo difusivo, atuando num determinado volu-
me de controle.

O coeficiente de difuséo I'® e o pardmetro PAS podem ser
calculados, num caso geral, pelas equagdes combinadas de
van Genuchten (1980). Sob adimensionalizagao, estas equagdes

ficam na forma:
2
1 Nk
K=62[1-]1-6M
e
TN
Hmat = 1 l " -1
aL-|\ 6
em que U, U_, M, N e o sdo os pardmetros independentes

para cada tipo de solo. Valores desses pardmetros podem ser
encontrados em Centurion & Andrioli (2000) para solos de
Jaboticabal, SP. Usando-se os dados de Prevedello & Balena
(2000) para areia marinha e Latossolo Vermelho ¢ mostrado, na
Figura 2, o comportamento conjunto da tangente a curva de
reten¢do, da condutividade e da difusividade hidraulica I'®, em
funcdo da umidade adimensional 6.

Como o comportamento do produto K[(0H, )/ 90]1{[(oH, )/
00]|_ )" ¢ marcadamente exponencial assumir-se-4, para a
difusividade hidraulica, um modelo similar ao usado em Bacchi
etal.(1991) para condutividade hidraulica.

Neste modelo, k =k_ ¢"V~"* resulta numa condutividade
hidraulica adimensional K = ¢™Y®-1 ¢ sob esta hipdtese,
' = ec*Y®-D em que 0 novo Yy, retine a influéncia conjunta da
condutividade hidraulica e da tangente a curva de retengdo do
solo. Desta forma obtém-se, para solo hidraulicamente homogé-
neo, a equacdo de governo:

99,9 170 _pasIZ® (24)
ot dZ

em que o fluxo difusivo de umidade ¢ expresso por:
JZ° = -e(cAV6-D198/9Z] (25)
Influéncia do parimetroy. AU sobre a equagio de governo
Sob as hipdteses simplificadoras anteriormente descritas e
impostas, o parametro ¥.AU define o comportamento da difusi-

vidade hidraulica adimensional I"®.
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Pode-se observar, na Figura 3, que para altos valores de
Y-AU, um elemento de solo se comporta de forma a absorver
toda a umidade que nele chega, “isolando” o elemento seguinte,
até que se atinjam altos valores de umidade, pois o valor da
difusividade somente se afasta de zero perto da saturagdo.

Este procedimento visa facilitar a simulagdo numérica da
influéncia das varias combina¢des possiveis entre os dois
pardmetros T'® e PAS, presentes na equacdo diferencial de
governo, sem a necessidade de dados especificos oriundos de
diferentes tipos de solo.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Aplicacio do esquema de discretizaco a problemas teste
Os problemas-teste, a seguir, foram construidos de forma a
se mostrar o comportamento da equagao diferencial de governo
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Figura 3. Difusividade hidraulica adimensional I'® em fungdo da
umidade

com relagdo a diferentes combinagdes dos pardmetros y AU e
PAS. Concomitantemente, sera avaliado o desempenho de cada
esquema de discretizacdo, em fun¢do dessas combinagdes.

Problema-teste 1

Infiltra¢do vertical unidimensional de agua em solo ndo-
saturado, para um valor de Y AU igual a 13,5 ¢ PAS igual a um.
O dominio do tempo 7 foi feito igual a 25 e dividido em 2000
partes. O dominio em Z foi feito igual a 0,30.

Foram comparadas malhas de 25 ¢ 50 volumes de controle
sob os dois esquemas (Dif. Central ¢ Spline) utilizando-se a
malha de 100 volumes de controle com o esquema de Diferenca
Central, aqui considerado como uma solugdo de “referéncia”,
no sentido de apontar o comportamento do fenémeno.

A condigao inicial do solo ¢ 6(Z, T=0)=0,0 ¢ as condi¢des
de contorno sao 6(Z=0,1>0)=1,0e6(Z=0,25,7t>0)=0,0.

Observa-se, na simulagdo numérica e tendo em vista os
resultados graficos apresentados na Figura 4, uma precisdo
menor para o esquema de Diferencas Centrais, devido ao fato
de que, no caso de grandes valores do parametro Y AU, o
fendmeno assume comportamento em degrau, gerando grande
gradiente na frente de molhamento e dificultando sua simu-
lagdo.

Observa-se que uma malha de 50 volumes de controle com
o esquema Flux-Spline, fornece boa aproximacao do resultado
obtido com o esquema de Diferenga Central com malha de cem
volumes de controle (referéncia), implicando em menor esfor-
¢o computacional, principalmente em problemas multidimen-
sionais transientes.

Com o objetivo de mostrar a dominancia do comportamento
exponencial da difusividade hidraulica sobre a equagdo de
governo, a Figura 5 demonstra, usando-se 50 volumes de
controle e esquema Flux-Spline, a pequena influéncia, neste
caso, do parametro PAS sobre a frente de molhamento.
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Os problemas-teste adiante sdo propostos com o objetivo
de se avaliar o desempenho numérico dos esquemas de
discretizag@o para varias combinagdes dos pardmetros PAS®
e PAS, que podem surgir durante a simula¢do de um caso real,
em que os mesmos variam com a umidade, ao longo do espaco
e do tempo.

Problema-teste 2

Infiltracdo vertical unidimensional de agua em solo néo-
saturado, impondo-se saturagdo em Z=0, para um valor de
PAS®=4,94 ¢ PAS = 1. As condigdes, inicial e de contorno, sdo
as mesmas do caso anterior. A solu¢do numérica foi executada
utilizando-se os esquemas de Diferenca Central e Flux-Spline,
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com malhas de 10 e 30 volumes de controle. Na solugdo de
referéncia utilizou-se o esquema de Diferengas Centrais com
120 volumes de controle. Para o tempo adimensional T = 0,25
dividido em 240 intervalos, obteve-se a solucdo descrita pela
Figura 6. Os demais problemas-teste serdo resolvidos para este
tempo.
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Figura 6. Umidade em fungédo de Z, para PAS°=4,94,1=0,25¢

PAS=1

Observa-se, na Figura 6, que para esses valores de PAS e
PAS, o refinamento das malhas, tanto para Diferenga Central
como para Flux-Spline, conduz rapidamente a uma solucao
bastante aproximada daquela tida como referéncia devido ao
comportamento “suave” do fenomeno. O esquema Flux-Spline
mostra-se para determinada malha, sempre mais préximo da
solucgdo de referéncia que o esquema de Diferencas Centrais,
confirmando novamente, neste caso, seu melhor desempenho.

Problema-teste 3
Infiltra¢do vertical unidimensional de agua em solo ndo-
saturado, a partir de imposi¢@o de saturagdo em Z igual a zero
e Z igual a um, para PAS® = 4,94 ¢ varios valores de PAS.
- Condigdo inicial: 6(Z, t=0)=0,0
- Condigdes de contorno: 6(Z=0,T1>0)=1,0e 0(Z =1,
>0)=1,0

Visto seu melhor desempenho, confirmado nos casos
anteriores, utilizou-se o esquema Flux-Spline com uma malha
de 200 volumes de controle e 240 intervalos de tempo, para
geracao das solugdes para PAS igual a um, dez e quinze.

A Figura 7 mostra o comportamento do fendmeno para a
combinacdo de baixo valor de PAS?, em fung¢io da variagdo do
paradmetro PAS. Valores menores de PAS® ao lado de valores
altos de PAS, configuram um fenémeno onde o potencial
gravitacional se sobrepde ao potencial matrico. A a¢do de PAS
¢, neste caso, afastar a curva de qualquer simetria. Note-se

R. Bras. Eng. Agric. Ambiental, Campina Grande, v.7, n.2, p.251-257, 2003
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que, para valores menores de PAS, a curva tende a ser simétrica
e o fenomeno passa a ser novamente dominado por difusdo
pura.
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Figura 7. Curva de umidade para T=0,25, PAS®=4,94 ¢ alguns
valores de PAS

Problema-teste 4

O objetivo deste problema foi verificar as dificuldades na
simulagdo numérica de problemas de infiltragdo de agua no
solo governados pelo potencial gravitacional. A avalia¢ao dos
esquemas de Diferenga Central ¢ Flux-Spline para infiltragdo
de dgua em solo ndo saturado, com PAS® igual a 4,94 ¢ PAS
igual a 15, sera conduzida para varias malhas, de forma a se
visualizar, neste caso, o desempenho dos dois esquemas. As
condi¢des de contorno e inicial s3o as mesmas do caso anterior.

-{]- de-10ves —A—  Spline - 10ves
0.0 & .
& - <> - dc-30ves —<7— Spline - 30 vcs
0.1
E —_— —>— referéncia - 240 vcs

RS
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0.9 0.7 0.5 0.3 0.1

1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0
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Figura 8. Comportamento numérico com 1= 0,25, PAS°=4,94 ¢
PAS=15
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A Figura 8 mostra a dificuldade dos esquemas de Diferenga
Central e Flux-Spline para se aproximarem da solucao de
referéncia, aqui obtida com 240 volumes de controle. Nota-se
que, para uma mesma malha, o esquema Flux-Spline estd mais
préximo da solucao de referéncia que o esquema de Diferenca
Central.

CONCLUSOES

1. Os resultados das simulagdes numéricas confirmam o
bom desempenho do esquema Flux-Spline para problemas
difusivos unidimensionais transientes nao-lineares, em compa-
racdo com o tradicional esquema de Diferenca Central usado
por grande parte da literatura de volumes finitos e diferencas
finitas.

2. Dependendo da combinagdo entre os dois pardmetros
adimensionais, denominados I'? e PAS, é necessério o emprego
de malhas mais refinadas para um tratamento numérico
adequado da equagdo que governa o fendmeno de infiltracao
de agua no solo.

3. No modelo aqui apresentado, o formato da frente de
molhamento ¢ governado pelo valor de PAS®, pois 0 mesmo
define o comportamento exponencial da difusividade hidraulica
I'®. Para baixos valores do parAmetro PAS’, a frente sofre
influéncia marcante do parametro PAS.
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