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O péndulo invertido sob diferentes perspectivas

The inverted pendulum under different perspectives
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Trés diferentes explanagdes sobre o fendmeno da oscilacdo invertida de um péndulo com pivo verticalmente
forcado sdo apresentadas. Duas destas abordagens estdo descritas na literatura e uma compilagdo de resultados
é apresentada, enquanto que a terceira visa estimular estudantes a associarem ferramentas matematicas com
a descricdo do fenémeno fisico observado, em uma busca de quantificd-lo, mesmo que de modo aproximado. A
possibilidade de separacdo em distintas escalas de tempo de um unico fenémeno factivel em sala de aula torna-se
muito nitida, sendo a utilidade e as limita¢oes desse tipo de descrigao temporalmente escalonada explicitadas. Ao
término da apresentacgdo das diferentes explanagdes alguns resultados numéricos sdo comparados com a terceira
abordagem, trazendo a realidade atual de investigagdo cientifica: as simula¢ées computacionais. Trata-se de uma
oportunidade impar para estudantes terem contato com ferramentas matematicas diversas tendo a intuigdo fisica
guiando suas aplicacdes.

Palavras-chave: equacdo de Mathieu, potencial médio, série aproximativa, escala temporal.

Three different explanations for the phenomenon of inverted oscillation of a pendulum with vertically forced
pivot are presented. Two of these approaches are present in the literature and a compilation of results have been
presented, while a third one aims to stimulate students to associate mathematical tools with the description
of the observed physical phenomenon, searching for a quantification, even approximated. The possibility of
separating into different time scales of a single phenomenon feasible in the classroom becomes very clear, and
the utility and limitations of this type of description are exposed. At the end of the presentation of the different
explanations some numerical results are compared with the third approach, bringing the current reality of scientific
research: computational simulations. It is an unparalleled opportunity for students to come in contact with diverse
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mathematical tools with physical intuition guiding their applications.
Keywords: Mathieu equation, average potential, aproximating series, temporal scales.

1. Introducao

Uma barra vertical suspensa em uma de suas extremida-
des com a possibilidade de girar em torno do ponto de
suspensao constitui um péndulo fisico, sendo o ponto de
suspensao denominado pivé. Quando a barra assim sus-
pensa é perturbada de sua posicao de equilibrio inicia-se
um processo de oscilagdo amortecida até que ela, apds
um certo intevalo de tempo, retorne novamente a posigao
inicial de repouso.

Embora a oscilagdo acima descrita seja comum e o
péndulo fisico se constuitua em um problema de estudo
padrao no ensino de Fisica, pouco se fala sobre o fato de
que um forgamento periédico do pivo na direcao vertical
pode fazer com que o péndulo fisico venha a se equilibrar
na posicao invertida. Dito de outra maneira, a oscilagao
peridédica do pivo na direcao vertical pode, sob certas
condicOes, gerar mais um ponto de equilibrio estavel para
o péndulo fisico, no qual o amortecimento da oscilacao
o fara parar de oscilar quando seu centro de massa ficar
acima do pivo oscilante.
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O problema da inversao de um péndulo por meio da
excitagdo de seu pivd ja foi largamente estudado [1]- [§],
porém pouco divulgado no ambito de revistas de livre
acesso no idioma portugués. Pretende-se que este traba-
lho seja de valia no sentido de divulgar e incentivar o
estudo deste sistema simples e de facil construgdo que per-
mite abordar temas tado complexos quanto a aproximacao
de regimes dinamicos por separacao de escalas de tempo
caracteristicas [2[3], tal qual acontece nas descrigdes de
modos ro-vibracionais de moléculas [9].

Desse modo a obtengdo do intervalo de pardmetros de
forcamento do pivé que levam o péndulo a estabilizar-se
na posicao invertida fez-se objeto de estudo deste traba-
lho, na intencao de aproveitar um sistema simples para
abordar diferentes técnicas fisico-matematicas. Uma os-
cilagdo senoidal foi imposta ao pivd, com amplitude e
frequéncia conhecidas, e entdo algumas abordagens ana-
liticas para o regime de pequenas oscilagoes do péndulo
no entorno da posicao invertida foram construidas.

No que segue, primeiramente formaliza-se o problema
com a obtencado da equacao de movimento do péndulo
com pivo forcado verticalmente. Entao a solugao dessa
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equagdo é abordada seguindo as referéncias [1] e [2]. O
uso destas referéncias como base de comparacao de resul-
tados a serem aqui apresentados justifica-se pela forma
didatica com que o problema é por elas tratado. Na
referéncia [1] encontra-se o rigor matemético sob uma
descrigao clara e reprodutivel (com algum esforco) que,
embora fornega uma forma de trabalho deslocada da fi-
sica do problema e que dificilmente poderia ser abordada
em um curso regular de graduacao, possui como beneficio
ser um exemplo de exposicao de um assunto complexo
de maneira muito objetiva. J4 na referéncia [2] a fisica
do problema ¢ invocada no decorrer de toda a resolucao
e as aproximacoes sao usadas de maneira bastante intui-
tiva, explicitando-se as motivagoes que levam a adoté-las,
tornando a matemética envolvida extremamente simples.

Em seguida a este resgate de resultados da literatura ao
presente objeto de estudo, da-se uma abordagem analitica
diferenciada ao péndulo invertido e que tem a pretensao
de misturar algumas das qualidades observadas nas refe-
réncias Phelps-Hunter [1] ¢ Butikov [2]. Tal abordagem
baseou-se na referéncia [10], onde o uso de ferramentas
matematicas basicas com uma metodologia aproximativa
néo desvinculada da fisica pretende gerar reflexdes a res-
peito da forma como fatos experimentais podem guiar a
obtencao da solucao de problemas levemente sofisticados,
mesmo que estas solugdes sejam aproximadas e limita-
das. Com esta terceira abordagem ao mesmo problema,
espera-se construir a confianca de que abordagens limi-
tadas nao sao sindénimos de incapacidade de construgao
de resultados quantitativamente corretos, sensacao esta
muito presente no inicio da graduacao em fisica, onde
“tudo é aproximado”.

Ao término do trabalho alguns resultados de simulagoes
numéricas sdo comparados com as previsoes da terceira
das abordagens dadas ao péndulo invertido no que diz
respeito as combinacbes dos pardmetros amplitude e
frequéncia capazes de estabilizar a posicao invertida,
tecendo-se em seguida as consideracoes finais.

2. Revisando resultados

2.1. A equagao de movimento

Seja um péndulo fisico constituido por uma barra de
comprimeto L e massa m, presa em uma de suas extre-
midades a um pivé que se desloca na direcao vertical
segundo a fungao

yo(t) = acos(wt) , (1)

onde gy designard, a partir de agora, a posi¢ao do pivo
em um sistema coordenado com eixo x horizontal, eixo
y vertical e origem no ponto médio de oscilagdo do pivo,
conforme ilustrado na Figura [I| Serdo investigadas as
condic¢bes sobre os pardmetros de forcamento do pivo, a
saber a amplitude a e a frequéncia w, capazes de produzir
a estabilidade invertida do péndulo.
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Figura 1: Sistema de coordenadas e grandezas importantes para
estabelecimento do problema em estudo.

A equacao de movimento serd obtida a partir da La-
grangiana do sistema. Sendo assim, segue-se a obtencdo
das energias cinética e potencial como fun¢ao do tempo
e da posicao do péndulo.

A energia cinética é dada por:

1 1
T =om (% +9%) + 5 1ot (2)

sendo (z,y) as coordenadas do centro de massa da barra,
f o angulo de deflexdo da barra, contado no sentido
horario a partir do eixo y positivo, e Iy o0 momento de
inércia em relag@o ao centro de massa. Esta sendo usada a
notagao 3 para indicar a derivada temporal da varidvel 3.
Seja notado também que a rigidez da barra e a fixagao de
um de seus extremos no pivé impoem que os angulos de
rotacdo em torno de seu centro de massa e de rotagdo em
torno do pivd sejam idénticos, o que permite expressar a
energia cinética de rotagdo conforme indicado na equagao
@)

As coordenadas (x,y) do centro de massa da barra
estdo relacionadas ao angulo de deflexdo 6 por meio das
expressoes:

r = lsenf

y = yo+lcosb

em que [ (= L/2) é a distancia do centro de massa da
barra até o pivo. Com isso a energia cinética total pode
ser escrita como fun¢dao do dngulo 6

1 1 . :
T = §my§ + 5102 — mlf sen 6

onde I = mi? + Iy é o momento de inércia do péndulo
em relacdo ao pivo.
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Por sua vez, a energia potencial é dada por:
V = mgy = mgyo + mgl cos 6.

De posse das expressdes para as energias cinética e
potencial, escreve-se a Lagrangiana (L = T — V) do
sistema conforme segue

1 1. -
L= §my§ + 5[92 — mlOyo sen 8 — mgyo — mgl cos 0

e a equacao de movimento resultante da aplicacdo da re-

doL oL
lacao de Euler-Lagrange dioe 90

= 0, apds rearranjo,

fica dada por

I\ -
(ml) 0 — (jo + g)send = 0.

Uma vez que a posi¢do do pivo é dada pela equagao ,
pode-se reescrever a equacao de movimento acima sob a
seguinte forma

.. Imw?
0+ <w(2) L wt) senf =0 (3)
onde foi definida a grandeza
2 _ Mgl
wo =

que corresponde & frequéncia natural do péndulo em sua
posi¢ao ordinéria. (Notar que esta equagdao de movimento
nao se reduz ao caso do péndulo simples quando a ampli-
tude de oscilacao do pivo é igualada a zero. Isso ocorre
porque o angulo de deflexdo do péndulo foi tomado a
partir da dire¢do vertical para cima.)

2.2. Resultados da abordagem dada por
Phelps-Hunter [1]

Para pequenos desvios da posi¢ao vertical invertida tem-
se § < 1 e vale a aproximacio senf = . Nesse caso a
equacao de movimento é reescrita como

. 2
0+ (—w% + al% cos wt) 6 =0. (4)

Uma troca de varidveis nesta equagao permite reconhecé-
la como a equacdo de Mathieu, uma equacao diferencial
bastante estudada e aplicavel em diferentes contextos [10].
A troca a ser proposta consiste em tornar o tempo adi-
mensional por meio da definicdo da nova varidvel 7

61

2alm
0 = T (6)
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A substituicao destas defini¢oes na equagdo (4) permite
reexpressa-la conforme segue
d*0
—— + (0o + 201 cos27) 0 =0 (7)
dr
cuja solucao pode ser construida a partir da seguinte
representacao em série

0(1) = e Z b7, (8)

n=—oo

Quando esta série é substituida na equagao , um
rearranjo de termos e o uso da identidade 2cos27T =
e2'™ 4 72" permite reescrevé-la conforme segue

i {elbnfl + [60 — ()\ + 2%)2]bn—|—

n=—oo

elbn+1}ei(2n+/\)r = 0. (9)

A equagdo @ sO sera satisfeita para um 7 arbitrario se
cada um dos coeficientes for identicamente nulo. Desse
modo ¢é obtida a seguinte relacdo de recorréncia entre os
coeficientes b,,’s

01b,—1 + Cpb,, + 91bn+1 =0 (10)

tendo sido definida a constante auxiliar C,,
Chn =6 — (2n + \)?

lembrando que n assume qualquer valor inteiro, positivo
ou negativo.

Uma forma de determinar os coeficientes b,, em apro-
ximagbes sucessivamente mais precisas é obtida pela
separacao da equacao de recorréncia em dois gru-
pos, os que possuem n > 0 e os que possuem n < 0. A
rapida convergéncia da série permite assumir que apds
um dado |n| > N, sendo N um valor méximo de |n| que
depende do grau de precisao desejado na determinagao
dos coeficientes b,,, pode-se desprezar o termo b, 41 na
recorréncia frente ao b, e b,_1. Essa hipdtese leva
as seguintes representagoes dos coeficientes by, |n| < N,
na forma de frages continuadas

glbnfl

03

b, = -— ;n >0

Cn — 7
Crti—ormy—

01bp41
92
Cp——
1
n—2— -

by = —

;n <0

Coor—5

Note-se que, sendo cada fracdo continuada de recorrén-
cia regressiva, ambas dependerao da determinagao do
coeficiente by que, por sua vez, ficard arbitrario para
ajuste de condigoes iniciais. Esse fato pode ser verificado
quando tenta-se substituir by e b_;, conforme fragoes
acima indicadas, na equagao (10) com n = 0. Como con-
sequéncia do cancelamento do coeficiente by na equagao
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resta um polinémio a ser resolvido em A, o que, por
sua vez, fornecerd este ultimo valor a ser determinado
para completar a solucao. Escolhe-se 0 < A < 1, caso
exista solugao real.

Notando que em uma primeira aproximacao o polin6-
mio a ser resolvido em A é de ordem 6, cabe explicitar que
Phelps-Hunter [1] também trazem o seguinte resultado
para obtencdo de A, apdés um certo trabalho algébrico
sob as aproximagoes 0y < 1 e 07 < 1

sen? T\ — 12 {2&2127712 wg]

2 4 I? w?
equacao esta mais simples de ser resolvida que o po-
linébmio oriundo das aproximagcoes dos coeficientes b,
e, ainda, fornecendo a possibilidade de continuidade do
trabalho analitico a respeito da andlise de possibilidade
de estabilidade invertida.

Ao término da determinacao dos coeficientes b, e A,
cabe ressaltar que a solucao fisica serd somente a parte
real da série (8).

A solugdo em série dada pela equacao resultara
em um movimento oscilatorio somente se o A, dado pela
equacao , for real. Essa exigéncia impde que

0 < sen? g)\<1

que, por sua vez, usando-se a equacao e fazendo-se
um rearranjo na desigualdade, implica os limites inferior
e superior da amplitude de oscila¢do (a) em fungdo da
frequéncia de forgamento (w), para que haja estabilidade
invertida do péndulo

I wo _a \/51 w2+7r2w(2).

ml2 w [ mi? Tw (12)

Seja notado que a série solugdo, equagao (8), quando A
é real, corresponde a uma fungdo que oscila lentamente
(€*7) modulando uma outra parte que oscila mais ra-
pidamente (3.7 b,e*"7). Fisicamente ¢ exatamente
isso que acontece: quando o péndulo oscila na posi¢ao
invertida ha uma “tremulagao réapida” da barra, gerada
pela excitacao do pivd, enquanto ela mesma oscila “len-
tamente” no entorno daquela posi¢ao invertida, sendo o
tempo de uma oscilagdo completa da barra muito maior
que o tempo da “tremulacao”. Essa separacao temporal
permite quantificar os termos “rapido” e “lento” neste
contexto.

A Figura [2| apresenta a evolu¢do temporal (numé-
rica) de 0(7) obtida com o método de Runge-Kutta de
quarta ordem aplicado & equagao de Mathieu, equacao
(7, condicGes iniciais §(0) = 0.1 e 6(0) = 0 e pardmetros
0o = —2 x 1073 e §; = 0.2. Estes parametros correspon-
dem a um péndulo constituido de uma barra pivotada
de comprimento 10 cm, amplitude de oscilagdo de 6 mm
e frequéncia de oscilagdo do pivo 86 Hz. Juntamente com
o resultado da simulagdo (linha sélida) apresenta-se a
posicao do pivo com o tempo (linha pontilhada preta) e
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Figura 2: Simulagdo numérica da oscilagdo invertida do péndulo

(linha sélida preta) - pardmetros indicados no texto. A oscila-

¢3o “lenta” (linha tracejada vermelha) é moduladora de uma

oscilagdo “rapida” (linha pontilhada preta), conforme sugerido

pela representacdo em série da solucdo analitica da equacdo de
Mathieu, equacdo .

uma oscila¢do puramente senoidal (linha tracejada ver-
melha), tornando possivel visualizar que o movimento
completo do péndulo invertido é, de fato, composto de
dois movimentos com escalas temporais distintas.

2.3. Resultados da abordagem dada por
Butikov [2]

Enquanto Phels e Hunter [1] tratam de apresentar a
equacao de movimento e resolvé-la, Butikov [2] aborda
o problema primeiro de um ponto de vista qualitativo
para, posteriormente, quantifici-lo, & maneira do que
sera apresentado a seguir.

Em um dado instante do movimento do péndulo este
formara um angulo 6 com a vertical e o pivd estard sendo
acelerado no sentido do eixo y negativo. Com um pouco
de esforco imaginativo, nota-se que tal aceleracao ira
provocar um decréscimo no médulo do angulo 6. Caso
a aceleracao do pivo seja no sentido oposto havera um
acréscimo do moédulo deste dngulo. Se a amplitude a
de oscilacdo do pivo for muito menor que a distancia [
do centro de massa da barra até o pivd (a < 1) faz-se
intuitivo esperar que os desvios ocasionados no angulo
0, devido a essas aceleragoes harmonicas do pivo, sejam
bem pequenos. Desse modo, o dngulo 6 do péndulo pode
ser decomposto em duas componentes

0 =1p+35

onde a componente ¢ representard a oscilacao lenta do
péndulo (lembrando o termo €*” do método anterior)
e a componente § gerard pequenos desvios no entorno
deste ¢ (lembrando o somatério).

Ainda em um exercicio imaginativo sobre o péndulo
oscilando aos arredores da posicao invertida, cabe no-
tar que as deflex6es § em torno do angulo 3 sdo tanto
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maiores quanto mais afasta-se da posicdo de equilibrio
invertida. Nao é erréneo expressar matematicamente esta
observacao sob a seguinte proporcao: § o sen 1.

Unindo estas informagdes a respeito do desvio § como
funcdo de ¢ (pequeno e proporcional a sen ) e, ainda,
sabendo que ele é gerado exclusivamente pela oscilacao
do pivo, arbitra-se que sua dependéncia temporal possa
ser escrita como

0= —%senq/)coswt (13)

cuja validacao se da a posteriori, por meio da comparagao
dos resultados tedricos decorrentes desta hipdtese com
resultados de simulagoes numéricas.

Em um referencial nao-inercial fixo ao pivd (neste re-
ferencial o pivd permanece fixo), o centro de massa da
barra oscilante sofre um torque, doravante denominado
torque inercial (7;), com frequéncia e amplitude direta-
mente relacionadas a frequéncia e amplitude de oscilagao
do referencial (que sdo propriamente a frequéncia e ampli-
tude de oscilagdo do pivd do ponto de vista do referencial
inercial em que a andlise estava ocorrendo anteriormente).
Em um dado tempo ¢, em que o dngulo de deflexdo do
péndulo seja 0, este torque inercial serd expresso como

7 = (—mgo)lsend

= malw? sen 6 cos wt. (14)
Uma vez que 6 = 1 + 4, tem-se a relagao

send = sen (1) + 6) = sen ) cos § + sen d cos )

a
e, como § 7 sendo a < [, entdo conclui-se que § < 1

e valem as aproximacoes send = § e cosd = 1, gerando
o resultado também aproximado para 6

senf = sent + d cos. (15)

Quando este valor para senf é substituido na equacao
para o torque inercial, equagao , e usa-se a proposta
de dependéncia temporal do desvio ¢ dada pela equacéo
(13), obtém-se

a
7; = malw? sen ¢ cos wt [1 -7 C0s 1) cos wt} .

Seja observado nesta expressao para o torque inercial
o comportamento varidvel, ora como torque restaurador
(quando coswt < 0), ora como um que nao o é (quando
coswt > 0). Apesar disto, em uma média sobre um
periodo de oscilacao do pivo é de se esperar que ele seja
restaurador pois a posicdo invertida é observada estavel.

Assumindo que w > wg, de modo que durante um
periodo de oscilagdo do pivd o dngulo ¥ possa ser consi-
derado constante, obtém-se a seguinte expressao para o
torque inercial médio neste perioddﬂ:

ma‘w

() = =%

1Nesta secdo os valores médios serdo tomados sobre o periodo de
oscilagdo do pivo (T = 27 /w), sendo dados pela seguinte expressio:

(=% r@har

2,2

sen 1 cos Y
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ou

ma2w2

(i) = —

que é um torque restaurador, conforme esperado (aqui
acontece a separacio de escalas temporais).

Em contrapartida, o torque gravitacional (74) em qual-
quer dos referenciais, inercial ou ndo, é dado por:

sen 2t (16)

Tg = mglsen

a
sen 21 cos wt

m
Ty = mglsenty —
onde foram usadas as expressoes e (15)). O valor
médio deste torque em um periodo de oscilacdo do pivo
é dado por:

(Tq) = mglsen (17)

Neste ponto fica evidente que o equilibrio invertido do
péndulo s ocorrerd quando a inequacao

| (7a) [ > [ (7g) | (18)

for satisfeita. Substituindo as expressoes obtidas para os
torques médios, equagoes e , na inequacao ,
¢é obtida a seguinte amplitude minima de for¢camento
para uma dada frequéncia do pivd, como requisito para
produzir a inversao

a I wo
- 24 —5—. 1
l > V2 ml? w (19)

E interessante notar que, embora a anélise provida por
Butikov [2] ndo seja tdo rigorosa quanto aquela dada
por Phelps-Hunter [1], o mesmo resultado para o limite
inferior de a é obtido caso tenha-se um péndulo simples
com pivo excitado, ou seja, caso I = ml? nas equacdes
e (9).

Observando que nesta abordagem nao houve a restri-
¢ao da dinadmica a pequenas deflexées 0, pode-se obter
outro dado valioso desta abordagem: os angulos de equi-
librio instével (¢ps), Angulos em que os torques inercial
e gravitacional se igualam e o péndulo pode seguir, arbi-
trariamente, para sua posicao invertida ou ordinaria. Tal
angulo é obtido a partir da condicao

| (i) [ = [ {7g) |

que, quando substituidas as expressoes respectivas para

(1:), equagdo (L6)), e (74), equagdo (17)), fornecem o se-
guinte valor para ¥,;:

I [(lw\?
Py = arccos [2—= | —— .
ml2 \a w

Resultados numéricos apresentados por Butikov [2]
confirmam suas previsoes de dngulos de méxima deflexao
da posicao invertida (1) e do limite de amplitude de for-
c¢amento do pivd capazes de gerar estabilidade invertida
para uma dada frequéncia, validando essa abordagem.
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A anilise dos potenciais médios que geram os torques
médios inercial e gravitacional é também altamente ins-
trutiva. Ambos os potenciais sdo obtidos por integracao
direta (em relagdo a 1) dos respectivos torques médios,
uma vez que estes valores médios podem ser considerados
advindos de forcas conservativas.

O potencial gravitacional médio é

(Ug) = mgl cosp.

Por sua vez, o potencial inercial médio é

cos 21).

O potencial efetivo sob o qual ocorre o movimento pen-
dular corresponde a soma destes dois potenciais. Nesta
soma torna-se explicito que a presenca do potencial iner-
cial gera um minimo de pontecial (equilibrio estdvel) na
posicao invertida, em 1 = 0, caso a inequagao seja
obedecida. Também evidencia-se que a frequéncia de os-
cilagdo na posi¢do ordinaria do péndulo torna-se mais
elevada. E finalmente, os dngulos de maximo potencial
efetivo (equilibrio instével) fornecerdo as deflexdes de
equilibrio instavel (1ar).

3. Uma abordagem diferenciada

A metodologia a ser seguida a partir de agora para en-
contrar a solugao da equacdo de movimento difere dos
dois métodos abordados anteriormente no sentido de que,
conforme se verd, constroi-se uma dada fungdo que sa-
tisfaca a equacdo de movimento e, entdo, interpretam-se
os seus resultados. E uma mistura das duas formas de
resolver anteriores: sdo utilizados argumentos baseados
na dindmica observada do péndulo invertido para propor
solucoes aproximadas, aos moldes do efetuado por Buti-
kov [2] e, também, forga-se alguns pardmetros de fungdes
a terem determinados valores para que a proposta apro-
ximada satisfaca a equacdo de movimento, aos moldes
de Phelps-Hunter [1]. Com este procedimento (inspirado
nas primeiras sec¢oes da referéncia [10], que trata da equa-
¢ao de Mathieu) chega-se a algumas previsdes a respeito
dos limites dos pardmetros que produzem a estabilidade
invertida do péndulo, limites parcialmente concordantes
com os resultados ja apresentados.

Conforme ja exposto, a equagdo de movimento ,
ap6s linearizacao e adimensionalizacao, pode ser escrita
sob a forma apresentada na equagao , sendo os pa-
rametros 0y e #; independentes um do outro. No en-
tanto, embora haja essa independéncia entre 6y e 01,
deve-se relembrar a pergunta sob investigagao neste tra-
balho: qual(is) o(s) intevalo(s) de pardmetros amplitude
e frequéncia de forcamento do pivd capaz(es) de produzir
a estabilidade invertida de um péndulo? A resposta a
esta pergunta, conforme abordagens anteriores, vinculava
um intervalo de amplitudes de for¢amento a uma dada
frequéncia de forcamento. Notando que a frequéncia de
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forcamento estd associada a constante 6y e a amplitude
de forcamento & constante 0, respectivamente equagoes
e @, pode-se compreender que uma forma de cons-
truir uma solugdo estavel é vincular estas constantes,
escrevendo uma como fun¢do da outra. Sendo assim,
arbitra-se que tal dependéncia seja admitida e expressa
sob a seguinte série (a ser justificada posteriormente pela
capacidade de previsao de resultados)

b ="+ > an} (20)

n=1

de modo que, caso 0 seja nulo (amplitude de forcamento
nula), tem-se 6y = v?, o que permite identificar v como
a frequéncia natural de oscilacdo do péndulo associado
a equacao quando 6; = 0. Os coeficientes «,, sdo
constantes a serem determinadas.

A observagao experimental de estabilidade do péndulo
invertido serve de motivacao para construir uma solu-
¢ao para 6(7) que seja limitada quando 7 — oo. Desse
modo o aparecimento desse tipo de solucdo sera forcado,
propondo-a sob a forma de outras séries no parametro 6,

0.(17) = cosvt + i en(7)07 (21)
n=1
0(r) =senvr + Y s, ()07 (22)

onde ¢, (7) e s,(7) sdo fungdes a serem determinadas de
modo a satisfazer a equacgao @ Sendo assim, a solucao
geral da equacao de movimento seria uma combinacao
linear das duas séries acima

0(1) = Ab.(1) + BOs(7) (23)

que também apresenta a propriedade de reduzir-se a
solugao de um oscilador harménico simples caso 67 — 0,
uma combinagao linear de seno e cosseno, ambos com
a frequéncia natural do péndulo (v). A partir de agora,
com a finalidade de simplificar a exposi¢cdo do processo
construtivo das solugoes propostas, apenas a série (|21
serd desenvolvida.

Substituindo e em @ e agrupando poténcias
iguais de 61 obtém-se:

(¢! + v2c1 + oy cos vt + 2 cos 27 cos vT )6y

o0
+ E (c;; +v2¢, + ay cosvT + 2¢,,_1 cO8 2T
n=2

n—1
+ Z amcnm> 0 =0
m=1
(24)

onde a notacao 3’ estd, aqui, indicando a derivada da
grandeza  em relagdo ao tempo adimensional 7, ou seja,

,_ 48
Bidr'
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Uma vez que o pardmetro ¢ é arbitrario, a equagdo
(24) sera véalida somente se cada coeficiente da série de
poténcias for nulo. Essa condicao, acrescida da exigéncia
de que o coeficiente frente ao cosseno na série solugao,
equagao , seja unitéri(ﬂ permite determinar univo-
camente os a,,’s € ¢,’s que, por sua vez, SA0 Necessarios
para construir a solucdo final.

Isto posto, o coeficiente multiplicativo de 6 fornece a
seguinte equagao diferencial

¢} +v%ei+ay cos vt +cos(v+2)T+cos(v—2)T = 0 (25)

onde o produto cos 27 cos vT foi reescrito como uma soma
de cossenos usando-se a identitdade trigonométrica

cos(m + n)x + cos(m —n)xr = 2cosma cosnz.  (26)
A solucao da parte homogénea de é:
c1,u(1) = Ccosvt + Dsenvr.

Devido & convencao de tornarmos unitario o coeficiente
que multiplica o cos vT na solugao geral para 6, somos
obrigados a anular o coeficiente C. A solugdo em sen vt
é levada em consideragao pela série (7), de modo que
anula-se também o coeficiente D. Este procedimento
tornard ¢ (7) igual a solugdo particular da equagao e
se repetird na obtencao de ¢y (e de todo ¢,,), de modo que
posteriormente serd omitida a apresentacao da solugao
da parte homogénea da fungéo ca(7).
E proposta a seguinte solucdo particular [11]:

c1,p(T) = A1 senvt + By cos(v + 2)7 + Cy cos(v — 2)7

onde a substituicao direta desta proposta na equacao

determina ols valores das constlantes como A; =
a1

BT T T

o surgimento das seguintes restrigdes sobre o valor da

frequéncia natural de oscilagdo: v # 0, +1.

Para que a funcdo ¢(7) seja limitada e oscilante, a
constante A; presente em c; p deverd ser nula. Esse
requisito é respeitado se fizermos a; = 0, o que acaba
por determinar o valor desta constante na série para 6,
equacao .

Com isso, a ordem 1 em 6; nas séries dadas pelas equa-
coes e é explicitada pelos seguintes resultados:

. Seja notado

a1:0

a0 - i

cos(v + 2)7

1
v—1

v+1

cos(v — 2)7}.

Por sua vez, o coeficiente quadréatico em 61 na série
(24) gera a seguinte equagédo diferencial

0’2' + 1/202 + a9 cosvT + aycq + 2¢1 cos 27 = 0.

2Essa exigéncia é arbitraria e ndo gera perda de generalidade na
solugdo construida, uma vez que as equagdes diferenciais que estao
sendo resolvidas sdo equagsoes lineares.
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Substituindo na equagio acima os valores ja conhecidos
de c; e oy e, entdo, reescrevendo-a com os produtos de
cossenos sendo trocados por somas, por meio do uso da

identidade , obtém-se

1 1

et IO

G tvie = A +1)

] COS VT

1
- 4
TOEY cos(v + 4)T

1
+m cos(v — 4)r

Seguindo a mesma linha de raciocinio que permitiu
determinar o coeficiente a1 e a fungdo c;(7), chega-se
nos seguintes resultados para as e co(7)

_ 1
2T D)
co(r) = i;cosu 4)1
2 = Hlornery >0t
1
+m COS(Z/ - 4)7':|

com o acréscimo das seguintes restri¢gdes sobre o valor da
frequéncia natural do oscilador harménico v # +2.

Com esse procedimento sendo seguido ordem a ordem
nas poténcias de 6 da série determinam-se mais
e mais constantes «, e funcoes ¢, (7), tornando a des-
cricdo do movimento do péndulo no entorno da posicao
invertida, dada pela funcdo 6(7), cada vez mais préxima
daquela obtida numericamente.

Tomando o coeficiente 67 < 1, que implica em termos
a amplitude de oscilagdo do pivé6 muito menor que a
distancia deste até o centro de massa (a < [), é possivel
truncar as séries e ja no termo quadratico em
0, e obter a seguinte solucao aproximada, em cossenos,

para a equacao

0.() = cosvr
+301 [V—lﬁ- . cos(v + 2)7
- i T cos(v — 2)7}
+3i29% {m cos(v +4)T
+m cos(v — 4)7-} .

sendo 6y (v, 61) dado por

1
~ 2 2
bo=v +2(1/—1)(1/+1)91 (27)

A solugao correspondente em senos, 0(7) dada pela

série (22)), é construida de maneira andloga a apresentada
para determinar a solugao em cossenos e é dada por, até
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ordem 2 em 6;:

0s(1) = senvr
=y { L sen(v +2)
101, Ty senlv T
1
T sen(v — 2)7-}
1, 1
+37291 {m Sen(l/ —+ 4)T
1
—&—7(1/ -2 sen(v — 4)7}

De acordo com a referéncia [10] as fungdes 05(7) e
0.(7) sao denominadas seno eliptico e cosseno eliptico de
ordem v, respectivamente, e sio abreviadas por se, (7, 01)
e ce,(7,01). Na secao 2.16 daquela referéncia é citado
que estas funcoes serdo periddicas se v for racional e nao
periddicas (mas ainda limitadas) caso v seja irracional.

O processo construtivo adotado para determinar as
fungdes 6.(7) e 05(7) impde que v ndo poderd ser inteiro,
caso contrario havera singularidade na solugdo. Desse
modo sabe-se que os casos em que v seja inteiro deverao
ser tratados a parte com este métod

B importante notar que nao se mencionou nada a res-
peito do sinal dos parametros 0y e #; durante a deducao,
de modo que a defini¢do de 6y com sinal negativo nao é
empecilho nem limitagao sobre os resultados apresenta-
dos.

Comentarios e demonstragoes a respeito da ortogo-
nalidade de se, e ce,, a maneira mais conveniente de
normalizar e representar em série estas fun¢des de modo
a permitir demonstragées de convergéncia, quando a
solugdo aqui desenvolvida é vélida (qual regido de para-
metros), estabilidade dessas solugoes, entre tantos outros
assuntos especificos sobre estas fungoes, todos sdo encon-
trados e bem tratados na referéncia [10]. Todo esse rigor
matematico é aqui deixado de lado por fugir completa-
mente ao escopo da exposicao proposta neste texto.

Até aqui as solugoes apresentadas estao sob a restrigdo
de que, dado um 6y e uma ‘frequéncia natural’ v, o
parametro 6 seja exatamente aquele dado pela equagao
, este consistindo no modo de determinarmos os
parametros a e w que fornecem a inversao do péndulo,
caso se deseje construir um. Daqui adiante, ao invés de
serem tratados os pardmetros 6y e #; serdo novamente
tratados diretamente os pardmetros originais, amplitude
de forcamento a e frequéncia de for¢camento w, o que
facilitara a interpretagdo dos resultados desta abordagem.

Substituindo as defini¢oes de 8y e 61, equacoes e
@ respectivamente, na equagao , pode-se escrever v

30 uso da identidade de Euler €’® = cos ¢+ sen ¢ em conjunto com
algumas identidades trigonométricas apropriadas permite relacionar
as solugoes e (23)), justificando o uso da série como ansatz
em [1].
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diretamente em funcéo de a e w
1 wWo 2
2= 32 |
2 w
1 Wo\ 212 miZ\2 /an 2
wy/[5+2(2) T —2(%) ()
2 w 1 l
A soma e a subtragdo aqui presentes referem-se a uma
frequéncia natural de oscilacdo superior a outra, sendo
a maior frequéncia (sinal positivo) associada a oscilagao
do péndulo no entorno da posi¢ao ordindria e a menor
frequéncia (sinal negativo) associada a oscilagdo do pén-
dulo no entorno da posic¢ao invertida.
Para que a solugao 6(7) seja oscilatéria, conforme
ocorre experimentalmente, a frequéncia v deverd ser real,

o que implica em termos v? > 0. Esta imposicdo implica
na seguinte desigualdade (limite inferior) a ser obedecida

A a Wo
para o parametro T para um dado —

Ainda é necessario impor que o termo dentro da raiz
na equacdo que fornece o v? seja positivo. Esta imposi-
~ . . A a
¢ao nos fornece um limite superior para o parametro 7

wo
novamente para um dado —
w

a I 71 wo \ 2
i<Vielit (3]
l \[mIQ 4 + w
Desse modo a imposicdo sobre a frequéncia v ser real
a

fornece os limites superior e inferior do parametro 7 para

Wo , P i
um dado —. Isso, por sua vez, é a prépria regiao de

parametros que fornece estabilidade invertida do pén-
dulo, como era procurado. Agrupando resultados desta
abordagem, escreve-se:

il @] e

Embora haja maior simplicidade no tratamento dado
por Butikov [2] em relagdo ao aqui exposto, ganha-se um
a

I wy a
5 - X0 2
\[mlg w < l

limite superior para a razao 7 que 14 nao é encontrado.

Por outro lado o truncamento da série que fornece 6y tem
o preco de prever um limite superior diferente daquele
encontrado por Phelps-Hunter [1], cujo tratamento ma-
temadtico é mais rigoroso que o exposto aqui [comparar
inequagoes e (28)]. Por fim, o trabalho do Butikov [2]
tem previsoes nao restritas a pequenas oscilagoes no en-
torno da posicao invertida enquanto Phelps-Hunter [1] e
o apresentado aqui possuem esta restri¢ao.

4. Resultados numéricos

Uma sequéncia de simulagdes numéricas do péndulo com
pivo verticalmente forgado foi efetuada com o objetivo
de testar os resultados analiticos apresentados na Secéo
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O procedimento adotado foi o seguinte: para testar
se a condigdo dada na equacdo (28)) é verdadeira, foi
tomada a equacao de movimento adimensional exata
para o péndulo (com dngulo contado da posigao invertida
no sentido horario)

d?o 2 2
] + ( — 4% +4mT%COS2T) senf =0
e varias ‘situacoes diferentes’ foram simuladas usando-se
o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) [12].

Essas ‘situagoes diferentes’ referem-se a uma varredura

A a Wo, .
do espago de parametros (77 U) juntamente com uma
varredura no espaco de condicoes iniciais (6(0),6(0)) a
fim de explicitar o quao robusta é uma combinacao de
pardametros de for¢amento na produgao de estabilidade
invertida. Lembrando que a teoria desenvolvida na se-
¢ao anterior é valida para pequenas oscilacoes em torno
da vertical, a varredura nas condigbes iniciais foi feita
respeitando essa limitacdo. Ao todo foram testadas 100
condigbes iniciais distintas (grade 10x10 no espaco de
condigoes iniciais) pertencentes ao intervalo [0,0.1] em
ambas as constantes iniciais ((0),6(0)). Para cada uma
dessas condigoes iniciais o espago de parametros de forga-

a Wwo . . . .
mento (7, —) foi varrido sistematicamente tomando-se
w

valores de ambos no intervalo [0, 1] (grade 10x10 no es-
paco de parametros) e registrando-se em um arquivo
somente aqueles pares de parametros, dada uma condi-
¢ao inicial, que geravam estabilidade invertida. O critério
de estabilidade adotado foi a obtencao de um 6 médio
menor que 0.1 em aproximadamente 300 periodos de osci-
lacao do pivd, que corresponderia a 10 ou mais oscilagoes
do péndulo no caso de ser gerada establidade invertida.

No arquivo final gerado pelo procedimento anterior-
mente descrito havia, para cada condigdo inicial testada,
um certo nimero de pares de parametros de forgamento
que produzia estabilidade. Tal niimero de pares de pa-
rametros de forcamento que produziam a estabilidade
variou entre 5 e 14, notando-se que quanto mais robusta
a condicdo inicial (maior velocidade angular e dngulo
iniciais), menor era o nimero de pardmetros que dava
estabilidade.

Foram tomados entao os dois extremos de condi¢es
iniciais, os que forneciam 5 (¢(0) = 0,1 e ¢(0) = 0,1)

e 14 (¢(0) = 0,06 e ¢(0) = 0,01) pares de pardmetros
(%, @) produzindo estabilidade invertida e, novamente,
w

o espago de pardmetros foi varrido no mesmo intervalo
anterior. Desta vez foram tomadas 10 000 combinacoes
diferentes destes pares de pardmetros (grade 100x100)
e registrados aqueles que forneciam estabilidade (sob o
mesmo critério anterior de estabilidade). As Figuras
e [4 apresentam os resultados numéricos assim obtidos
para os pares de parametros que produzem estabilidade
invertida ao péndulo (circulos vazios). Uma comparagio
direta com a previsao analitica da regido de establidade
(linhas sélidas) dada pela equacio pode ser visua-
lizada nestas figuras. Deve-se notar que a previsao da
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Figura 3: Cada circulo aberto corresponde a uma combinacio
de pardmetros (a/l,wo/w) que produz dindmica invertida estavel
do péndulo com pivé verticalmente forcado para condicdo inicial
#(0) = 0,01 e $(0) = 0,06. As linhas sélidas indicam os limites
de valores possiveis para os pardmetros (a/l,wo/w) que gerardo
estabilidade invertida, conforme indicados pela equacio .

regidao de parametros produtores de estabilidade esta su-
bestimada em comparagdao com os resultados numéricos,
consequéncia direta do truncamento no termo de ordem
62 na série solugio proposta.

Os circulos vazios “espalhados” da regidao de estabili-
dade nas Figuras [3| e 4] correspondem a trajetérias insta-
veis que, devido a alterndncia entre oscilagdo e rotacao,
acabaram por obedecer o critério de estabilidade adotado.

Por fim, uma simula¢do numérica do péndulo invertido
é apresentada na Figura |5| para a condicao inicial (¢(0) =

038 10

Figura 4: Cada circulo aberto corresponde a uma combinacdo
de pardmetros (a/l,wo/w) que produz dindmica invertida estavel
do péndulo com pivé verticalmente forcado para condicdo inicial
#(0) = 0,1 e $(0) = 0,1. As linhas sélidas indicam os limites
de valores possiveis para os pardmetros (a/l,wo/w) que gerardo
estabilidade invertida, conforme indicados pela equacio .
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Figura 5: Condicdes iniciais: ¢(0) = 0,06 e ¢(0) = 0,01. A
linha sélida (preta) corresponde ao resultado numérico e a linha
tracejada (vermelha) corresponde ao resultado analitico.

0,06 e ¢(0) = 0,01) e para os pardmetros de oscilacio
do pivo dados por (¢ = £, = J.) com a finalidade de
comparar a solugdo analitica 6(7), equacao (23]), com o
resultado numérico. E possivel ver que, embora a série
infinita proposta como solugdo tenha sido truncada ja
no termo de ordem 2, ha razoavel proximidade entre a
curva simulada e a analitica.

5. Consideragoes finais

A analise desenvolvida ao longo deste trabalho fixou-
se unicamente na descricdo das trajetorias invertidas
estaveis do péndulo com pivo verticalmente forgado, sob a
restrigdo de pequenas amplitudes de forgamento (a < 1) e
grandes frequéncias de for¢camento (w > wyp). Entretanto,
cabe observar que um péndulo forcado sem as restri¢oes
aqui impostas pode fornecer muitas dindmicas distintas:
cadticas, de ressonancia paramétrica, de rotagao pura,
de rotagao alternada com oscilagdo, entre muitas outras.
Trata-se de um sistema valioso para introduzir métodos
matematicos no nivel superior.

Ao comparar as trés abordagens dadas ao fenémeno da
inversao do péndulo pela excitagao vertical de seu pivo
e notar que o tratamento dado por Phelps-Hunter [1]
tem grande elegdncia mateméatica porém pouca clareza a
respeito da razéao fisica que leva a inversao, que o trata-
mento dado por Butikov [2] fornece clareza sobre a razao
fisica que gera a inversao as custas de uma argumenta-
¢do matemadtica euristica, e que o tratamento dado aqui
tem simplicidade matematica com uma argumentacao
também euristica, percebe-se que abordagens diferentes
dadas a um tnico sistema fornecem uma oportunidade
de amadurecimento profissional, técnico e intuitivo, di-
ficilmente encontrada nos tratamentos comuns obtidos
durante a formacao inicial em fisica.

Por fim, os resultados das Figuras e [Bl junta-
mente com aqueles das referéncias de comparacéo, Phelps-
Hunter [1] e Butikov [2], servem para solidificar o fato de
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que o uso de aproximagoes nao deve ser desvalorizado,
mesmo que estas limitem os resultados.
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