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Densidade de Carga Eétrica num Condutor Retilineo Finito

(Electrical Charge density in finite rectilinear conductor)
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Mostram-se dois &todos nuréricos para oalculo da distribuigo de carga étrica num condutor filiforme de
comprimento finito e pequenoahetro. Os resultado nu@ricos §io comparados com uma schganaltica
aproximada mostrando boa concandia de resultados.

Two numerical methods for the calculation of electrical charge distribution on a finite linear wire of small
diameter are shown. The obtained results are compared with an approximated analytical solution showing good
results.

1 Introdug ao um potencial¢, dentro do vacuo. A reghdo de inter-
esseé externa ao condutor. Sejam cargas pontuais

Nos Gltimos anos tem-se discutido bastante o problema da@;, {j = 1,2, 3, ...,n} localizadas ppximasa supericie do

distribuicdo de carga em um fio condutor retédo de com-  condutor, na regio interna do mesmo e posicionadas pelo

primento finito, mantido a um potenciaalgl’l&‘”, sendo vetorr;. Este processeé em geral chamado de discretizag

que nenhum aborda o prob|ema fazendo usoédmitas do prOblema. O pOtenCiaI@ﬁCO num ponto P externo ao
numéricas. Do ponto de vista hisico este problemabas- ~ condutor posicionado pelo vetdy, & dado pela equag
tante antigd!, pois foi resolvido analiticamente, de forma
aproximada, em 1878 por J. C. Maxwell, sendo provavel- Lo 0 "
mente um de seusdtimos trabalhos de pesquisa em eletrici- 7Y — Jj_ O
dade e magnetisnd. P A7) 2 |7 2 riQi @

A maioria dos problemas dealculo de campos
eletricos e magéticos apresentam solgs andticas so-  em quep;; = ﬁﬁlﬂ Quando coloca-se 0 ponto
mente quangq a geometr@aextremamente S|mples. NOS " 4efinido pelo vetor; sobrem pontos no contorno do con-
prqblemas [aticos esta ge~0metr|a} _S|mpl~eaqweX|st,e €8s  yuior a equaip (1) pode ser escrita como
dificuldades para obter soldgs andticas f0 insupeaveis.

No passado, do ponto de vistechico, este problema foi n
contornado em parte com o uso derticas experimentais ou ¢; = Zpiij com i=1,2,3,....m. 2
graficas. Atualmente lanca-sedm de écnicas nur@ricas, j=1

pois essas@® em geral asinicas posseis’). Observa-se
ha algum tempo uma te@dcia em apresentar aschicas
numéricas para oaculo de campos em livros de texto de
eletromagnetismo o quedesejvel para que os estudantes
se tornem familiarizados com os diversos procedimentos.
Nosso objetivée mostrar como obter a sofug do prob-
lema da distribuigdo de cargas num fio rdtieo, finito
e mantido a um potencial fixo utilizando duascicas (9] = [pis] [Q;] - 3)
numéricas simples: #todo de simulsip de cargas e Em geral, com este @todo pode-se chegar a erros da
método dos momentos, e em seguida os resultados obtidog,gem de 0,001% para valores grandes:d€ontudo, em
sao comparados com aqueles calculados analiticamente. Esontas, cantos e eletrodos muito finos esta paeoiificil-
tas €cnicas podem ser usadas para resolver outros problementeé alcancada.
mas simples, tais como a distribég de carga em placas Considere um condutor rétieo de comprimentac e
com formato retangular ou circular. raioa, sendaz << ¢, mantido a um potencial constantg,
conforme mostra a figura 1. Dividamos o comprime2to
, . - sobre 0 eixwz emn — 1 partes iguais e coloquemos car-
2 Meéetodo de simula@o de carga gas pontuaig); em cada um dos pontos. Analogamente
dividamos a supeicie do fio emn — 1 partes iguais cujos
O prindpio basico do nétodo de simulao de carga (CSM)  pontos batiza-se pela letraO elemento de matriz;; pode
& muito simple$!. Considere um condutor mantido a ser escrito como

A equagwo (2) forma um sistema de equades lineares
comn incognitas. Para nosso problema basta fazet n e
0 métodoé entio chamado de atodo de simulao de carga
convencional. A equap (2), quando escrita sob forma ma-
tricial, toma a forma
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Figura 1. Cilindro condutor de rai@ e compriment@c cujo eixo
coincide com o eixo cartesiar@z. 200 400 600 800 000 ™
Pii = 1 (4) Figura 2. Distribui@o linear de cargas no fio da figura 1 usando o
J (1 — 7)2A2 + a? método de simulao de cargas (CSM). Os j@ametros de @culo

usados forame = 0,5m, ¢ = 0,001m ¢o = 1V, n = 1000. As
linhas verticais que aparecem em tornonde- 0 en = 1000 sdo
aqui mostradas com o intuito de chamar a#ndo leitor para a
nao confiabilidade dos resultados nestes pontos.

em queA =
vas.

Como exemplo nugrico facamos:c = 0,5m, a =
0,001m, ¢g = 1V, 4rey = 111,2626pF/m en = 1000.
Utilizando o software Mathemati€a o calculo nunerico
das cargas); fica simples eapido. A figura 2 mostra o
resultado obtido, em que a densidade linear de carga val

em que)(z’) & a densidade de carga linear sobre o fio da
figura 1, localizada pelo vetet. Quando conhecemos o po-
Jdencialg(r) e desconhecemoyz’) a equago (5) constitui
N uma equago integral de Fredholm de 1lesggcie. Para re-
J AT solver numericamente esta eqaagntegral, dividamos o fio
emn — 1 partes de compriment = =%
A; a densidade linear de carga de cada parte. A Equg)

3 Metodo dos momentos pode ser escrita para pontos sobre a sigierdio fio como:
O método dos momentos (MM conceitualmente simples
e muito usado em engenhatia Para a finalidade deste n o ¥
trabalho vamos usar um caminho mais simples e adequado Z / (6)
ao rivel de graduagod!?l. O potencial étrico gerado por 47T€0 Vet (z_2)2 (z —2')
uma distribui@o de cargas linear num pontce dado pela
equago: Dividindo a supeiitie do fio emn partes tal que: =
1 A 24+ (i—1)A i={1,23..,n} aequago (6) pode ser
-\ / H .
o(r) = o / = F,|dz , (5) escrita como:
]
2 _ 4 2
tmeado = 3" Aylog |2 DLV T QG- )t ™
= 20 —j) — 14+ /02 + (2(i — j) — 1)
|
em ques = 2. 4 Compara@@o entre o0s resultados
numericos e anaitico
Fazendo como antes= 0,5m, a = 0,001m, ¢g = 1V, Em artigo recente, J.D. Jack$t? deduziu uma equap

A = 0,001m, 4reg = 111, 2626pF/m,n = 1000 e usando  aproximada que permite calcular a densidade de carga em

0 Mathematic& para o @lculo da equéio (7), istoé, do um fio retiineo de compriment®c e sec@o transversal cir-
sistema dex equa@es lineares com incognitas obém-se cular de raim. Esta equaio aé a ordem de?(%) é dada
o resultado espelhado na figura 3. por

sz 1 1+€eN? 72
(In(1 - &%) +2<ln(1_£)) —6]}, (8)
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Figura 3. Distribui@o linear de cargas no fio da figura 1 usando
o método dos momentos (MM). Os @ametros de @lculo usados
foram: ¢ = 0,5m, a = 0,001m, ¢o = 1V, n = 1000. As linhas
verticais que aparecem em tornoxde= 0 e n = 1000 sdo aqui
mostradas com o intuito de chamar atmglo leitor para aao

confiabilidade dos resultados nestes pontos.

em queA = 2In(%), ¢ = Ze ) =

4
rcodo - Quando o

fio for mantido a um potencialy = 1V, A\g = 8,0533pC/m

para o fio acima especificado.
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Figura 5. Comportamento da densidade linear de cargas quandc
a rela@o a/c — 0, resultado este compael com o de

outros autordd¥. Os dlculos foram efetuados para €
[0, 495 — 0,495]m usando-se o &todo MM.

Uma informa@o adicional a se obter do calculo
nunérico &€ a capacéncia do fio. Usando o @aodo SCM
obttm-se para a capa@iicia do fio acima especificado o
valor. C = 8,499pF, quandon = 1000. A férmula do
artigo de J.D. Jackstfornece o valor(C' = 8, 457pF cor-
respondendo portanto a uma diferenca de 0,5%. O leitor
interessado pode consultar outras réfieias'' —'4 para o
calculo da distribuigo de cargas em um fio mantido a po-
tencial constante.

Na figura 4 mostram-se os resultados obtidos com o0s
métodos CSM, MM e a expreds andltica fornecido pela

equa@o (8).

A maior

diferenca entre os resultados renmcosé de 0,2% e entre
os resultados arigico e nunéricosé de 0,4%. A figura 5
mostra que a diminuép do raioe do fio diminui o valor da
densidade de carga e esta torna-se mais uniféf%nesencjo
os resultados nuéricos e andlicos compadteis entre siE
importante frisar que osatculos nunéricos rdo fornecem

bons resultados nos extremos do fio.
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Figura 4. Comparap entre os r@todos nuraricos CSM, MM
e anaitico, usando como pametrosc = 0,5m, a = 0,001m,

¢o=1Ven =1000 z € [—0,45—0,45]m.

Os élculos §0 executados no intervalo 5  Conclusao
do comprimento do condutor [-0,45m,0,45m].

Uma grande quantidade de problemasétipps em elet-
rosfatica e na aproxim@&p quase-eatica, rdo envolvem a
determinago de potenciais de uma dada distriligle car-
gas, mas requerem que seja encontrado a distéibuie car-
gas que corresponde a alguns conjuntos de potenciais dado:
O primeiro problema @o & de todo &cil, pois, mesmo nos
casos em gue a distrib@ig das cargas pode ser descrita com
simplicidade razavel, a avaliago da integral para catculo

do campo pode ser didfil. Por outro lado, o problema in-
versoé de solugo muito mais ditil, e solu@es andticas

de fato somente existem para ugmmero limitado de casos.
Muitos problemas reaiogpodem ser tratados com sucesso
por tcnicas nuraricas.

Referencias

[1] D.J. GRIFFITHS and Y. LI, Charge Density on a Conducting
Needle, Am. J. Phys. 64(6), June 1996. p. 706-714.

[2] R.H.GOOD, Commenton “Charge Density on a Conducting
Needle”, Am. J. Phys. 65(2), February 1997, p.155-156.

[3] M. ANDREWS, Equilibrium Charge Density on Conducting
Needle, Am. J. Phys. 65(9), September 1997, p.846-850.

[4] J. D. JACKSON, Charge Density on Thin Straight Wire, Re-
visited, Am. J. Phys. 68(9), September 2000, p. 789-799.

[5] J. D. JACKSON, Charge Density on a Thin Straight wire:
The First Visit, Am. J. Phys. 70(4), April 2002, p.409-410.



Rereé Robert

(6]

(7]

(8]

El

[10]

J. C. MAXWELL, The Scientific Papers of James Clerk
Maxwell Edited by W. D. Nivens, 2 vols. Bound as one,
Dover Pub. Inc., N.Y. p.672-680.

K. J. BINNS, P. J. LAWRENSON and C. W. TROBRIDGE,
The Analytical and Numerical Solution of Electric and Mag-
netic Field John Willey & Sons, Baffins Lane, 1992.

N. H. MALIK, A Review of the Charge Simulation Method
and its Application, IEEE Transactions on Electric Insulation,
vol.24 n.1 February 1989, p.3-20.

R. HARRINGTON, Matrix Methods for Field Problems, Pro-
ceedings of the IEEE, vol.55, n.2, February 1967, p.136-149.

L. L. TSAI and C.E SMITH, Moment Methods in Electro-

(11]

(12]

(13]

(14]

391

magnetics for Undergraduates, IEEE Transactions on Educa-
tion, vol.21, n.1, February 1978, p.14-22.

P. SILVESTER,Modern Electromagnetic FieldPrentice-
Hall Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1968, p.90-93.

J. R REITZ, F. J. MILFORD and R.W. CHRISTY¥ounda-
tions of Electromagnetic Thearddison Wesley Publishing
Co., Reading Massachusetts, 1993, p.84-89.

N. N. O. SADIKU, Electromagnetics Oxford University
Press, N.Y., 1995, p.721-733.

S. RATNAJEEVAN, H. HOOLE, P. RATNAMAHILAN and
P. HOOLE, Engineering Electromagnetic©xford Univer-
sity Press, N.Y., 1996, p.176-179.



