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Oscilagoes de relaxagao sao mantidas por uma influéncia externa constante e apresentam duas escalas de
tempo diferentes (lenta e rdpida). Num trabalho anterior enfatizamos as diferencas qualitativas entre oscilagoes
pendulares e de relaxacgao, mostrando alguns exemplos fisicos. Neste artigo apresentamos a contribuigao pioneira
dada a este assunto pelo fisico holandés Balthazar Van der Pol, bem como algumas propriedades da equagao que
leva seu nome, e que é um dos protétipos de sistemas dinamicos nao-lineares. Mostramos aplicagoes da equacao
de Van der Pol na fisica e na biologia.

Palavras-chave: oscilagoes de relaxagao, oscilagoes nao-lineares, oscilagoes auto-sustentadas.

Relaxation oscillations are maintained by a constant external influence and present two different timescales
(fast and slow). In a previous paper we emphasized the qualitative differences between pendular and relaxation
oscillations, showing some physical examples. In this paper we present the pioneering contribution given to this
subject by the dutch physicist Balthazar Van der Pol, as well as some properties of the equation bearing his
name, and which is one of the prototypes of nonlinear dynamical systems. We show applications of the Van der

Pol equation in physics and biology.

Keywords: relaxation oscillations, nonlinear oscillations, self-sustained oscillations.

1. Introducao

Num trabalho anterior, que serd denominado doravante
simplesmente por I [M], apresentamos as propriedades
bésicas das oscilagoes de relaxacao e suas diferencas
com as oscilagoes pendulares, estas mais familiares aos
estudantes de fisica. No entanto, devido ao grande
ntimero de aplicagoes das oscilagoes de relaxacao, em
I nés as estudamos por meio de dois exemplos fisicos,
um sistema mecanico e um circuito elétrico. Para am-
bos os exemplos observamos que oscilagoes de relaxagao
sao entretidas por uma influéncia externa constante, e
também apresentam duas escalas de tempo distintas,
que denominamos “lenta” e “rapida”.

No primeiro dos exemplos apresentados em I, o cha-
mado “vaso de Tantalo”, um vaso sifonado recebe um
fluxo constante d’dgua proveniente de uma torneira.
Enquanto o nivel d’dgua no vaso nao atinge a altura
maximo do sifao, o vaso vai sendo preenchido e o nivel
d’dgua cresce de forma linear (escala “lenta”). Depois
que a dgua atinge a altura maxima do sifao, este comeca
a escorvar o vaso rapidamente em relagao ao preenchi-
mento (escala “lenta”) [B]. Depois que o nivel d’dgua
no vaso atinge a altura da “boca” (extremidade livre)
do sifao, o escorvamento é interrompido e o vaso re-
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comega a ser preenchido, num processo oscilatério onde
o periodo pode ser variado de forma relativamente facil
(por exemplo, alterando a vazao com que a dgua escorre
da torneira).

Ja a amplitude no vaso de Tantalo nao é tao facil de
ser alterada, pois demandaria mudar a altura maxima
do sifdo e/ou a posigao da sua “boca”. Em ambos os
casos terfamos as modificacoes sao bem mais dificeis do
que as necessarias quando queremos alterar o periodo
do sistema. Essas propriedades sao completamente di-
ferentes das apresentadas por oscilagoes de um péndulo,
as quais tém um periodo bem-definido e que depende
de constantes fisicas, como a aceleracao da gravidade
e o comprimento do fio, que nao podem ser facilmente
alteradas. Por outro lado, a amplitude das oscilacoes
do péndulo é muito facil de ser alterada.

O segundo exemplo apresentado em I consiste em
um circuito elétrico com uma lampada de nednio, que
SO é acesa se a diferenga de potencial entre seus eletro-
dos for maior do que uma dada tensado de ignicao [B].
Além disso, se a mesma diferenca de potencial for menor
do que um certo valor (tensao de extingdo), a lampada
apaga devido a inexisténcia de descarga elétrica entre
seus eletrodos. A lampada de ne6nio faz parte de um
circuito RC com uma fonte de tensao continua.
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Inicialmente o capacitor do circuito é carregado pela
fonte de tensao, fazendo com que a diferenca de poten-
cial entre os terminais da lampada aumente. Enquanto
essa ddp nao for igual & tensdo de ignigdao, porém, a
lampada permanecera apagada (escala “lenta”). A par-
tir do momento em que a ddp atingir esse valor limite,
a lampada acende e descarrega rapidamente o capaci-
tor (escala “rdpida”). A tensdo no capacitor executa
oscilagoes de relaxacao, nesse caso. Assim como para
o vaso de Tantalo o periodo das oscilagoes é facilmente
alterado, pois depende, entre outros fatores, da tensao
constante aplicada ao circuito, a qual pode ser variada
por meio de um reostato, por exemplo.

Em contraste, a amplitude das oscilagoes depende
das tensoes de ignicao e extingao da lampada, que sao
caracteristicas muito dificeis de alterar. Neste exem-
plo, o andlogo de oscilagoes pendulares é um circuito
LC oscilante com uma fonte de tensao externa, para o
qual o periodo é dificil de ser alterado, pois depende de
capacitancias e indutancias que sdo parametros nomi-
nais do circuito. Mas a amplitude é mais facil de ser
modificada, pois esta relacionada a tensao que alimenta
o circuito.

Outra diferenga bastante significativa entre os-
cilagoes pendulares e de relaxagao é que, para as pri-
meiras, podemos obter harmoénicos com uma frequéncia
caracteristica, ao passo que, nas oscilagoes de relaxagao,
as formas de onda s@o tipicamente uma combinagao de
muitos harmonicos. Nas oscilagoes pendulares de pe-
quena amplitude, temos naturalmente uma solugao se-
noidal ou cossenoidal com uma tnica frequéncia. Mas
nas oscilacoes de relaxacao de um vaso de Tantalo,
por exemplo, as oscilagoes sao tipicamente “dentes de
serra”, cuja andlise de Fourier revela uma grande ri-
queza harmonica.

As oscilagoes pendulares e de relaxacao, a despeito
das suas diferencas qualitativas, sdo na verdade casos-
limite de oscilacoes auto-sustentadas. Variando um
parametro de nao-linearidade é possivel obter oscilagoes
de um e de outro tipo como situagoes particulares. Os-
cilagoes auto-sustentadas ocorrem em diversos proble-
mas fisicos, como o de um sistema massa-mola, onde
a massa desliza com atrito sobre uma esteira em movi-
mento [B]. Enquanto o corpo é arrastado pela esteira em
movimento, a mola vai sendo distendida, aumentando
portanto a forca restauradora que a mola exerce so-
bre a massa. Para que a massa permanega em repouso
em relacao a esteira é necessario que a forga de atrito
estdtico entre a massa e a esteira aumente na mesma
proporgao. No entanto, se a forga de atrito estética
exceder o seu valor méximo (que é dado pelo produto
do coeficiente de atrito estatico pelo médulo da forga
normal), o corpo descola da esteira enquanto a mola
encolhe.

O movimento de retorno da mola, por outro lado,
é amortecido pelo atrito cinético entre a massa e a es-
teira, fazendo com que a massa volte a ficar em repouso
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em relagao a esteira, o que faz com que volte a ser ar-
rastada por ela, completando o ciclo de oscilagao. Este
é um exemplo do fenémeno “adere-desliza” (ou “stick-
slip”), que ocorre em vérias aplicagdes quotidianas [H].
Os sons emitidos por uma corda de violino, por exem-
plo, sao provocados pelo fenémeno adere-desliza entre o
arco do violino e a corda esticada. O mesmo fenémeno
estd por tras dos sons emitidos por uma taga de cristal
quando passamos um dedo umedecido por sua borda.

Neste segundo trabalho sobre oscilagoes de re-
laxacgao e suas aplicacoes, vamos abordar de forma uni-
ficada oscilacoes pendulares e de relaxacao a partir da
chamada equacao de Van der Pol, que descreve os-
cilagbes auto-sustentadas de maneira geral. Além das
propriedades matematicas da equagao, como seus pon-
tos de equilibrio e estabilidade, vamos mostrar o efeito
de perturbagoes periédicas sobre as oscilagoes. Final-
mente, estudaremos um exemplo de interesse bioldgico,
que sao os batimentos cardiacos, analisados do ponto
de vista da equagao de Van der Pol.

A estrutura desse artigo é a seguinte: na secao 2 nos
apresentaremos a chamada equacao de Van der Pol. Na
secao 3 apresentamos um circuito elétrico que pode ser
descrito por ela. Na secao 4 analisamos algumas pro-
priedades matematicas da equacao de Van der Pol. A
secao b aborda como as oscilacoes de relaxacao podem
ser obtidas como solugoes peridédicas dessa equagao. Na
secao 6 estudamos o efeito de perturbagoes periddicas, e
na sec¢ao 7 mostramos como idéias envolvendo oscilagoes
de relaxacao podem ser aplicadas a descricao do bati-
mento cardiaco. A ultima secdo é dedicada as nossas
conclusoes.

2. A equagao de Van der Pol

Balthazar Van der Pol (Utrecht, Holanda, 1889- Wasse-
naar, Holanda, 1959) (Fig. M) graduou-se em Fisica cum
laude em 1916, pela Univeresidade de Utrecht. Nesse
mesmo ano, ele viajou a Inglaterra, onde trabalhou com
John Ambrose Fleming na Universidade de Londres até
1917, e depois no Laboratério Cavendish da Universi-
dade de Cambridge, com Sir J.J. Thompson. Em 1919
Van der Pol retornou a Utrecht, onde concluiu seu dou-
toramento em 1920 (observe que o chamado “doutorado
sanduiche” é uma instituigdo bastante antiga!), com a
tese: “O efeito de um gas ionizado sobre a propagacao
de ondas eletromagnéticas e medidas do fluxo de des-
carga”.

De 1919 a 1922 Van der Pol foi assistente de nada
menos que Hendrik Lorentz no Instituto Teyler da Uni-
versidade de Haarlem, também na Holanda. Em 1922
ele tornou-se Chefe dos Laboratérios de Pesquisas da
Indtstria Phillips em Eindhoven (Holanda), posicéo
esta que ocupou até sua aposentadoria em 1949. Em
determinados periodos, Van der Pol foi também profes-
sor das Universidades de Delft e Eindhoven, e, apds sua
aposentadoria, foi Professor Vistante nas Universidades



Oscilagoes de Relaxacao e suas Aplicagoes - I1

americanas de California (Berkeley) e Cornell [A].

Van der Pol foi um exemplo interessante de fisico
que deu contribuicbes significativas tanto & academia
quanto a industria. Por exemplo, em 1927 ele rece-
beu a Ordem de “Nassau Oranje” por ter estabelecido
a primeira comunicagao radio-telefénica entre a Ho-
landa e as Indias Ocidentais. Suas contribui¢ées na
area industrial foram principalmente na area de réadio-
comunicacao e propagacao de ondas. Curiosamente,
esse trabalho aplicado levou a seu envolvimento com tu-
bos de vacuo em circuitos retificadores, utilizados am-
plamente na tecnologia de radio-comunicagoes. E foi
justamente nessa drea que a contribuicao académica de
Van der Pol foi mais importante [B].

A equagao de Van der Pol

2
%—e(l—xz)a—i—xzo, (1)
onde x é uma varidvel dependente do tempo ¢, é um
paradigma tedrico para o estudo de oscilagoes de re-
laxagao. Consideramos, em principio, que x pode as-
sumir qualquer valor real, e que € > 0 é um parametro
que mede a nao-linearidade do sistema. A Eq. (0O) foi
introduzida por Van der Pol em 1926 para modelar o
comportamento de circuitos eletronicos contendo tubos
de vécuo do tipo triodo, que na época eram utilizados
como elementos retificadores [@-H]. Na préxima segao
veremos como uma classe de circuitos elétricos com ele-
mentos nao-lineares pode ser modelada pela equacao de
Van der Pol.

dx

Figura 1 - Balthazar Van der Pol.

O comportamento fisico do circuito investigado por
Van der Pol é muito parecido com o do circuito com
lampada de neonio abordado em I. O fato da equagao de
Van der Pol também apresentar solucoes descrevendo
oscilagoes de relaxagao levou a uma intensa pesquisa
sobre a sua estrutura matemaética, levada a cabo por
mateméticos como Cartwright e Littlewood [[], e M.
Levinson [[M] na década de 1940.

Um dos motivos deste interesse particular na
equacao de Van der Pol é o fato desta apresentar um
comportamento dinamico bastante complicado quando
é adicionado um termo externo periddico no tempo
(uma tensao AC, de fato). Para determinados valo-
res dos parametros do sistema, Van der Pol e seus co-
laboradores observaram um comportamento bastante
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irregular, parecido com o ruido tipico de processos es-
tocasticos [A]. Hoje em dia sabe-se que este comporta-
mento é, na verdade, cadtico; e grande parte do que se
conhece atualmente sobre sistemas cadticos veio justa-
mente da analise matematica das solugoes da equacao
de Van der Pol [[2HI4)].

3. Modelo de um circuito elétrico nao-
linear

Considere o circuito esquematizado na Fig. B, consis-
tindo num capacitor de capacitancia C, uma fonte de
forga eletromotriz £, um indutor de indutancia L e um
"resistor’nao-linear R, sobre o qual falaremos daqui a
pouco. A corrente na malha é denotada por I e as que-
das de tensao no capacitor, no indutor e no resistor sao
denotadas Vg, Vi e Vg, respectivamente. Temos que,
para a malha do circuito em questao,

E=Vo+ Vi, + Vg (2)

Y
NN

Figura 2 - Esquema de circuito descrito pela equagao de Van der
Pol.

E essencial que esse elemento do circuito nao seja
6hmico para que possa haver oscilagoes de relaxagio (se
o resistor for 6hmico, as oscilagoes sao pendulares, como
vimos anteriormente). A resposta do resistor nao-linear
a uma dada corrente é representada pela sua curva ca-
racteristica Vg = ¢(4), onde a fungao ¢ é esquematizada
na Fig. B. Adotaremos a forma

o(i) = —ai + Bi®, (3)

onde @ > 0 e § > 0 s@o constantes que caracterizam
o comportamento do resistor. O termo —ai pode ser
fisicamente interpretada como proveniente de uma ”re-
sisténcia negativa”, ja que para pequenos valores da
corrente o elemento ndo-linear estd fornecendo energia
ao sistema, ao invés de dissipa-la em calor, como num
resistor convencional. Além disso, para valores maiores
da corrente o termo ctibico predomina sobre o linear na
Eq. (B), e a resisténcia elétrica torna-se positiva, donde
o elemento nao-linear esta retirando energia do circuito.

Van der Pol originalmente usou, como elemento nao-
linear, um tubo de vdcuo do tipo triodo [@,8]. Além do
anodo e catodo (que também existem numa lampada de
neoénio, por exemplo) o triodo possui ainda uma grade
condutora entre os dois, com a finalidade de controlar a
passagem de elétrons. Modernamente pode-se construir
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elementos nao-lineares a partir de diodos semiconduto-
res, como o diodo tunel ou o diodo Zener.

J0)

Figura 3 - Curva caracteristica (esquemdtica) para o resistor
nao-linear.

Usando a Eq. (B) e as defini¢oes de capacitancia e
indutancia, e ainda adotando a convencao “passiva’ de
sinais na lei de Kirchhoff, podemos reescrever a Eq. (B)
na forma

1 di
E=—qc+L—+ o0 4
Zdo+ L + 00, ()
onde ¢ é a carga nas placas do capacitor. Derivando
essa expressao em relagao ao tempo

1 dgc d*i deo(i)
C dt Ldt2 dt ’ (5)

onde presumimos que £, C' e L tém valores constantes.
Pela regra da cadeia
di

de(i) _ de(i)di _ oy di
TR TR SR L (6)

e, lembrando que ¢c = i, obtemos a equagao diferencial
do circuito

d%i 9 di 1.
L@ (36i° — ) 7 + o= 0. (7)

Introduzindo a frequéncia “natural” do circuito LC

1
LC’

(®)

Wo

podemos adimensionalizar a Eq. (@) definindo as se-
guintes varidveis normalizadas

30 . , «Q
=4/ — t' = wpt = — 9
T ”0417 wot, € A (9)

de sorte que chegamos a equagao de Van der Pol
i—e(l—a®)i+z=0, (10)

onde os pontos indicam derivadas em relacao ao tempo
normalizado .
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4. Solugoes de equilibrio e sua estabili-
dade

A equagao de Van der Pol, como a grande maioria das
equagoes diferenciais nao-lineares, nao possui solugao
analitica exata. Temos, entao, duas maneiras de abor-
dar o problema: (i) obter solugdes analiticas aproxima-
das, por meio de técnicas perturbativas, e que valem
apenas para determinados valores do parametro carac-
teristico €; (ii) obter solugoes numéricas por meio de
técnicas computacionais, o que pode ser feito para qual-
quer valor de e. Vamos adotar, aqui, a segunda aborda-
gem, pois estamos mais interessados em aspectos qua-
litativos das solugoes.

Se o parametro e for igual a zero, a Eq. (0) reduz-
se a equacao de um oscilador harmoénico linear de
frequéncia unitaria, & + = 0, cuja solugao é z(t) =
Acos(t+¢), onde A e ¢ sdo constantes de integragao, fi-
xadas pelas condigoes iniciais do problema. Para € # 0,
em geral, é conveniente escrever a equacao de Van der
Pol na forma de um sistema de duas equagoes diferen-
ciais de primeira ordem, ou

T = Y, (11)
U= e(l— x2)y — . (12)

Na analise dinamica de uma equagao nao-linear
investigamos inicialmente a existéncia de solucoes de
equilibrio, ou seja, estados que nao se alteram com o
passar do tempo, e portanto definidos pelas condicoes
#* =0, y* = 0. Para o sistema de Eqgs. (IO)-(I2) ha
uma tnica solucdo de equilibrio, (z* = 0,y* = 0), que
corresponde a situagao em que o capacitor encontra-
se descarregado e nao ha corrente pelo circuito. Uma
solucao de equilibrio, em nosso contexto, tem pro-
priedades (locais) de estabilidade num sentido bas-
tante préximo aquele usado em mecénica: um ponto
de equilibrio é estavel se pequenas perturbagoes do
mesmo produzem um movimento que tende novamente
ao ponto de equilibrio. Se o ponto for instdvel, pequenas
perturbacgoes levam o sistema para longe do equilibrio.

A estabilidade do equilibrio é determinada por
métodos bem-conhecidos da teoria linear [[3, [H].
Consideramos pequenas perturbagoes do estado de
equilibrio, dadas por

*

o =x — %, oy =y —1vy*, (13)
onde o adjetivo “pequenas” significa matematicamente
que |dz| < z* e |dy| < y*. Nessas condigbes, expan-
dimos o sistema (I)-(I3) em série de Taylor retendo
apenas os termos lineares em 0z e 0y (jd que, suposta-
mente, os termos de ordem superior sdo despreziveis).
Em geral, a estabilidade é determinada pelos autova-
lores da matriz Jacobiana, que é a matriz das deriva-

das calculadas no ponto de equilibrio. Caso estes auto-
valores sejam diferentes de zero, podemos dizer que o
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equilibrio é estével (na aproximacao linear) se os auto-
valores sao negativos, e instavel caso sejam positivos.
Se os autovalores forem nulos, a aproximacao linear
nao é suficiente para se decidir sobre a estabilidade do
equilibrio e métodos mais complicados devem ser em-
pregados |2, 3, H].

Seguindo essa prescri¢ao, construimos a matriz Ja-
cobiana do sistema e calculamos seus elementos no
ponto de equilibrio (0,0)

_ z 1(0,0) Y 0,0 | _ 1
T=1a o = (1 ) 4
910,00 91(0,0)

cujos autovalores sdo (e £ ve2 —4)/2, podendo ser re-
ais ou complexos (conjugados) se 0 < € < 2 ou € > 2,
respectivamente. O equilibrio serd (assintoticamente)
estavel se a parte real dos autovalores for negativa,
e instdvel caso seja positiva. Podemos verificar facil-
mente que, seja qual for o valor de €, o equilibrio na
origem serd sempre instdvel. A diferenga é que, caso
0 < € < 2 as solugoes divergirao em espiral da origem
(foco instdvel), ao passo que, se € > 2, a divergéncia
ocorre exponencialmente (nd instdvel).

5. Ciclos-limite e oscilagoes de relaxa-
cao

O fato de existir uma tnica solucao de equlibrio, e ainda
por cima instével, poderia ser desanimador, caso nao
existisse outra solugao possivel para o sistema. De fato,
aplicando um teorema de Liénard ao sistema de Egs.
(ID)-(I2A) é possivel mostrar que existe uma solugdo
estdvel na forma de uma 6rbita fechada e atrativa (no
plano de fase z —y) chamada ciclo limite [[@]. Um ciclo
limite é uma solucao periédica do sistema, que repete-
se ap6s um dado periodo T, que pode ser um numero
real qualquer: (x(t+T),y(t+T)) = (x(t),y(t)). Assim
como as solugoes de equilibrio, os ciclos limites podem
ser estaveis ou instaveis caso atraiam ou repilam, res-
pectivamente, trajetérias iniciadas em sua vizinhanca.
A teoria dessas solugoes é complicada e nao serd apro-
fundada nesse trabalho (o leitor interessado pode con-
sultar, por exemplo, [[A,0H] para maiores detalhes).
Na Fig. @, obtida por integracao numérica das Egs.
(II)-(M), no caso € = 1, mostramos que esse ciclo li-
mite consiste numa 6rbita fechada que envolve a ori-
gem, na forma de uma oval assimétrica. As trajetdrias
que partem de condicOes iniciais fora do ciclo limite
convergem a ele com o passar do tempo, em ambos os
lados do ciclo. Podemos ver, ainda, que trajetérias que
iniciam-se préximas a origem realmente divergem desse
ponto (que sabemos ser instdvel) e sdo atraidas pelo
ciclo-limite. A forma do ciclo limite é complicada de-
vido & nao-linearidade do sistema e, em geral, s6 pode
ser conhecida por integracao numérica das respectivas
equagoes. Se € < 1 é possivel, no entando, usar um
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procedimento perturbativo, mostrar que o ciclo limite
é, aproximadamente, um circulo de raio » = 2 no plano
de fase [B]. Nesse caso, no entanto, o comportamento
do sistema assemelha-se ao de oscilagoes harmonicas.

| - Q
N
2k 4

Figura 4 - Solugbes no plano de fase da equagao de Van der
Pol no caso ¢ = 1 obtidas por integragdo numérica. Destaca-
se a existéncia de um ciclo-limite atrativo (as flechas indicam o
sentido do movimento).

Fisicamente, o ciclo-limite da equagao de Van der
Pol representa uma oscilagao de relaxacao estacionéria
para a tensao nas placas do capacitor, essencialmente
similar aquela observada no circuito com lampada de
nednio da se¢do 3. A existéncia dessa solu¢do pode ser
compreendida usando argumentos fisicos. Se x for pe-
queno, podemos desprezar o termo em z? na equacio
de Van der Pol, que pode ser escrita aproximadamente
como & — ex + x = 0, que é semelhante a equagao de
um oscilador harmoénico linear amortecido, mas onde o
termo de amortecimento tem sinal negativo: isso im-
plica que, ao invés de extrair energia do sistema via
atrito ou outros mecanismos dissipativos, o sistema estéd
ganhando energia (resisténcia negativa). Isso explica
por que o equilibrio é instavel: qualquer pequena carga
nas placas do capacitor é amplificada pela resisténcia
negativa.

No entanto, esse mecanismo nao age indefinida-
mente. Na medida em que x aumenta devido a instabili-
dade, o termo em x2? deixar4 de ser desprezivel. No caso
onde x é muito grande, serd o termo linear a ser des-
prezivel frente ao termo 22, e a equacdo de Van der Pol
pode ser escrita, nesse caso, como &+ ex?t +x = 0, que
pode ser interpretada como um oscilador amortecido,
pois o coeficiente (nao-constante) do termo de amorte-
cimento (ex?) é positivo, e as oscilagoes tendem a di-
minuir suas amplitudes. O ciclo-limite representa o ba-
lango dessas duas tendéncias conflitantes: um amorte-
cimento negativo para z pequeno e um amortecimento
positivo para x grande.

Um aspecto interessante da equagao de Van der
Pol é que ela tem solugoes que podem exibir tanto os-
cilagoes pendulares como de relaxagao, dependendo do
parametro €. Na Fig. B mostramos as séries tempo-
rais para z(t) e y(t) obtidas pela solu¢do numérica da
Eq. (O) para os valores ¢ = 0,1 e ¢ = 10. Quando
€ é baixo, vimos ha pouco que a equacao de Van der
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Pol aproxima-se de um oscilador harmoénico simples,
donde as oscilagoes sao do tipo pendular, com as carac-
teristicas ja apontadas anteriormente.

€=01 £=10
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Figura 5 - Séries temporais de x e y para a equacido de Van der
Pol nos casos € = 0,1 (oscilagdes pendulares) e € = 10 (oscilagdes
de relaxagao).

Para um valor alto de €, no entanto, observamos
oscilagoes de relaxagao gracas a existéncia de duas es-
calas de tempo, tanto no comportamento de z como de
y. Para x(t), por exemplo, hd uma fase de crescimento
ou decrescimento ”lentos”, o que pode ser visto também
no fato que as respectivas derivadas tém moédulo bas-
tante baixo. No entanto, periodicamente x sofre au-
mentos e diminuig¢oes abruptas (escala ”répida”), o que
gera picos acentuados da sua derivada y. O ciclo-limite
mostrado na Fig. (H) foi obtido para um valor inter-
mediario de e = 1, para o qual as oscilagoes apresentam
um comportamento de transigao.

6. Perturbacoes peridédicas na equacao
de Van der Pol

Na década de 1920, Van der Pol investigou o efeito de
perturbacoes externas periddicas no circuito com tubo
de vécuo, produzidas - como no circuito com lampada
de nednio - por uma fonte de forga eletromotriz alter-
nada com frequéncia Q = 27 /T}, o que pode ser descrito
matematicamente pela equagao diferencial

2
‘;Tf —€(1— x%fl—f + 2 = Fsin(27t/Tp). (15)

Quando € é grande o suficiente para que as solugoes
dessa equagao exibam um comportamento de oscilagoes
de relaxacao, podemos aplicar o raciocinio desenvolvido
na segao 5 para explicar o efeito de perturbagoes exter-
nas periédicas. Vimos que, se o periodo das oscilagoes T’
é préximo, mas nao igual, ao periodo T da perturbacao
(ou algum muiltiplo inteiro de Tp), o periodo T ajusta-se
exatamente a nTy (n inteiro) apds algum tempo.

Van der Pol e Van der Mark, em 1927, descobri-
ram esse efeito experimentalmente num circuito seme-
lhante ao mostrado na secao 3, com um resistor, um
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capacitor e uma lampada de nedénio, bem como uma
fonte de tensao alternada com frequéncia varidvel [8].
Para monitorar a resposta do sistema, eles escutavam
(literalmente) a tensdo usando receptores telefonicos,
observando que o periodo das oscilacoes ajustava-se ao
periodo da tensao externa ou a miultiplos dele, para
certos valores do parametro de controle. Como a
frequéncia é o inverso do periodo, o ajuste da frequéncia
das oscilagoes dava-se portanto a sub-miltiplos da
frequéncia externa: Van der Pol chamou esse efeito de
”desmultiplicagao de frequéncias”.

Além do ajuste dos periodos nas oscilagoes de
relaxagao do circuito, eles fizeram uma descoberta
notével. Antes que o periodo das oscilagoes sal-
tasse para os valores multiplos do periodo da per-
turbagao, eles escutaram ruidos irregulares, que inter-
pretaram como sendo um fendémeno extrinseco (o ruido
aleatério é bastante comum em circuitos eletronicos,
sobretudo aqueles que usam tubos de vécuo) [Id].
No entanto, hoje em dia nds interpretamos essa ob-
servacao como talvez a primeira comprovacao experi-
mental do que chamamos de caos deterministico: o sis-
tema apresenta comportamento aperiédicos com sen-
sibilidade as condigbes iniciais (duas condigbes iniciais
muito préximas levam a comportamentos que divergem
exponencialmente com o passar do tempo) [IE3,0H].

7. Van der Pol e os batimentos cardia-
cos

O ritmo cardiaco normal é gerado por um agregado
de células especializadas situadas no atrio direito, de-
nominado nédulo sino-atrial (SA), que é considerado
um marcapasso natural do coracao, responsavel pela
emissao de impulsos nervosos periddicos que provocam
os batimentos cardiacos. Além do nédulo sino-atrial,
ha um segundo marcapasso natural no coragao denomi-
nado nédulo &trio-ventricular (AV). O nédulo SA gera
impulsos elétricos periédicos que se propagam através
do musculo cardiaco atrial, do nédulo SV, e tecidos
condutores (como o feixe de His) até os ventriculos,
gerando a contracao e dilatacao do miusculo cardiaco
(miocardio) [IH].

A idéia de tratar o coragdao usando um sistema de
osciladores acoplados vem de um trabalho muito ori-
ginal de Van der Pol e Van der Mark de 1928, onde
eles simularam os batimentos cardiacos por meio de
trés osciladores de relaxagao [EI]. Van der Pol e Van
der Mark fizeram a suposicao de que os atrios di-
reito e esquerdo, assim como os ventriculos direito e
esquerdo, contraem e expandem simultanemente, de
forma que seja possivel referir-se a eles, coletivamente,
como “atrio” e “ventriculo”. Os trés circuitos oscila-
dores representavam, respectivamente, o nédulo SA,
o atrio e o ventriculo; cada qual executando uma os-
cilacao de relaxacao com periodo bem definido.
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O oscilador representado pelo nédulo SA influencia
o oscilador do atrio, de forma que o acoplamento é uni-
lateral: o primeiro influencia o segundo, mas nao vice-
versa (esse tipo de acoplamento também é chamado
mestre-escravo). Da mesma forma, a propagacao do
impulso nervoso pelo feixe de His foi representada por
um acoplamento unilateral do oscilador do atrio sobre
o do ventriculo. Van der Pol e Van der Mark simularam
experimentalmente esse sistema acoplado usando, para
descrever cada oscilador, um circuito com lampadas de
neoénio do tipo que analisamos na Secgao I1I: uma fonte
de forca eletromotriz continua com & variando entre
150 V a 200 V, um resistor, um capacitor e um tubo de
véacuo contendo neonio.

A lampada acendia e apagava com um periodo apro-
ximadamente igual ao dos batimentos cardiacos, da or-
dem da constante de tempo do circuito RC: AT =~ 7z =
CR. Usando um capacitor de 1,0 uF e um resistor
del MS), temos um periodo da ordem de 1 s, que equi-
vale a uma frequéncia cardiaca de 60 batimentos por
minuto. Trés desses circuitos foram acoplados unidi-
recionalmente, sendo que o acoplamento entre o atrio
e o ventriculo incluia uma resisténcia elétrica com o
papel de simular o retardo do sinal elétrico enquanto
propaga-se pelo feixe de His. Essa resisténcia foi usada
como parametro de controle, ou seja, a intensidade do
acoplamento era variavel.

Além dessa engenhosa montagem foi incluido um
dispositivo para adicionar sinais elétricos externos aos
trés osciladores, de forma a imitar um fené6meno conhe-
cido como extrasistole. A extrassistole é um tipo de ar-
ritmia cardiaca que consiste na existéncia de batimen-
tos cardiacos causados por impulsos elétricos gerados
em outra regidao do coragao (no dtrio ou ventriculo) que
nao o sino-atrial, causando alteragoes no ritmo cardiaco
que podem ser visualizadas no eletrocardiograma [I3].
Este ltimo foi simulado no sistema de circuitos aco-
plados de Van der Pol e Van der Mark por meio de um
amplificador e um oscilégrafo analégico com frequéncia
de amostragem de apenas 2-3 kHz, mas mesmo assim
capaz de evidenciar as caracteristicas gerais do ritmo
cardiaco num eletrocardiograma, como a onda P, o com-
plexo QRS, e a onda T. A onda P traduz a ativacao
elétrica dos atrios, o complexo QRS traduz a despo-
larizagao dos ventriculos, e a onda T traduz a repola-
rizacao dos ventriculos, um esquema sendo mostrado na
Fig. B.

BN

QS

Figura 6 - Representagao esqueméatica de um eletrocardiograma.
No detalhe representamos a posi¢do das ondas P e T, bem como
do complexo QRS. Adaptado de [EA].
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Um dos resultados mais notaveis obtidos a partir
desse modelo elétrico do coragao foi a existéncia de blo-
queios sino-auriculares: o nédulo SA péara temporaria-
mente de emitir impulsos elétricos e depois retorna a
atividade normal. O trabalho de Van der Pol e Van
der Mark foi o ponto de partida de uma linha de in-
vestigagao que continua até hoje, o estudo dos rit-
mos cardiacos (tanto normais como patoldgicos) por
meio de sistemas de osciladores de relaxagao acopla-
dos [IZZ,IZH,IB].

E interessante tentar entender por que o ritmo
cardiaco é governado por oscilagoes de relaxacao ao
invés de oscilagoes pendulares. Lembremos que nas os-
cilagoes de relaxacao a amplitude é relativamente fixa
(ou melhor, de dificil variacao), ao passo que o perfodo
é facilmente alterado; ao passo que nas oscilagoes pen-
dulares é o contrario. No caso do coragao, a amplitude
das oscilacoes é uma caracteristica essencial da funcao
cardiaca, a qual é bombear mecanicamente o sangue
para todos os pontos do nosso corpo. Como o supri-
mento de sangue tem de ser sempre 0o mesmo para ga-
rantir o funcionamento normal do organismo, a ampli-
tude das oscilagoes cardiacas nao pode variar de modo
apreciavelmente grande, do contrario poderiam ocorrer
consequéncias fisiolégicas graves.

No entanto, nossa experiéncia pessoal sugere que o
periodo dos batimentos cardiacos pode e deve variar
de forma relativamente rapida na medida da necessi-
dade do nosso corpo de um suprimento maior ou me-
nor de sangue. Por exemplo, durante um esforgo fisico
o corpo humano necessita de uma quantidade maior de
sangue, o que pode ser obtido aumentando o niimero de
pulsagoes do coragao por minuto, ou seja, diminuindo o
periodo das oscilagoes cardiacas. E isso tem de ser feito
de forma rapida para atender a necessidades urgentes,
como o aumento na frequéncia cardiaca quando sofre-
mos um repentino susto, ou um esforgo fisico maior,
como quando subimos rapidamente uma escada. Entao
as oscilacoes de relaxagao representam a maneira pela
qual o coragao pode variar facilmente o volume de san-
gue bombeado para o organismo sem alterar signifi-
cativamente a amplitude das oscilagoes propriamente
ditas. Esse mesmo raciocinio vale para outros ritmos
biolégicos, como por exemplo os ritmos neuronais, res-
piratérios, hormonais, etc. os quais também sao usual-
mente descritos por osciladores de relaxacao [[4].

8. Conclusoes

Oscilagoes de relaxacao ocorrem em varios sistemas
fisicos e bioldgicos importantes, e caracterizam-se por
terem uma amplitude fixa, ou dificil de ser alterada; ao
passo que seu periodo é mais flexivel e pode ser facil-
mente alterado. Nas oscilagoes de relaxacao ha sem-
pre duas escalas de tempo que, adicionadas, compoem
o periodo da oscilacao: uma escala “lenta” e uma es-
cala “rdpida”. Oscilagoes de relaxacao e pendulares sao,
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na verdade, casos-limite de oscilagoes auto-sustentadas,
cujo paradigma é a chamada equagao de Van der Pol.
Variando um parametro de nao-linearidade é possivel
obter oscilacoes de um e de outro tipo. Com frequéncia,
em aplicagoes bioldgicas, as oscilagoes de relaxacgao sao
mais comuns do que as pendulares, como sugerido pelo
comportamento do ritmo cardiaco, como sugerido pelo
préprio Van der Pol, hd mais de oitenta anos atrés.
Com efeito, as oscilagoes de relaxagao tém sido bastante
empregadas no modelamento de ritmos bioldgicos.
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