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O espectro dos modos coerentes para gás atômico de Bose diluído, confinado em uma armadilha harmônica não
isotrópica é determinado e utiliza-se da teoria de perturbação otimizada e a técnica das raízes aproximantes
auto-similares. As expressões obtidas são válidas para níveis de energia arbitrários de todos os modos coerentes
excitados. Este artigo deve ser utilizado como ponto de início para os alunos que querem se aprofundar no tema
de condensação de Bose-Einstein atualmente presente em quase todos periódicos de Física.
Palavras-chave: espectro do níveis de energia, gases bôsonicos armadilhados, teoria de perturbação otimizada.

The spectrum of coherent modes for dilute atomic Bose gas, confined in a non-isotropic harmonic trap, is deter-
mined by using the optimized perturbation theory and the technique of self-similar root approximants. The ob-
tained expressions are valid for arbitrary energy levels of all excited nonlinear coherent modes. This article must
be used as an introduction for the students that want to deepen nowadays in the theme of the Bose-Einstein con-
densation.
Keywords: Bose trapped gases, energy spectrum, optimezed perturbation theory.

1. I Introdução

Desde sua realização experimental a condensação de
Bose-Einstein tem sido tema constante na maioria dos
periódicos internacionais. Desta forma, é interessante for-
necer subsídios para que os estudantes do curso de pós-gra-
duação possam acompanhar tal vasta literatura.

Em baixas temperaturas, o condensado Bose-Einstein
de gases atômicos confinados é bem descrito pela equação
de Gross-Pitaevskii [1-3]. Em equilíbrio, o estado conden-
sado corresponde à solução do estado fundamental desta
equação. A estrutura matemática da equação de Gross-
Pitaevskii é idêntica à equação de Schrödinger não linear.
Na presença de um potencial de confinamento, ela possuirá
um conjunto discreto de estados estacionários.Tais estados
podem ser interpretados como modos coerentes não linea-
res de átomos confinados [4] correspondendo ao conden-
sado de Bose no estado não fundamental. As excitações
destes modos podem ser realizadas por meio da modulação
ressonante de um potencial externo [4-6]. Tais modos têm
sido estudados em Refs. [7-9] e o modo dipolo tem sido
observado experimentalmente [10].

Não devemos confundir os modos coerentes não li-
neares, que são soluções estacionárias da equação de
Gross-Pitaevskii não linear, com excitações coletivas ele-
mentares, que são soluções das equações de Bogolubov-De
Gennes lineares [3]. Os modos coerentes não lineares são às
vezes chamados de modos topológicos. Cada modo não
linear produz suas próprias excitações coletivas como pe-
queno desvio em volta do modo dado. Estas excitações

coletivas correspondem às pequenas flutuações de densi-
dades e estão relacionados com o espectro de Bogolubov
para o hélio superfluido [11] e o condensado Bose-Einstein
confinado [12]. No primeiro caso, está o espectro fônon-ro-
ton (hélio superfluido) [13,14]. No caso dos átomos confi-
nados diluídos, é um ramo fônon-partícula (condensado
Bose-Einstein confinado). As excitações coletivas em volta
dos modos coerentes do estado não fundamental ainda não
foram consideradas.

Antes de considerar as perturbações dos modos coe-
rentes não lineares, é necessário ter uma descrição precisa
das suas propriedades. Em particular, para melhor entender
as características do espectro dos modos não lineares. Os
estudos deste espectro foram iniciados na Ref. [4] e no caso
de uma interação fraca, foi também considerado na Ref. [9].
No presente trabalho, daremos uma descrição geral do
espectro de modo não linear para átomos confinados em
uma armadilha cilíndrica. Nós descreveremos um método
para calcular os níveis de energia arbitrários deste espectro
para alguma magnitude do parâmetro de interação. Tam-
bém construiremos expressões analíticas aproximadas para
o espectro. Tendo em mãos tais expressões analíticas é
conveniente estudar o espectro dependente dos números
quânticos e parâmetros do sistema com resultados experi-
mentais.

2. Equação para modos coerentes

As interações de átomos em gases diluídas são carac-
terizadas pelo potencial de contato de Fermi
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no qual as é o comprimento de espalhamento da onda-s m0, a
massa atômica e A representa a interação de cada partícula.
O potencial de confinamento é geralmente tomado na for-
ma
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onde ωx, ωy e ωz são as freqüências do oscilador.

O campo coerente ϕ(r), normalizado para unidade, é
descrito [3] pela equação

H[ϕ(r)]ϕ(r)=Eϕ(r), (1)

o qual é freqüentemente chamado da equação de Gross-
Pitaevskii, com Hamiltoniano não linear
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onde N é o número de partículas condensadas.
Por causa do potencial de confinamento U(r), o auto-

valor (1) possui o espectro discreto, então as autofunções
relacionadas são os modos coerentes não lineares [4].

Nós consideraremos um potencial harmônico de si-
metria cilíndrica, com uma freqüência radial

ωr ≡ωx =ωy, (3)

e o parâmetro anisotrópico

ν
ω
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define a assimetria do confinamento.
É conveniente trabalhar com quantidades adimen-

sionais, medindo as variáveis espaciais
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onde o comprimento do oscilador transversal é definido
como
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O parâmetro de acoplamento (g) é definido como

g
a

l
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r
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sendo uma quantidade adimensional caracterizando intera-
ções atômicas. Definindo o Hamiltoniano e a função de
adimensional
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Em coordenadas cilíndricas, temos
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Então o autoproblema (1) transforma à equação

H EΨ Ψn n n= . (10)

Definindo os modos coerentes adimensionais Ψn e
seu espectro {En}; n sendo um multi-índice dos modos. No
final são assumidos para ser normalizados como

rdr d dz r zn
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2
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Podemos encontrar o espectro {En} para todos os ní-
veis de energia En relacionados com índice quântico n e
parâmetros de acoplamento arbitrário e anisotrópico g e ν,
respectivamente.

3. Teoria de perturbação otimizada

Para calcular o espectro do autovalor (10), nós empre-
garemos a teoria de perturbação otimizada, que consiste na
análise numérica do espectro estudado [15-19], o qual tem
sido aplicado por um número de modelos em Mecânica
Quântica, Física Estatística e Teoria Quântica de Campo
[15-26]. Numerosa referência em várias aplicações pode
ser encontrada em revistas [27-29]. É importante enfatizar
que a teoria de perturbação otimizada foi mostrada para
fornecer resultados precisos para todos os níveis de energia
e parâmetros de acoplamento grandes.

Começamos com Hamiltoniano inicial de um
oscilador harmônico

H = − ∇ + +1

2

1

2
2 2 2 2 2( ),u r zν (11)

tendo o oscilador os comprimentos como dois parâmetros
de teste, u e ν. Este Hamiltoniano possue os autovalores
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Com o número quântico radial n = 0, 1, 2,..., número
azimutal m = 0, ±1, ±2, número quântico axial j = 0, 1, 2... A
função de onda correspondente é
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onde Ln
m (.) é um polinômio de Laguerre e Hj é um poli-

nômio de Hermite.
Usando um variante da teoria de perturbação padrão,

tal com teoria de Rayleigh-Schröndiger, nos permite achar
uma seqüência {Ek(g, u, ν)} das energias Ek (g, u, ν) para

44 Sousa e Bagnato



ordens de aproximação k = 0, 1, 2,... Aqui, por simplicidade
de notação, as dependências dos níveis de energia nos
números quânticos não são escritas abaixo explicitamente,
mas são assumidos. Por exemplo, E0(g, u, ν) = E nmj

( )0 . Então

os parâmetros de teste serão transformados em funções de
controle[15-19] uk(g) e νk(g) tais que apresentam a seqüên-
cia {ek(g)} dos termos otimizados

e E
k
( ) ( , ( ), ( ))g g u g gk k k≡ ν (14)

Convergente. As funções controle podem ser encontradas
das condições de otimização. Por exemplo, nós podemos
empregar a condição do ponto-fixo

δ ∂
∂

δν ∂
∂ν

νu
u

g uk+



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E ( , , ) (15)

cujas soluções são u = uk(g) e ν = νk(g). Os aproximantes
otimizados (14) são válidos para números quânticos arbi-
trários e para o parâmetro de acoplamento g. O mesmo
procedimento pode ser usado para armadilhas anarmôni-
cas, descritos pelo potencial de confinamento anarmônico
de potências diferentes, inteiros ou não inteiros. Note que o
uso de armadilhas anarmônicas pode ser importante para
alguns experimentos [30] tratando com excitações cole-
tivas elementares.

Em primeira ordem, temos a energia
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Os números quânticos são introduzidos através das
combinações
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A condição do ponto-fixo (15) produz as equações
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para funções controle u = u1(g) e ν = ν1(g), onde, por
conveniência, a notação

s p qg nmj≡ 2 νI (19)

é usada. Substituindo as soluções para as funções controle,
dadas pelas Eqs. (18), na forma (16) resulta no aproximante
otimizado e1(g), de acordo com a definição (14). Este pro-
cedimento continua para uma desejada ordem de aproxi-
mação. Aqui limitamos na aproximação de primeira ordem

E E1≡ =e g g u g g1 1 1( ) ( , ( ), ( )),ν (20)

em que as funções de controle u1(g) e ν1(g) são soluções das
Eqs. (18). As equações finais, para um dado conjunto {n, m,
j} dos números quânticos e um parâmetro de acoplamento
exige uma solução numérica. Portanto, o espectro (20)
pode ser calculado apenas numericamente. Entretanto, é
sempre desejável possuir uma expressão analítica aproxi-
mada que poderia ser mais fácil tratar com respeito à varia-
ção dos parâmetros do sistema, tais como: números
quânticos e o parâmetro de acoplamento.

4. Raízes aproximantes auto-similares

Este método permite reconstruir expressões analíticas
do espectro dos modos coerentes não lineares [31,32]. En-
tão, precisamos conhecer as expansões assintóticas do es-
pectro nos limites dos acoplamentos fraco e forte. Estas
expansões para o espectro (20) podem ser derivadas das
Eqs. (16) e (18). É conveniente usar a variável (19) que é
proporcional ao parâmetro de acoplamento; assim se g→ 0,
então s → 0, e quando g →∞ , então s →∞ . No limite de
acoplamento-fraco, nós encontramos a expansão

E ≈ + + +a a s a s a s0 1 2
2

3
3 . (21)

Para acoplamento fraco podemos fazer s → 0. Os
coeficientes ai podem ser obtidos [32] onde
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No limite de acoplamento forte, obtemos
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As expansões assintóticas (21) e (22), válidos no limi-
te de acoplamento-fraco s → 0 e no limite de acopla-
mento-forte s → ∞, respectivamente, podem ser
construídas usando a técnica dos aproximantes cruzados
auto-similares [31,32]. Esta técnica constrói fórmulas inter-
polativas que fornecem corretas expansões assintóticas,
resultando em uma boa precisão no intervalo inteiro da
variável s. A descrição detalhada do método pode ser en-
contrada nas Refs. [31,32]. Com apenas um termo na
expansão de acoplamento-forte (22), nós obtemos a raiz
aproximante auto-similar de primeira ordem

E1
* = +a C s0 0

2 51( ) ,/ (23)

no qual
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Retendo dois termos na Eq. (22) fornece o aproxi-
mante de segunda ordem
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onde a0 é o mesmo da Eq. (23) e
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Similarmente, encontramos o de terceira ordem
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onde a0 é novamente o mesmo da Eq. (23) e
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No mesmo caminho, nós podemos construir aproxi-
mantes de alta ordem, que não escreveremos abaixo expli-
citamente.

Deixa-nos enfatizar que as raízes aproximantes auto-
similares (23) à (25) são válidas para toda extensão da
variável (19). As precisões das raízes aproximantes podem
ser avaliadas por comparar os seus valores com aqueles
obtidos numericamente das Eqs. (18) e (20).

O condensado Bose-Einstein é freqüentemente trata-
do por usar a aproximação de Thomas-Fermi (TF), quando
se omite o operador energia cinética na Eq. (10). Em tal
caso, a solução para Eq. (10), torna-se aproximação (TF)

Ψ ΘTF r z r r z
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A aproximação de Thomas-Fermi não é auto-consis-
tente desde que a média do Hamiltoniano (9), calculado
com a função de onda ΨTF, diverge. A energia ETF é válida
para um parâmetro de acoplamento assintoticamente gran-
de g→∞, mas para g pequeno e intermediário esta fórmula
não é precisa. Várias sugestões foram propostas para
melhorar a aproximação de Thomas-Fermi por meio de
correções adicionais [33-35]. Entretanto, esta aproximação
fornece-nos unicamente a energia do estado fundamental,
sendo incapaz para descrever os níveis de energia excitados
dos modos coerentes não lineares.

5. Conclusão

Os modos coerentes não lineares do condensado Bo-
se-Einstein na temperatura zero foram estudados. Estes
modos coerentes são descritos pela equação de Gross-
Pitaevskii e correspondem as soluções estacionárias desta
equação. Na presença de um potencial de confinamento, o
espectro dos modos coerentes é discreto. Então encon-
tramos os níveis de energia deste espectro relacionados
com os números quânticos arbitrários e alguns valores dos
parâmetros de acoplamento e outras propriedades dife-
rentes utilizadas em uma armadilha cilíndrica. Calculamos
o espectro dos níveis de energia através da teoria de pertur-
bação otimizada, o qual exigiu a solução numérica das
equações através das funções de controle. Outro método
empregado foi das raízes aproximantes auto-similares, que
resultaram nas expressões analíticas para o espectro dos
níveis de energia. A vantagem de se obter expressões ana-
líticas está na viabilidade de um estudo mais detalhado do
comportamento de todos os parâmetros que caracterizam o
sistema.As propriedades dos modos coerentes estão sendo
melhores compreendidas através das condições de otimi-
zação através da observação experimental.
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