Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 26, n. 1, p. 43-47 (2004)
www.sbfisica.org.br

Gases bosonicos armadilhados
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O espectro dos modos coerentes para gis atdmico de Bose diluido, confinado em uma armadilha harmdnica ndo
isotropica € determinado e utiliza-se da teoria de perturbac¢@o otimizada e a técnica das raizes aproximantes
auto-similares. As expressoes obtidas s@o vélidas para niveis de energia arbitrarios de todos os modos coerentes
excitados. Este artigo deve ser utilizado como ponto de inicio para os alunos que querem se aprofundar no tema
de condensacdo de Bose-Einstein atualmente presente em quase todos periddicos de Fisica.
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The spectrum of coherent modes for dilute atomic Bose gas, confined in a non-isotropic harmonic trap, is deter-
mined by using the optimized perturbation theory and the technique of self-similar root approximants. The ob-
tained expressions are valid for arbitrary energy levels of all excited nonlinear coherent modes. This article must
be used as an introduction for the students that want to deepen nowadays in the theme of the Bose-Einstein con-

densation.
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1. I Introducio

Desde sua realizag@o experimental a condensagdo de
Bose-Einstein tem sido tema constante na maioria dos
periddicos internacionais. Desta forma, € interessante for-
necer subsidios para que os estudantes do curso de pés-gra-
duacdo possam acompanhar tal vasta literatura.

Em baixas temperaturas, o condensado Bose-Einstein
de gases atomicos confinados é bem descrito pela equagdo
de Gross-Pitaevskii [1-3]. Em equilibrio, o estado conden-
sado corresponde a solucdo do estado fundamental desta
equagdo. A estrutura matemadtica da equacdo de Gross-
Pitaevskii € idéntica a equag@o de Schrodinger nio linear.
Na presenca de um potencial de confinamento, ela possuira
um conjunto discreto de estados estaciondrios.Tais estados
podem ser interpretados como modos coerentes nao linea-
res de d&tomos confinados [4] correspondendo ao conden-
sado de Bose no estado niao fundamental. As excitagdes
destes modos podem ser realizadas por meio da modulagdo
ressonante de um potencial externo [4-6]. Tais modos tém
sido estudados em Refs. [7-9] e o modo dipolo tem sido
observado experimentalmente [10].

Nao devemos confundir os modos coerentes nao li-
neares, que sdo solucdes estaciondrias da equacdo de
Gross-Pitaevskii ndo linear, com excitagdes coletivas ele-
mentares, que sdo solucdes das equacdes de Bogolubov-De
Gennes lineares [3]. Os modos coerentes nao lineares sdo as
vezes chamados de modos topolégicos. Cada modo ndo
linear produz suas préprias excitagdes coletivas como pe-
queno desvio em volta do modo dado. Estas excitacdes
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coletivas correspondem as pequenas flutuacdes de densi-
dades e estdo relacionados com o espectro de Bogolubov
para o hélio superfluido [11] e o condensado Bose-Einstein
confinado [12]. No primeiro caso, estd o espectro fonon-ro-
ton (hélio superfluido) [13,14]. No caso dos 4tomos confi-
nados diluidos, ¢ um ramo fonon-particula (condensado
Bose-Einstein confinado). As excitagdes coletivas em volta
dos modos coerentes do estado ndo fundamental ainda ndo
foram consideradas.

Antes de considerar as perturbagdes dos modos coe-
rentes ndo lineares, é necessdrio ter uma descri¢do precisa
das suas propriedades. Em particular, para melhor entender
as caracteristicas do espectro dos modos nao lineares. Os
estudos deste espectro foram iniciados na Ref. [4] e no caso
de uma interacdo fraca, foi também considerado na Ref. [9].
No presente trabalho, daremos uma descri¢do geral do
espectro de modo nio linear para 4tomos confinados em
uma armadilha cilindrica. N6s descreveremos um método
para calcular os niveis de energia arbitrarios deste espectro
para alguma magnitude do parametro de interacdo. Tam-
bém construiremos expressdes analiticas aproximadas para
o espectro. Tendo em maos tais expressdes analiticas é
conveniente estudar o espectro dependente dos nimeros
quanticos e parametros do sistema com resultados experi-
mentais.

2. Equacao para modos coerentes

As interagdes de dtomos em gases diluidas sdo carac-
terizadas pelo potencial de contato de Fermi
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as
k)

D(r) = Ad(r), A=4nn’

n,

no qual a, € o comprimento de espalhamento da onda-s m,, a
massa atdmica e A representa a interacdo de cada particula.
O potencial de confinamento € geralmente tomado na for-
ma

m
U(r) = TO(wirf +orr’ +olrl),

onde ®, ® e ®, sdo as freqiiéncias do oscilador.

O campo coerente @(r), normalizado para unidade, é
descrito [3] pela equacdo

H[o(r)]o(r)=Eo(r), (D

o qual é freqiientemente chamado da equagdo de Gross-
Pitaevskii, com Hamiltoniano néo linear

2y72
Hlo(r)| = - “va

2
>

+U(r) + NAQ(r) )

0

onde N é o nimero de particulas condensadas.

Por causa do potencial de confinamento U(r), o auto-
valor (1) possui o espectro discreto, entdo as autofungdes
relacionadas sdo os modos coerentes nao lineares [4].

Nos consideraremos um potencial harmdnico de si-
metria cilindrica, com uma freqiiéncia radial

0=0=0, (3)

e 0 parametro anisotrépico

v=— @)
®

r

define a assimetria do confinamento.

E conveniente trabalhar com quantidades adimen-
sionais, medindo as varidveis espaciais

rEXi’ ZE;’ (5)

onde o comprimento do oscilador transversal é definido
como

;= |- ©6)

O parametro de acoplamento (g) é definido como

a
=4n—
& [

N, (7

r

sendo uma quantidade adimensional caracterizando intera-
coes atdmicas. Definindo o Hamiltoniano e a funcdo de
adimensional
Hlo(r
)
no,

Wy, =100 ®)

Em coordenadas cilindricas, temos
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H=—lv2 4L +v22?) + gyl 9)
2 2
onde
2 2 2
or* ror r*oe’ 07
Entao o autoproblema (1) transforma a equacao
HY, =E,¥,. (10)

Definindo os modos coerentes adimensionais ‘¥, e
seu espectro {E, }; n sendo um multi-indice dos modos. No
final sdo assumidos para ser normalizados como

o

T rdrT do j 2|, (r. ¢, Z)‘z —1L
o0

—oco

Podemos encontrar o espectro {E } para todos os ni-
veis de energia E, relacionados com indice quéntico n e
parametros de acoplamento arbitrario e anisotrépico g e v,
respectivamente.

3. Teoria de perturbacao otimizada

Para calcular o espectro do autovalor (10), nds empre-
garemos a teoria de perturbacio otimizada, que consiste na
andlise numérica do espectro estudado [15-19], o qual tem
sido aplicado por um nimero de modelos em Mecanica
Quantica, Fisica Estatistica e Teoria Quantica de Campo
[15-26]. Numerosa referéncia em vdrias aplicacdes pode
ser encontrada em revistas [27-29]. E importante enfatizar
que a teoria de perturbacdo otimizada foi mostrada para
fornecer resultados precisos para todos os niveis de energia
e parametros de acoplamento grandes.

Comecamos com Hamiltoniano inicial de um
oscilador harmdnico

1 1
H=-—V?+-@’r’ +v’z%), 1D
2 2
tendo o oscilador os comprimentos como dois pardmetros
de teste, u e v. Este Hamiltoniano possue os autovalores

E) =(2n +m+1)u+(j+;)¢p, (12)

Com o ndmero quantico radial n =0, 1, 2,..., nimero
azimutal m =0, =1, £2, nimero quantico axial j=0, 1,2... A
funcdo de onda correspondente é

1 u 2
2ntu”* |y (5]

ni| | €
L;"(urz)em(v) 1 e(ffz"]H,(\Nzx

\/% T [zij

onde L) (.) € um polindmio de Laguerre e H, ¢ um poli-
nomio de Hermite.

Usando um variante da teoria de perturbacio padrio,
tal com teoria de Rayleigh-Schrondiger, nos permite achar
uma seqiiéncia {E,(g, u, v)} das energias E, (g, u, V) para

YO (re,2) = X

nmj

13)
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ordens de aproximagdo k=0, 1, 2,... Aqui, por simplicidade
de notagdo, as dependéncias dos niveis de energia nos
nimeros quanticos ndo sdo escritas abaixo explicitamente,
mas sdo assumidos. Por exemplo, E,(g, u, v) = E).. Entio

nmj *
os parametros de teste serdo transformados em funcdes de
controle[15-19] u (g) e v (g) tais que apresentam a seqiién-
cia {e,(g)} dos termos otimizados

e (@9 =E,(gu. (9.v,(g) (14)

Convergente. As funcdes controle podem ser encontradas
das condi¢des de otimizagdo. Por exemplo, nés podemos
empregar a condi¢do do ponto-fixo

)

d
(Suau+8Vav)Ek(g,u,v) (15)

cujas solucdes sdo u = u,(g) e v = v, (g). Os aproximantes
otimizados (14) sdo validos para nimeros quanticos arbi-
trarios e para o parametro de acoplamento g. O mesmo
procedimento pode ser usado para armadilhas anarmoni-
cas, descritos pelo potencial de confinamento anarmonico
de poténcias diferentes, inteiros ou ndo inteiros. Note que o
uso de armadilhas anarménicas pode ser importante para
alguns experimentos [30] tratando com excitagdes cole-
tivas elementares.
Em primeira ordem, temos a energia

2
E, (g uV) :1;(”+1)+Z(V+VJ+uﬁg1nmj. (16)
A%

u
Os ndmeros quanticos sdo introduzidos através das
combinagdes

p=2n+pm[+l, g=2j+1 (17)

E da integral

_ oo ! _2 n!
Loy = 5 ¥l 0.2 rdrdode = [(n +m2’ j!] "

< 2m| 2x m| 22174
[Txe [Ln (x)]dxjo e H (1.

A condicdo do ponto-fixo (15) produz as equacdes

1 NEAY v? us
p(1_2)+\/7=0, q(l_2)+=0,
u pv g \% PVA/Vg
(13)

para fungdes controle u = u,(g) e v = v,(g), onde, por
conveniéncia, a notacdo

s52p\/ggvlnmj (19)

€ usada. Substituindo as solu¢des para as fungdes controle,
dadas pelas Egs. (18), na forma (16) resulta no aproximante
otimizado e (g), de acordo com a defini¢do (14). Este pro-
cedimento continua para uma desejada ordem de aproxi-
macao. Aqui limitamos na aproximacao de primeira ordem

E=¢(9=E, (gu (8,v,(8), (20)
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em que as funcdes de controle u,(g) e v,(g) sdo solucdes das
Egs. (18). As equagdes finais, para um dado conjunto {n, m,
J} dos nimeros quanticos e um parametro de acoplamento
exige uma solu¢do numérica. Portanto, o espectro (20)
pode ser calculado apenas numericamente. Entretanto, é
sempre desejavel possuir uma expressdo analitica aproxi-
mada que poderia ser mais facil tratar com respeito a varia-
¢do dos parametros do sistema, tais como: nimeros
quanticos e o parametro de acoplamento.

4. Raizes aproximantes auto-similares

Este método permite reconstruir expressdes analiticas
do espectro dos modos coerentes nao lineares [31,32]. En-
tdo, precisamos conhecer as expansdes assintéticas do es-
pectro nos limites dos acoplamentos fraco e forte. Estas
expansdes para o espectro (20) podem ser derivadas das
Egs. (16) e (18). E conveniente usar a varidvel (19) que é
proporcional ao parametro de acoplamento; assim se g — 0,
entdo s — 0, e quando g — oo, entdo s — oo . No limite de

acoplamento-fraco, nés encontramos a expansao
_ 2 3
E=a,+a,s+ta,s” ta,s". (21)

Para acoplamento fraco podemos fazer s — 0. Os
coeficientes a, podem ser obtidos [32] onde

_ (p+2qv)°

qv 1 u
L o167 (gw™”

a,=p+-—, a, = ,
’ 27 2p(qv'”?)
No limite de acoplamento forte, obtemos

E=bys® +b s> +b,s +b,s? +b,s ",

(22)

onde

4b, =5, 4b, =2p2 +(qv)2,
20b, =-3p* +2p*(qv)’ —2qv)*,
206, =2p° —p*(qv)* —=2p*(qV)* +2qV)°,
5006, = —44p8 +22p6(q\/)2 +2p4(qv)4
+78p%(qv)® —69(gv)*
125006, =1122p"° —=595p°(gv)* —=70p° (qv)*
+440p* (qv)° —3640(qv)* +2821(gv)"°

As expansoes assintdticas (21) e (22), validos no limi-
te de acoplamento-fraco s = 0 e no limite de acopla-
mento-forte s — oo, respectivamente, podem ser
construidas usando a técnica dos aproximantes cruzados
auto-similares [31,32]. Esta técnica constréi formulas inter-
polativas que fornecem corretas expansdes assintéticas,
resultando em uma boa precisdo no intervalo inteiro da
varidvel s. A descricdo detalhada do método pode ser en-
contrada nas Refs. [31,32]. Com apenas um termo na
expansdo de acoplamento-forte (22), nés obtemos a raiz
aproximante auto-similar de primeira ordem

*

E, =a,1+C,", (23)

no qual
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a, =p+‘LzV, C,al’® =1,746928.

Retendo dois termos na Eq. (22) fornece o aproxi-
mante de segunda ordem

B, =a,[0+C,9%" +C,57] " (24)

onde g, ¢ o mesmo da Eq. (23) e
25/6 2 20 5
Cay"* =2533913[2p” +(qv)* |, C,a; =3,051758.
Similarmente, encontramos o de terceira ordem

E' = [ 6/5 o R 3 e
c=a,q[+B 9 +B,s* | +Bys , (25)

onde g, € novamente o mesmo da Eq. (23) e

Bla(])25/22 [2172 +(qv)2]5/66 =
1405453[8p* +12p> +(qw* +(q' |

10/11

B,a®" :6,619620[2;72 +(qv)2] ,
B,al® =5331202.

No mesmo caminho, nés podemos construir aproxi-
mantes de alta ordem, que ndo escreveremos abaixo expli-
citamente.

Deixa-nos enfatizar que as raizes aproximantes auto-
similares (23) a (25) sdo vdlidas para toda extensdo da
varidvel (19). As precisdes das raizes aproximantes podem
ser avaliadas por comparar os seus valores com aqueles
obtidos numericamente das Egs. (18) e (20).

O condensado Bose-Einstein é freqiientemente trata-
do por usar a aproximacao de Thomas-Fermi (TF), quando
se omite o operador energia cinética na Eq. (10). Em tal
caso, a solucdo para Eq. (10), torna-se aproximagao (TF)

2 2 2.2 172
r, —r vz
Yo (r,2) =0(r) —r? —szz)[oJ ,

onde r, =2E,, eaenergia é obtida da condi¢do de norma-

lizagdo para \¥',,, que resulta na expressdo

1(15 "

E,. 2 (47t gv) .

A aproximacdo de Thomas-Fermi ndo ¢ auto-consis-
tente desde que a média do Hamiltoniano (9), calculado
com a fungdo de onda ¥,,, diverge. A energia E,, é valida
para um parametro de acoplamento assintoticamente gran-
de g— oo, mas para g pequeno e intermedidrio esta férmula
ndo € precisa. Vdrias sugestdes foram propostas para
melhorar a aproximagdo de Thomas-Fermi por meio de
correcdes adicionais [33-35]. Entretanto, esta aproximagao
fornece-nos unicamente a energia do estado fundamental,

sendo incapaz para descrever os niveis de energia excitados
dos modos coerentes ndo lineares.
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5. Conclusao

Os modos coerentes ndo lineares do condensado Bo-
se-Einstein na temperatura zero foram estudados. Estes
modos coerentes sdo descritos pela equacdo de Gross-
Pitaevskii e correspondem as solucdes estaciondrias desta
equacdo. Na presenga de um potencial de confinamento, o
espectro dos modos coerentes ¢ discreto. Entdo encon-
tramos os niveis de energia deste espectro relacionados
com os nimeros quanticos arbitrdrios e alguns valores dos
parametros de acoplamento e outras propriedades dife-
rentes utilizadas em uma armadilha cilindrica. Calculamos
o espectro dos niveis de energia através da teoria de pertur-
bacdo otimizada, o qual exigiu a solu¢cdo numérica das
equacdes através das funcdes de controle. Outro método
empregado foi das raizes aproximantes auto-similares, que
resultaram nas expressdes analiticas para o espectro dos
niveis de energia. A vantagem de se obter expressdes ana-
liticas estd na viabilidade de um estudo mais detalhado do
comportamento de todos os parametros que caracterizam o
sistema.As propriedades dos modos coerentes estdo sendo
melhores compreendidas através das condi¢des de otimi-
zacdo através da observacdo experimental.
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