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A existéncia de simetrias em equacgdes diferenciais pode gerar transformagdes em varidveis dependentes e
independentes que facilitam a integragdo destas equacées. Em especial, Sophus Lie desenvolveu no século XIX uma
forma de extragdo de simetrias que podem ser usadas efetivamente para revelar as integrais primeiras, ou seja, as
constantes de movimento, que muitas vezes podem estar escondidas. Estes invariantes podem em algumas situacoes
ser identificados pelo teorema de Noether ou a partir de manipulagdes das préprias equagdes com transformacées
de Lie. Nos cursos iniciais de mecéanica cldssica, apesar de todo o formalismo em cima dos teoremas de conservacao
de energia e momento linear/angular, a relacdo disto com a existéncia de possiveis simetrias de Lie ndo é destacada
de forma clara e objetiva. Neste sentido, o presente artigo busca apresentar uma introdugdo as simetrias de Lie
usando uma linguagem acessivel para um aluno de graduacgdo de fisica, matematica ou engenharia com dominio
béasico em fundamentos de célculo com vérias varidveis. Para ilustrar a abordagem, considera-se um problema
classico de mecénica considerando um pido em regime de movimento com precessdo estacionaria. A partir das
equacoes de movimento obtidas, as simetrias de Lie sdo identificadas e usadas na transformacio para a reducao da
ordem. As integrais primeiras sdo obtidas a partir deste resultado com o Teorema de Noether, mostrando que
neste exemplo e condicdo as simetrias de Lie também sdo simetrias de Noether. Por fim, a resolu¢ido das equagGes
de movimento podem ser feitas usando func¢des elipticas de Jacobi para a obtencao dos angulos de precesséo,
nutacdo e spin nas condigOes apresentadas.

Palavras-chave: Simetrias de Lie. Teorema de Noether. Pido simétrico. Constantes de movimento. Fungoes
elipticas de Jacobi.

The existence of symmetries in differential equations can generate transformations of dependent and independent
variables that facilitate the integration of these equations. In the nineteenth century, Sophus Lie developed a
method of extracting symmetries that can be used effectively to reveal first integrals of a differential equation.
These invariants can in some situations be identified by the Noether theorem or from manipulating the equa-
tions themselves with Lie transformations. Despite the formalism over conservation theorems for energy and
linear /angular momentum, initial courses in classical mechanics often do not clearly or objectively highlight
the relationship between conservation laws and the existence of possible Lie symmetries. For this reason, we
seek to present an introduction to Lie symmetries using a language accessible to a graduate student in physics,
mathematics, or engineering with basic mastery of classical mechanics in several variables. In order to illustrate
the approach, we consider the classical problem of a spinning top with stationary precession. From the equations
of motion, the Lie symmetries are identified and used in a transformation that results in an order reduction. The
first integrals are obtained from this result using the Noether theorem, and we illustrate that the Lie symmetries
for this problem are also Noether symmetries. Finally, the solution to the equations of motion are written using
Jacobi elliptic functions, and from this we obtain the precession, nutation and spin angles under the presented
conditions.

Keywords: Lie symmetries. Noether theorem. Symmetric top. Motion constants. Jacobi elliptic functions.
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1. Introducao

Muitos problemas encontrados em ciéncia podem ser des-
critos por equacoes diferenciais que precisam ser resolvi-
das ou aproximadas por métodos analiticos ou numéricos
de integragdo [1H3]. No século XIX, o noruegués Sophus
Lie apresentou uma alternativa visando solucionar equa-
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¢oes diferenciais usando simetrias que podem se associar
com invariantes ou quantidades conservadas [4}5].

Uma simetria de um sistema de equagcoes diferenciais
é um conjunto de transformagbes que mapeiam qualquer
solugdo para outra solucgdo do sistema, mantendo-a invari-
ante [6,7]. Tais transformagdes sdo grupos que dependem
de parametros continuos e consistem em transformagoes
pontuais, também conhecidas como simetrias pontuais,
atuando no espago do sistema de varidveis dependen-
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tes e independentes, bem como em todas as derivadas
das varidveis dependentes [8]. Exemplos elementares de
grupos de Lie incluem as translagoes, rotagoes e esca-
lonamento que podem ser feitos corriqueiramente em
algumas equagoes diferenciais. Porém, outras simetrias
nao triviais também sado possiveis de existirem.

Assim, o conhecimento de grupos de transformacoes
de Lie de um sistema de equacdes diferenciais pode ser
usado, por um lado, para reduzir a ordem ou, em alguns
casos, reduzir as préprias equagoes diferenciais, tanto
ordindrias quanto parciais, para uma quadraturaﬂ [94/10].
As simetrias tém sido usadas para obter solugoes dos
mais diferentes tipos de problemas, como por exemplo,
vorticidade em dindmica de fluidos [11], equagdo do calor
[12H14], equacdo da onda [15,/16], mecanica do continuo
envolvendo plasticidade [17], problemas de elasticidade
em barras, vigas e placas [18}/19], teoria de campos a
temperatura finita e teoria cinética relativistica [20], entre
outros.

As relagbes entre simetria e invaridncia sao fundamen-
tais na fisica e aparecem em todas as areas a partir de
principios de conservacdo [21]. Um caso particular, é a
obtencao de leis de conservagao a partir da aplicagdo do
Teorema de Noetherﬂ em sistemas de equacdes diferen-
ciais variacionais descritos por uma lagrangiana [2224
Em um tnico artigo, Noether publicou suas descobertas
envolvendo a relagao crucial entre simetrias e constantes
se conservando, bem como o impacto de simetrias nas
equagoes de movimento. Varios autores mostram que
algumas classes de equagoes diferenciais geradoras de
simetria de Lie também sao simetrias de Noether, ou
seja, estdo associadas com a propriedade bem conhe-
cida envolvendo os principios de conservagao de energia,
conservacao de momento linear e conservagao de mo-
mento angular [25H27]. Sabe-se que uma simetria de Lie
também é uma simetria de Noether se ha a conservagao
da agdo integral (lagrangiana) [28]. No entanto, existem
casos que uma simetria de Noether nao é uma sime-
tria de Lie [29]. Os contra-exemplos mais comuns sdo
dados por grupos de transformacao de escala [30]. O
teorema de Noether, enunciado no inicio do século XX,
diz respeito & invariancia de um problema variacional]
sob a a¢do de um grupo de Lie com um ntmero finito
de geradores infinitesimais independentes, que é situacéo
tipica na mecénica cldssica e na relatividade especial [31].
Neste teorema, Emmy Noether formulou com completa

IPor quadratura se entende uma integral com resultado inverso co-
nhecido por fungées elementares ou especiais, por exemplo fungoes
elipticas de Jacobi.

20 trabalho magistral de Emmy Noether, [53], completa 100 anos
em 2018.

3As equacdes da mecénica cléssica e relativistica e da fisica sdo
obtidas exigindo que uma integral de acdo associada a uma la-
grangiana que descreva o sistema, seja extrema. Tais equagdes sao
chamadas equagdes variacionais ou equacdes de Euler-Lagrange.
Pode-se dizer que elas derivam de um principio variacional, também
chamado de principio de agdo. Elas expressam a anulagido da deri-
vada variacional, também denominada derivada de Euler-Lagrange
ou diferencial de Euler-Lagrange da lagrangiana.
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generalidade a correspondéncia entre as simetrias de um
problema variacional e as leis de conservacao para as
equagdes variacionais associadas [32}[33].

Neste sentido, este artigo busca determinar as simetrias
de Lie associadas com as equagoes diferenciais ordindrias
que descrevem o movimento de um pidao simétrico em mo-
vimento de precessao estacionaria e aplica-las ao teorema
de Noether para obtencao de constantes de movimento.
Provada a origem da conservagao de energia e momentos,
pode-se determinar a solugdo analitica das equacoes do
movimento através da solugdo por quadraturas por meio
de funcdes elipticas de Jacobi, que foram recentemente
discutidas em Lemos (2017) [34]. Em seu trabalho, Lemos
(2017) discute a importéncia de se utilizar as funcdes
elipticas para a solu¢do de varios problemas interessan-
tes encontrados na fisica, embora estas nao sejam muito
populares nos dias atuais.

Este trabalho esta organizado em seis se¢oes. Primei-
ramente é feita uma breve introducao sobre as equagoes
de movimento usadas e uma fundamentagdo matematica
basica envolvendo simetrias de Lie. Importante desta-
car que as simetrias de Lie sdo apresentadas com uma
notagdo e com base em conhecimentos basicos de cédlculo
de varias varidveis que se espera de um aluno no segundo
ano de um curso de ciéncias exatas. Posteriormente, as
simetrias de Lie do pido simétrico com um ponto fixo
sdo extraidas. Com isso, é feita a aplicacdo das simetrias
de Lie no teorema de Noether para a indentificacao das
constantes de movimento e posterior redugdo de ordem
para a determinacao da solugao analitica do problema
envolvendo a manipulacdo com fungoes elipticas de Ja-
cobi, que ainda nao sdo amplamente usadas em um curso
de mecénica classica [35/36]. Por fim, as consideragoes
finais s@o apresentadas.

2. Piao Simétrico com um Ponto Fixo

A figura representa um pido simétrico com massa m
que esta fixo em O. Para se parametrizar o movimento
do pido no espago, deve-se fazer uma sequéncia de trés
rotacbes consecutivas em torno de trés eixos diferentes,
utilizando os dngulos de Euler. Primeiramente, toma-se

como referéncia inercial, Z, o eixo (X, Y, Z) e {%,j, l%}
fixo em O. A primeira rotagdo é em torno do eixo Z = z;
com velocidade angular w com um angulo de precessao
¥ no sistema moével By com (z1, yi1, 21) € {21,51,1%1}.
O segundo giro é feito em torno de.xl = x5 no sentido

positivo, com velocidade angular 6 e com um &angulo
de nutag@o 6 no sistema mével By com (za, Y2, 22) €

{52,32, /%2} Por fim, é feita a Gltima rotacdo em torno
de 25 = z com uma velocidade angular ¢ e um angulo
¢ no sistema moével By com (z, y, 2) e {%3,53,@3}. O
centro de massa do pido é representado pelo ponto A e a

distdncia do ponto O até este ponto ao longo do eixo z é
£ 1351[37].
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X A e
T = T2

Figura 1: Pido simétrico com um ponto fixo.

A partir da figura é possivel descrever a velocidade
angular do pido, p,w, no sistema g, coincidente com os
eixos de simetria [38]:

BW =B, ‘i’ +B, @ +5, (i’ =
015 + Ursen s + (QS + 1 cos 9) ko (1)

sendo Bz‘il o vetor velocidade angular de precessao, 32@
o vetor velocidade angular de nutagao e 52<i> o vetor
velocidade angular de rotacdo propria do pido, todos
representados na base p,. A lagrangiana pode ser obtida
por [37]:

L=T-YV (2)

sendo T a energia cinética dada por:

T = 32(.0 I5,w (3)

e I o tensor de inércia do pido de massa m calculado com
relacdo aos eixos principais x2, Y2 € 22, dado por:

I, 0 0
I=[0 I, O
0o 0 I,

sendo I,,, I, e I,, componentes do tensor de inércia
com relagdo aos eixos x3, Y2 € 22 respectivamente. Con-

siderando que o pido é simétrico, entao I, = I, = I,
com isso:
I 0 0
I=(0 I O
0 0 I

Uma vez calculada a velocidade angular do pido, a energia
cinética fica descrita como:

T = ST +dPsen®) + 51, (b + deost)” ()
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e a energia potencial, V:
V = mgl cosf (5)
sendo g a aceleragao da gravidade.
Com isto:
L= 2 (92—1—1/1 sen 2 )—l— I, (qb+1/;cos€) —mgl cos 6

(6)
Assim, com o uso das equagbes de Euler-Lagrange sao
obtidas as equagoes de movimento do pido:
1 (6 — )% senf cos 9) + 1, (1/)2 senf cos @ + ¢n) sen 9)
—mglsenf =0
I (@Z}senﬁ + 21/}90030) — 1.6 (w cosf + gb) =0 (7)
1, (¢ + &cos@ — 1,bésen9) =0
Assumindo que as velocidades angulares de precessao
w (;S sdo constante, pode-se modificar a eq. e obter

as equagdes do movimento para o pido para a condigéo
particular considerada:

I (0 — )% senf cos 9) + 1, (1/}2 sen f cos @ + ¢n) sen 9)
—mglsenfd =0
I (2¢0cos6) —I.,0 (Ycosd + ) =0 (8)
I, (1&9 senfl) =0
As equagoes do movimento obtidas sdo equacgoes di-
ferenciais ordindrias ndo-lineares [39]. Para facilitar o
calculo das simetrias de Lie, é interessante escrever essas
equagoes na forma F; = 0, com i = 1,2, 3. Com isso, as
equacdes de movimento ficam:
Fr=1 (0 —4? sen@cos@)
+1,, (1/)2 sen 6 cos 0 + ¢i) sen 0)
Fo=1(2¢0cosf) — I,0 (Ycosf+¢) =0 (9)
Fz=1, (ILH-SGHQ) =0

—mglsenf =0

Nota-se também que as variaveis ¢ e ¢ nao aparecem
explicitamente na lagrangiana sendo, portanto, variaveis
ciclicas. A existéncia de uma varidvel ciclica indica que os
momentos generalizados correspondentes sdo constantes
[40]. Ao se determinar as simetrias de Lie, encontram-se
geradores infinitesimais correspondentes & essas mesmas
variaveis que quando aplicados ao teorema de Noether
revelam também estes invariantes, como serd mostrado a
seguir.

3. Simetrias de Lie

Esta secao busca apresentar os fundamentos béasicos en-
volvidos na extragdo de simetrias de Lie a partir de
sistemas de equacoes diferenciais. O assunto aqui abor-
dado é amplamente disponivel em excelentes livros textos
como [30,/41}42].
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3.1. Geradores infinitesimais

De forma geral, assumindo uma variavel genérica q =
q(t), um grupo de transformacio envolvendo as varidveis
dependente ¢ e independente ¢ a um pardmetro continuo
e € R pode ser feito para obter novas variaveis t e ¢ a
partir de [30L41}/42]:

t= a(t7Q7€)7 q= N’(t?(lve) (10)

sendo a e p funcdes analiticas que, normalmente, sao
desconhecidas e que realizam estas transformagées. Pode-
se expandir ¢ e ¢ usando séries de MacLaurin em torno
de € através de:
) an
e—0

_ Ja _ ou
t=tte| =— , qrqte|
e—0 e

Oe
desde que € — 0 constitui a identidade do grupo. Defi-
nindo novas fungoes infinitesimais descritas por:

Oa ou

85 nq (ta q) = E

(tq) = (12)

e—0

pode-se reescrever as expressoes da equagdo (L1]) como:

trt+eg(t,q), g~ q+eng(t,q) (13)

Contudo, além das mudangas nas variaveis ¢t e ¢, uma
extensao para as derivadas de alta ordem ¢ e ¢ devem
ser obtidas, conhecidos como prolongamentos de ordem
superior.

3.2. Prolongamento das transformacées e seus
geradores

Uma vez que as transformagoes com os geradores infinite-
simais sera feita em uma equacao diferencial é necessario
se prolongar as transformagdes nas respectivas deriva-
das [43-46]. A aproximagdo por ¢ fica sendo:

dq
dt

sendo dq = dq + edn, e dt = dt + ed€. Derivando estes
termos com relagao a t:

q= (14)

dg _ . dt
a = ¢+ £Dy(ng), 7 =1+4¢eDy(§)
sendo D, a derivada total, dada por:
0 0 0
D, = — 15
"= 99 TG (15)

pela definicao anterior, sabe-se que € — 0 e com o auxilio
da regra do binomiaﬁ

5= m ~ {d+<Dulng)} {1 = Du(&)} =

G — GeDy(&) + €Dy (ng) — €°Dy(ng) D (§) ~ ¢ + f‘/ﬁ((l) )
16

Yl =1+ de+ 2002
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como pode-se observar, na penultima passagem ha uma
simplificacdo, j& que € ~ 0 consequentemente £2 = 0. O
termo 5(1) pode ser escrito como:

5(1)@ q,q) = Dt(nq) —4D¢(§)

on, on o€ 0 | . o
—af+(a§—at)q @ an

que é o primeiro prolongamento.

Em sistemas de equagoes diferenciais com termos de
alta ordem, deve-se estender essa ideia para essas variaveis.
Com isso, pode-se escrever ¢ através do campo vetorial
v={¢ nq}T e ¢ através do mesmo procedimento reali-
zado anteriormente.

. dj D (¢+e8Y)  G+eD (BY)
IT@ T D) T 14D | (s)

{d+5Dt (5(1))}{1 — oD, (6)) ~ G+ e

sendo:

B (t,0.d,d) = i (BV) = 4Dy (&)
_ 827711 8277q 825 .
~ e T (28t8q - at2>

3nq PEN o P s
(G- )@ - S5 @ (9
+ (8’7" 235) i~ 304

dq ot dq

o prolongamento de segunda ordem [42]. De forma geral
um prolongamento de ordem k é dado por [42]:

k
B9 (t,q,4,4,...,9)
(k—j+1)

k k!
_Z(k—j)!j! 1

Jj=1

Dy)’ € (20)

sendo k =1,2,3,.... Lembrando que ¢ pode ser 6, ¢ ou
1) no problema considerado neste artigo.

3.3. Teorema de Lie

Apés calcular o prolongamento das transformagoes e
considerando agora as coordenadas originais 6, 1 e ¢, uma
vez conhecido o campo vetorial y={& 1y 7y 77¢}T,
um gerador infinitesimal de simetria pode ser obtido a
partir de [47]:

d
¢ % 0 0 0
Mo a0
X = R + 21
o ()5 5 Rl %8@5( )
L)
Mg ¢

e aplicando o operador de segunda ordem U" para estas
varidveis [48]:

0 0 0
Z/[” _ (1) ( )
5\ T ag 90 99

g5 (@)
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Tabela 1: Geradores infinitesimais da equag&o (9).

§ g

Xlzg 1 0
%t

Xo = — 0 1
%

X3 = — 0 1

e

Com isso, a condicao de Lie é dada por:

U"+x)F,=0 (23)

OF, OF  OF . OF

u +X)f¢:§at +779W+77w% Larys
0 0 0

(€0) = 2 @2 —9 24

+8 ( +a¢+a¢> B 50 (24)

sendo F; o sistema de equagoes dado pela equagio (9)
com i = 1,2 3.

O critério infinitesimal de invaridncia, descrito pela
equacao , envolve t, 0, ¢ e ¢, e as derivadas de 6,
1 e ¢ com respeito a t, assim como as variaveis &, 7y,
Ny € Ng. Depois de eliminar toda a dependéncia das
derivadas envolvendo 6, ¥ e ¢, pode-se equacionar os
coeficientes das derivadas parciais remanescentes de 6,
1 e ¢ a zero. Com isso, pode-se ter como resultado um
grande numero de equacoes diferenciais parciais para
determinar as funcées &, ng, 1y € 1g. Estas equacgoes
sdo conhecidas como equacdes determinantes para um
grupo de simetrias de um determinado sistema [30]. A
determinacao das solugoes destas equagdes determinantes
pode ser feita através da utilizacdo de alguns pacotes de
manipulagio simbélica, como o wxMaxima, Mathematica
(Sym [49] e/ou MathLie [41]), Maple (DETools e/ou
PDETools), entre outros.

3.4. Aplicagao das simetrias de Lie nas
equacoes do Piao

Aplicando a condi¢ao de Lie, dada pela equagao ,
no sistema de equagoes (9), é possivel obter as seguintes

equagoes determinantes: %% =0, %% =0, %Ltw =0,
Oy _ g e _ o e _ o One _ g O _

00 =0 oY =0 ¢ =0 ot =0 00 =0
% _, 98 =0, o =0 o¢ =0 e 9 = 0. Resolvendo

o 9o 00 ot
estas equagoes é possivel encontrar os seguintes geradores
infinitesimais para a equagdo (9) listados na tabela .

O gerador infinitesimal X; estd correlacionado com
a translacao temporal e corresponde ao invariante as-
sociado a conservacao de energia, desde que nao haja
dissipagao. O segundo e o terceiro gerador infinitesimal
correspondem a rotacdo ¥ e ¢ que estao diretamente
ligados & conservagao dos momentos angulares associa-
dos as varidveis 1 e ¢. Para demonstrar e verificar essas
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constantes, os geradores infinitesimais determinados pe-
las simetrias de Lie, podem ser aplicados ao teorema de
Noether.

4. Teorema de Noether

O teorema que mostra a correspondéncia entre as sime-
trias variacionais comuns e as leis de conservacao dos
sistemas de equacoes de Euler-Lagrange, foi enunciado
pela Emmy Noether no inicio do século XX. Uma vez
que admitimos simetrias de um sistema, o teorema de
Noether fornece uma correspondéncia um-para-um en-
tre simetrias variadas e leis de conservagao |24130]. Ou
seja, para cada simetria encontrada em um sistema de
equagoes diferenciais hd uma quantidade se conservando.
A busca por existéncia de simetrias na natureza tem
como principal resultado a obtencdo de invariantes. Nos
casos onde se conhece L e as fungoes da transformacao &
e 14, a aplicacdo do teorema de Noether é como se fosse
um revelador de quantidades A se conservando [50,/51].

A quantidade se conservando a partir de uma trans-
formacao de simetria pode ser determinada pelo teorema
de Noether a partir de [24]:

A= Zj (g€ — ng) — LE = Constante (25)

de forma generalizada com n coordenadas como é o caso
do pido, implica no seguinte invariante [52}[53]:

d

n
Ai = Z Zi (Gi&i —mq,) — L& =
= 94
O resultado generaliza e unifica de uma forma que
é possivel ter a visualizacdo geométrica dos principios
de conservacao de energia, momento linear e momento
angular. Com isso, aplicando os geradores infinitesimais
encontrados pelas simetrias de Lie no teorema de Noether,
equacao 7 pode-se encontrar constantes de movimento.
Para o primeiro gerador infinitesimal X7, sendo £ =1 e
ng = 0 tem-se:

oL 1. .
A = Y (08 —ng) — LE = 5] (92 + 92 sen20)
—i—§IZ2 (qb—&—zbcosH)Q + mgt cos (27)

que é um constante de movimento que esté relacionada di-
retamente com a energia total do sistema, que neste caso
fica sendo a energia cinética 7 mais a energia potencial
V, nao havendo dissipagdo de energia.

Considerando agora os geradores infinitesimais X

sendo £ = 0eny = 1e A3 sendo & = 0eng = 1,
tem-se:
Az = w(wf ny) = L& = Ipsen
+1I., cosf (qﬁ + 1) cos 9) (28)
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Az = (¢>£ ns) = LE= L, ($+1pcosd)  (29)

0¢
mostrando assim que as quantidades A, e A3 estao di-
retamente relacionadas com os momentos angulares se
conservando para a coordenada associada ao spin e com
o momento também se conservando para a coordenada
associada a precessdo, respectivamente.

5. Reducao de Ordem e Solucao

A partir das simetrias de Lie encontradas, pode-se redu-
zir a ordem do sistema de equag¢des do movimento. Por
ja estarem na forma canonica, serao utilizados primei-
ramente os geradores infinitesimais X5 e A5. Com isso,
pode-se transformar a partir de uma mudanca de variavel,
sendo 1/1 =Ae qS = ( que para precessao estacionaria,
sdo constantes. Assim, a equagao (9) pode ser reescrita
como:

I (9 — M senf cos 9) + 1., ()\2 sen f cos 6 + C)\senf))

—mglsenfd =0
(2)\9 cos 9)

I, ()\9 sen 9) =

9()\0089+C)—0 (30)

Para a reducio de ordem de 6, deve-se utilizar o ge-
rador infinitesimal X; exigindo algumas manipulacoes
que podem ser facilitadas por programas de manipulacéo
simbdlica, como o Maple, Mathematica ou wrMazxima.

Supondo que X é um campo  veto-
rial que ndo se anula nos pontos de ori-
gem, pode-se introduzir novas  coordenadas
{t(tvgvg,)‘)7 al(ta0a<7)‘)a 92(t797C,)‘)7 03(ta0,<a )‘)}

A mudanca de varidveis é feita usando os métodos
para encontrar invariantes de grupo. Isto implica que
X pode ser transformada na seguinte forma 8/dt
fornecendo assim t, 01, 0 e 03 que satisfacam as
seguintes condicoes [30]:

ot ot ot o
ot " ae TN T T

00, 801 801 891

Xi(t) =

o 00, 06, 90, 00,
X1 (02) = o +n989 +T]¢8)\—|—77¢a<—0
OB OBy ohy
Xi(03) =&—- 5 T TGy s o =1

a partir dessa condicdo, pode-se dizer que t=20,0, =
A, 05 = ( e 63 = t. Deve-se estender as mudancas de
coordenadas para as derivadas de primeira ordem, entao:

s - P

0, = 5, 0, = g e f; = 5 Para as derivadas de segunda
.

ordem: 65 = e Reescrevendo a equagdo (30) nas novas
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coordenadas e ja realizando os célculos e simplificacoes
necessarios:

1 1 = - N\ 2
5[ (93 + 01 sen ) + 5122 (92 + 61 cos t)

+mglcost = C;
10y sen?t + I, cost(fy + 0 cost) = Co (32)
o (52 + 51 cos t_) =Cs

sendo C1, Co e C3 constantes. Pode-se observar que estas
equagoes sao constantes e também sdo iguais as constan-
tes de movimento obtidas anteriormente pelo teorema de
Noether para este pido. Isso mostra que simetrias de Lie
também sao simetrias de Noether neste exemplo, como ja
era esperado, pois o pido é um sistema lagrangiano com
equagoes de movimento extraidas de um principio varia-
cional. Por fim, pode-se determinar as expressdes para
0, 1 e ¢. Para ndo perder a generalidade, utiliza-se aqui
para estes calculos, os invariantes obtidos por Noether.
A partir da constante de movimento A3, pode-se obter:

(;-5:}4—3—¢cos9 (33)

Utilizando a constante As, obtém-se:

Ipsen26 + I, cos (}43) = A (34)
entao: A A 9
. 2 — A3 COS
¥ = Isen2d (35)

Introduzindo novas constantes, pode-se reescrever a
constante A; na seguinte forma:

A2
A=Ay — 5 Ii (36)
de onde pode-se deduzir:
1 .
Al = 5102 +S(0) (37)

sendo:

(Ag — As cos 0)”

S(0) = 21 sen 26

+ mgl cos 6

o potencial efetivo. Realizando uma separacao de variaveis
na equacao (37)), pode-se obter:

2
= = (A - 5(0)) (39)
6= \/?\/ (A} —S(9)) (39)

por fim:

(40)

/mﬁw:\/gt
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Nao é possivel expressar a solucao desta integral em
termos de funcoes elementares. Para a solucao destas
quadraturas podem ser usadas as integrais elipticas de
Jacobi. Em um artigo recente publicado na RBEF, Lemos
(2017) apresenta a importancia de se utilizar as fungoes
elipticas de Jacobi na representacao deste tipo de qua-
dratura. Muitos trabalhos e livros deixaram de abordar
o uso das fungoes elipticas, no entanto, existem muitos
problemas interessantes de mecénica que podem ser re-
solvidos em termos destas fungoes [34]. O passo a passo
de como se calcular uma integral utilizando as fungoes
elipticas de Jacobi podem ser encontrados em trabalhos
como o de E. Pifia [54] e o préprio N. A. Lemos [34].
Com 6 determinado, pode-se encontrar os outros angulos
de Euler associados ao movimento do pido.

A partir disso, pode-se utilizar a seguinte equivaléncia
para a determinagao da solucao analitica do pido simétrico
[34,51]:

sn(u, k) = send = sen (am u) (41)
en(u, k) = cosf = cos(am u) (42)
dn(u, k) = V1 — k2sn?u = W (43)

sendo am a func¢do amplitude e k£ o seu mddulo, sn a
funcdo seno eliptico de Jacobi e cn a fung¢do cosseno
eliptico. A partir das definicoes trigonométricas, pode-se
obter as seguintes identidades com as fungoes elipticas:

sn?u + cnu = 1 (44)
dn?u + k%sn?u =1 (45)
en?u + (1 — k?)sn’u = dn’u (46)

Com a considera¢do do argumento (u,k) na trans-
formacao obtém-se finalmente a solucao analitica para
as equagoes de movimento do pido simétrico:

9(t) = sgn(a + b) [\/1 2 dn(u, k) sen (Q)
+(d — ¢)en(u, k)sn(u, k) cos(2)] (47)

P(t) = —v1—c?dn(u, k) cos(Q)

+(d — ¢)en(u, k)sn(u, k) sen (Q2) (48)

é(t) = ¢+ (d — c)sn®(u, k) (49)

A3 B & _ cost B 9 B
sendo a = T b = 7 c = 7sn2(u,k)’ d = o Q=

cn(u, k)

_ fungao sign:
so(u, k)dn(u, ) e sgn a funcgao sign

—1lse a+b<0
sgn(a+b)=4¢0 se a+b=0
1 se a+b>0
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6. Conclusoes

Observa-se que a obtencao de simetrias de Lie podem
ser usadas de forma efetiva na redugao de ordem e ob-
tencao de integrais primeira que facilitam a integracao
das equacoes de movimento em problemas de mecanica
classica. Neste sentido, é possivel ilustrar e apresentar a
teoria de Lie usando o movimento de um piao simétrico,
comumente estudado nos primeiros anos de cursos de
mecénica. Os requisitos matematicos para tal, usam con-
ceitos de calculo de véarias varidveis que sdo comuns a
todos os estudantes de fisica, matematica ou engenharia
de anos iniciais. A partir das simetrias de Lie extraidas
de equagoes determinantes pode-se também relaciona-las
diretamente com os teoremas classicos de conservagao.
Uma comparag¢ao com as constantes de movimento ex-
traidas pelo Teorema de Noether também é feita neste
sentido. A partir disto, usam-se as simetrias de Lie para
gerar transformacoes visando a solucao analitica com-
pleta das equagdes de movimento do piao em precessao
estacionaria, empregando para isto as fungoes elipticas
de Jacobi.
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