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Este trabalho trata, de maneira rigorosa, auto-contida e acessivel a um aluno de graduagao em fisica
e areas afins, do fénomeno de transicao de fase num modelo de percolagao de elos independentes
na rede hipercibica d-dimensional. Esses modelos sao freqiientemente utilizados para descrever
situacoes de interesse fisico. O fenémeno da “percolagdo” ocorre quando encontramos um aglome-
rado infinito em nossa rede. A mudanca que ocorre ao se passar de um estado em que existem
somente aglomerados finitos para o estado em que hd o surgimento de um aglomerado infinito é o
andlogo geométrico de uma transi¢do de fase em mecanica estatistica. Mostramos que a transi¢ao
de fase ocorre, para redes hiperciibicas em dimensao d > 2, em um ponto bem definido, chamado
de ponto critico, e que podemos associar um parametro de ordem a esta transicdo de fase. Dentre
os modelos da Fisica que apresentam o fendmeno de transicdo de fase, o modelo de percolacdo é
provavelmente o mais simples. Ao mesmo tempo, ele exemplifica e deixa clara a conexao que muitas
vezes encontramos entre areas da fisica, da matemédtica e da probabilidade.

In this paper we study phase transition phenomena in an independent edge percolation model
on a d-dimensional hyper-cubic lattice. The subject is treated in a rigorous, self-contained and
accessible way for undergraduate students in physics and related areas. These models are often
used to describe situations of physical interest. The “percolation phenomena” occur when we find
an infinite cluster in the lattice. The change from a state where there are only finite clusters to a
state with at least one infinity cluster is the geometric analogous of a phase transition as known
in statistical mechanics. We show that the phase transition occurs, for hyper-cubic lattices in
dimension d > 2, in a well-defined point, known as the critical point. We can associate an order
parameter to this phase transition. Among all the physical models that present a phase transition,
the percolation model is probably one of the simplest. At the same time, it is a good example of
the connection that sometimes we find relating physics, mathematics and probability.

I Introdugéo O nosso objetivo neste trabalho é apresentar, de ma-
neira acessivel a um aluno de graduacao em Fisica, o
conceito de transicao de fase do ponto de vista ma-
tematico. Adotamos o modelo de percolacao de elos,
a ser definido na préxima secdo, por ser matematica-

mente simples em sua formulac¢do ao mesmo tempo que

Todos nés ja fomos expostos ao fendomeno de transigio
de fase. O exemplo mais comum é a transformacgio, ao
se variar a temperatura, da dgua na fase liquida para a

agua na fase sélida (gelo), ou para a adgua na fase ga-
sosa (vapor). Um exemplo menos trivial é a mudanga
de fase num material magnético. Um ima, ao ser aque-
cido a temperaturas muito altas, perde a propriedade
de atrair limalhas de ferro, isto é, ao se variar a tem-
peratura, o ima muda da fase magnética para a fase
paramagnética.

nos fornece problemas intrigantemente dificeis de solu-
cionar.

Se, por um lado, varios cursos de bacharelado
em Fisica j4 admitem uma concentragdo em Fisica-
Matematica, por outro lado, a despeito dos étimos tex-
tos existentes em portugués [1, 2], em nenhum deles hé

*ou de ligagbes (bond percolation), sendo este termo mais comum na literatura em Fisica.
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a preocupacao em apresentar uma visio rigorosa do as-
sunto. Este texto foi escrito tendo em mente um aluno
com o perfil mais tedrico, embora ele também possa
ser usado por estudantes com outros interesses ou de
outras dreas do conhecimento. O texto é auto-contido
e pode ser usado como notas de aula em um curso de
Fisica-Estatistica, por exemplo.

Este trabalho estd assim dividido. Na se¢do II ex-
plicamos a idéia por trds do modelo de percolacao e
fornecemos algumas aplicacoes do mesmo. Na secdo
seguinte introduzimos a notacdo a ser utilizada e fa-
zemos uma breve revisdo de probabilidades. Na secao
IV definimos a probabilidade de percolacao e argumen-
tamos que esta probabilidade deveria funcionar como
um parametro que indicasse se o sistema estd ordenado
ou ndo. As secoes V e VI sdo dedicadas ao estudo da
existéncia ou nao de uma transicdo de fase em uma ou
mais dimensoes.

IT O que é percolagao?

Historicamente, o conceito de percolacdo surge do es-
tudo do fenémeno de transporte de um fluido através
de um meio poroso. Por exemplo, o petréleo através de
uma rocha, ou a dgua em um filtro de areia. Formu-
lado no final da década de 50 por Broadbent e Ham-
mersley [3], o modelo de percolagdo concentra-se em
descrever o meio poroso, que serd visto como uma rede
de canais aleatérios, por onde escoa um fluido deter-
ministico.! Modelos de percolacio encontram aplicacio
em varias situacoes fisicas de interesse tais como o
problema da mecéanica estatistica de sistemas ferro-
magnéticos diluidos [4], no problema do transporte de
corrente elétrica através de uma rede composta por um
grande numero de resistores [5], em problemas de pros-
peccdo de petréleo [6] e até mesmo na propagagdo de
epidemias e de incéndios em bosques [7].

Modelemos o meio poroso como um substrato sélido
em cujo interior existe um certo nimero de pequenos
canais e poros em pontos escolhidos ao acaso. Se o
nimero de canais for suficientemente grande entao eles
estardo interligados e o meio se tornard permedvel &
passagem do fluido. Neste caso dizemos que houve a
percolacao do fluido.

Podemos reformular o modelo descrito acima a fim
de que possamos tratd-lo analiticamente. Comecemos
supondo que os canais formem um reticulado no inte-
rior do sélido, como uma rede cibica (veja a Figura 1
para um exemplo bidimensional). Cada sitio da rede
entao representaria um poro e cada elo representaria
um pequeno canal ligando dois sitios vizinhos.
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Figura 1. Modelo para uma rocha porosa bidimensional
imersa em liquido.

Para simular a passagem do liquido através dos
poros, nés diremos que um elo estd aberto com pro-
babilidade p e fechado com probabilidade 1 — p, com
0 < p < 1. Dessa forma, passamos a imaginar confi-
guracoes de elos abertos e fechados. Cada configuracao
ocorre entao com uma certa probabilidade, dada por

P —p) (1)

onde |A| é o nimero de elos abertos e |F| é o nimero
de elos fechados da configuragio (veja a Figura 2). A
féormula acima sé tem importancia se |A| e |F| forem
ambos finitos pois, caso contrario, a probabilidade de
ocorréncia de uma dada configuracio serd sempre nula.

[ =1

1) (b) fe)

Figura 2. Trés configuracoes diferentes, porém todas com
exatamente 24 elos abertos e 36 fechados, em uma rede bi-
dimensional 6 x 6. A probabilidade de cada uma dessas
configuragoes é p?*(1 — p)°.

Na proxima secao vamos generalizar este modelo
para d dimensoes, formulando-o numa rede hipercibica
d-dimensional. Esta rede é infinita e, por isto, uma
configuracdo sempre terd peso estatistico nulo. Sere-
mos entdo levados a definir conjuntos de configuracoes
com peso estatistico ndo nulo. Consideraremos ainda
que haverd elos ligando apenas dois sitios vizinhos, de
forma que estudaremos a percolagdo de primeiros vi-
zinhos. Mesmo com uma rede simples observaremos a
existéncia de um fenémeno critico, caracterizado por
uma mudanca de fase. A ocorréncia de fen6menos
criticos é um dos principais motivos do sucesso do mo-
delo de percolacado de elos. Neste trabalho, estare-
mos interessados nos aspectos matemaéaticos da teoria.
Por isto, a nossa exposicdo se baseia nas referéncias
[4, 8, 10]. Uma exposicao introdutéria em nivel de pds-
graduacao pode ser encontrada em [11].

IDiferentementemente dos modelos de difusio, em que o fluido é aleatério e o meio deterministico. Ver [2].
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IIT Notacao e algumas definigoes
iniciais

Desenvolveremos nosso estudo em uma rede hi-
percibica d-dimensional, denotada por L? = (Z,
E%).  Nesta notacdo, 7 representa o conjunto de
sitios (ou vértices) e E¢ representa o conjunto de elos
(ou ligacdes) da rede. Mais especificamente, Z? =
{(z1,22,-+,24) : 2 € ZV¥3} e E? = {(2,y) €
Z4x 7 ||z —y|ls = 1}, onde ||.||; é a funcdo distancia,
definida como ||z —y||; = Zle |z; — yi|. Em resumo,
cada sitio z € Z? é indexado por d niimeros inteiros,
onde d é a dimensao espacial da rede, enquanto que um
elo e € E? é indexado por um par de sitios z, y € Z¢
da seguinte forma: e = (z,y) = (y,z). Os sitios z e y
sdo chamados de pontos terminais do elo e. A condicao
||z —y||1 = 1 significa que trataremos de um modelo de
percolacdo de primeiros vizinhos (vide Fig. 3).
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Figura 3. Os primeiros vizinhos (circulos) e os segundos vi-
zinhos (tridngulos) da origem em uma rede quadrada bidi-
mensional segundo a métrica definida pela funcao distancia

le =yl = X0, |z — wil.

Atribuimos a cada elo, aleatoriamente, a propri-
edade aberto ou fechado: ao elo e associamos uma
variavel w, que assumird os valores 1 (se o elo é aberto)
ou 0 (se o elo é fechado). Deste modo, dizemos que
cada elo e da rede estard aberto (we = 1) com probabi-
lidade p ou fechado (w, = 0) com probabilidade 1 — p,
onde 0 < p < 1. Além disso, assumimos que o estado
de um elo nao serd afetado por quaisquer outros elos
da rede obtendo, assim, o modelo de percolacao de elos
independentes®. Uma configuracio deste modelo pode
ser vista como um vetor com um nimero infinito de
componentes, cada componente estando indexada por
um elo da rede. Numa linguagem mais formal, uma
configuragiio w é um ponto do conjunto Q = {0, 1}7°,
conhecido como espaco de configuracies.

Um subconjunto de € em que o estado o de um
nimero finito de elos é dado de antemao é chamado de
conjunto cilindrico. Entdo, um conjunto cilindrico é da
forma C'({0e,,  -,0e,}) = {w € @ : we, = 0, Vi =
1,---,n}. Devido & independéncia entre os elos, pode-
mos facilmente computar a probabilidade de ocorréncia
do conjunto cilindrico C({o¢,,--,0c,}). Seja |Ac| o

ndmero de elos abertos e |Fz| o nimero de elos fecha-
dos de C (equivalentemente, |A¢| é igual ao nimero de
o’s iguais a 1 e |F| é igual ao nimero de o’s iguais a
0). Entao

P(C({Uel s 0eyp })) = p‘Acl(l - p)chl'

Observe que a férmula acima di a probabilidade de
ocorréncia de um conjunto enquanto que a férmula (1),
embora similar, d4 a probabilidade de ocorréncia de
uma configuracio.

Um conjunto de elos {e,es, -+, en}, ;i = (i, Tiy1)
serd chamado de caminho se os vértices x1,xa2, -, Tpt1
forem distintos. Entdo, um caminho é um conjunto co-
nexo de elos, sem auto intersecoes (veja Figura 2-b)
ou seja, os caminhos ndo admitem voltas (loops). Se
T1 = Tpy1 entdo temos um circuito (veja Figura 2-c).
Um caminho é aberto se todos os seus elos sao abertos.
Dois sitios da rede, = e y, estdo conectados (x < y)
se existir um caminho aberto {ej,es,...,e,} tal que
x1 =z ey, =y (veja Figura 4-a). Observe que todo
caminho aberto define um conjunto cilindrico.

Em geral, um conjunto para o qual se pode definir
um peso estatistico é chamado de evento. Dados dois
eventos A, B € ), temos que

P(AUB) = P(A)+ P(B) se ANB = {;
P(A) < P(B) se AC B;

Um subconjunto aleatério de L? contendo um con-
junto de vértices (sitios) de Z¢ que sejam pontos termi-
nais de elos abertos conexos é chamado de aglomerado
aberto. Chamaremos de C(z) o aglomerado aberto con-
tendo o vértice z mas representaremos por C' o aglome-
rado aberto pela origem (veja Figura 4-b). O nimero
de vértices de C(x) serd denotado por |C(z)|.

Seja A um conjunto de vértices de Z?. Chamamos
de fronteira de A (e denotamos por dA) ao conjunto de
vértices de A que sdo adjacentes ao complementar de

A.

Figura 4. (a) Um caminho de elos abertos ligando z e y.
(b) O aglomerado contendo a origem.

Trabalharemos sobre uma rede infinita, que, diferen-
temente da rocha em nosso exemplo inicial, ndo pos-
sui fronteiras. Nesse caso, diremos que ocorreu per-
colacdo quando encontrarmos, com probabilidade nao

2De maneira similar, também é possivel definir o modelo de percolacdo de sitios independentes, em que os sitios da rede sao declarados

abertos ou fechados, independentes um do outro.
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nula, um aglomerado de tamanho infinito passando por
um ponto pré-fixado. O fato de a rede ser infinita, jun-
tamente com a independéncia dos elos e a unicidade
do parametro p (o mesmo p para todos os elos), nos
garantird a invariancia translacional na rede. Isso sig-
nifica que a origem nada tem de especial, isto é, pode-
mos tomar qualquer sitio da nossa rede como a origem,
conforme nossa comodidade.

IV O problema da transicao de
fase em percolacao

Definimos como probabilidade de percolacdo a probabi-
lidade de um dado sitio da rede pertencer a um aglome-
rado de tamanho infinito. Este evento pode também ser
representado por {z <> oo} = o sitio x esta conectado
ao infinito. Sem perda de generalidade, podemos tomar
tal sitio como sendo a origem. Desse modo, definimos

0(p) = B(| C |= o0).

Vamos descrever a seguir, de maneira heuristica, o
grafico de # como funcio de p. Primeiramente, obser-
vamos que #(p) é uma fungdo nao decrescente de p.
De fato, se aumentarmos o valor de p (grosso modo,
se “abrirmos mais elos” nas configuracdes que contri-
buem para um peso estatistico ndo nulo), entao o evento
{0 +— oo} continuard ocorrendo, implicando que 6 é
nao decrescente. Examinemos, agora, o comporta-
mento do modelo quando p toma seus valores extremos:
quando p = 1, todos os elos da rede estdo abertos, de
modo que todo sitio esta conectado a qualquer outro.
Em particular, a origem estd conectada a um nimero
infinito de outros sitios com probabilidade 1, ou seja,
0(p) = 1; quando p = 0, ndo h4 elos abertos. Nenhum
sitio estd conectado a qualquer outro, e em particular,
a origem esta conectada a um nimero finito (neste caso
zero) de outros sitios.

Na secdo VI vamos mostrar que, em qualquer di-
mensao espacial d > 1, se p ~ 0 entdo 6(p) = 0.
Também vamos mostrar que, se a dimensdo espacial
d é pelo menos 2 e se p & 1, entdo #(p) ~ 1. Entao
0(p) é similar ao pardmetro de ordem em mecénica es-
tatistica e serd através desta funcdo que definiremos a
probabilidade critica (ou ponto critico). Essa mudanca
no estado da rede, de possuir somente aglomerados fi-
nitos para o surgimento de um aglomerado infinito é
o analogo geométrico de uma transicdo de fase, como
quando a dgua passa de liquido para sélido a uma deter-
minada temperatura e pressdo. Conjectura-se [8] que o
grafico de @ versus p é da forma dada na Figura 5 para
d > 2. Na préxima se¢ao vamos mostrar que, em uma
dimensdo, #(p) = 0 para todo 0 < p < 1, isto é, ndo hd
transicao de fase em uma dimensdo espacial.
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V Inexisténcia de transicao de
fase em dimensao d =1

Inicialmente, consideremos o modelo de percolacio uni-
dimensional, e os seguintes eventos: {| C |= oo},
{0 & o}, {0 & n} e {0+ —n}, onden € N. Ve-
mos que

{|IC|l=0}={0¢ 00} C{0n}U{0+ —n}.

Da definicdo de probabilidade de percolacido obte-
mos

8(p) = P(| C' |= 00) < P{0 <> n} + P{0 & —n}.

Ja a probabilidade da origem estar conectada ao
sitio n ou ao sitio —n é facilmente calculada

P{0 < n} =P{0 <+ —n} =p", (2)

pois qualquer elo entre 0 e n ou entre 0 e —n tem que
estar necessariamente aberto e qualquer outro elo pode
estar ou aberto ou fechado. Dessa maneira,

0(p) < 2p". (3)

Como n é arbitrdrio, vemos que a expressdo obtida
acima vai a zero quando n — oo, para p < 1, 0o que
nos leva a concluir que

f(p) =0,Yy0<p<l1.

Logo, ndo observamos nenhum tipo de transicao de fase
para d = 1, ou seja, ndo encontramos (com probabili-
dade 1) um aglomerado de tamanho infinito no modelo
de 1 dimensao. Tal resultado trivial, no entanto, ndo é
valido para modelos de percolacao unidimensionais de
longo alcance (lembramos que restringimos nosso es-
tudo ao modelos de primeiros vizinhos, que é um mo-
delo de curto alcance).

VI Existéncia de transicao de
fase em dimensao d > 2

Ao contrdrio do que mostramos para d = 1, o modelo
de percolacao em duas ou mais dimensoes nos reserva
um resultado ndo trivial®>. Talvez, usando a sua in-
tuicao fisica, o leitor tenha pensado que aumentando a
dimenséo da rede (e portanto, o nimero de ligagdes por
sitio), a percolacdo passe a ocorrer para p menor que 1,
embora ainda ndo ocorra para valores pequenos de p.
E é exatamente isso que ocorre em dimensoes a partir
de 2. Na verdade existe um valor critico, p., que separa
essas duas fases. Vamos, entdo, provar rigorosamente o
que discutimos acima:

3Veja que retirar um ponto (abrir um elo) gera duas componentes conexas em d = 1, mas em d > 2 no.
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Proposicao 1 Existem valores p e p, 0 < p < Dp <
1,ambos dependentes da dimensdo, tais que:

1. 6(p) =0 parad>1 e para 0 < p < p.
2. 0(p) >0 parad>2eparap <p<]1.

De acordo com a proposicao acima, podemos definir a
probabilidade critica como o supremo de todos os valo-
res de p para os quais # =0

pe = sup{p:6(p) = 0}.

Como ja discutimos, p. é funcdo da dimensdo, isto é,
Pe = pe(d). E evidente que p. = 1 em uma dimensao.
Segue da proposi¢ao acima que p.(d) é um nimero estri-
tamente maior que 0 e estritamente menor que 1. Como
corolério da proposicdo , temos o seguinte teorema que
resume matematicamente o fenéomeno de transicao de
fase em percolacao .

Teorema 1 FExiste, para d > 2, um valor p. da proba-
bilidade p tal que:

1. 0 < p. < 1.
2. 0(p) =0 se0<p<pe.
3. 0(p) >0 sep. <p<1.

Chamaremos de fase subcritica o intervalo 0 < p < p,
e de fase supercritica ao intervalo 1 > p > p.. O ponto
p = p. é chamado de ponto critico e o comportamento
do sistema na vizinhanca deste ponto é bem singular.
A funcdo 6 funciona como um parametro de ordem:
exceto pelo ponto critico, se # = 0 estaremos na fase
subcritica e se 8 > 0 estaremos na fase supercritica.
Embora seja conhecido que (p.) = 0 em d = 2, ndo se
sabe se 0 mesmo é verdade para d > 2 (conjectura-se
que O(p.) = 0 para d > 2). Veja na Figura 5 um esbogo
da fungéo 6(p).

6

4

|
|
|
|
|
L.(d) 1 P

Figura 5. Gréfico de 0(p) x p para d > 2.

Prova da primeira parte da proposicao 1: Con-
sideremos uma “caixa” hipercibica, de lado “n”, dada
por

B(n) = [-n,n]? = {z € Z%:|| z; ||< n,Vi}.

Figura 6. Caixa B(n), onde x estd na fronteira da caixa.

Entao podemos afirmar que o conjunto das confi-
guragoes nas quais a origem estd conectada a fronteira
da caixa contém o conjunto das configuracbes em que
a origem se conecta ao infinito

{welCl=x}={w:o0+— 0} C{w:0+— IB,},Vn.
(4)
Denotaremos por | 0B,, | a drea da fronteira da caixa
centrada na origem e de lado 2n (isto é, | 9B, | de-
nota o nimero de sitios que estdo na superficie de By,).
Considerando-se apenas caminhos sem voltas, ou seja,
passeios aleatdrios autoevitaveis (self-avoiding random
walks), temos de (4) que

O(p) < P{w : 0+— OB,}). (5)

Precisamos agora contar, ou pelo menos estimar, a
probabilidade dos caminhos possiveis que ligam a ori-
gem a fronteira da “caixa”. O nimero de caminhos sem
loops de comprimento | w | que liga a origem & fronteira
da caixa é no maximo | 0B, | 2d(2d — 1)I*I=1 pois o
primeiro passo do caminho tem 2d possiveis sitios de
destino, cada um dos passos seguintes, até atingirmos a
fronteira, tem no maximo 2d— 1 opcdes possiveis devido
a auséncia de loops e, finalmente, podemos alcancar a
fronteira de B,, em | 9B,, | pontos distintos. Como cada
passo, isto é, cada elo aberto, ocorre com probabilidade
p, temos, de (5), que

P({w:o+—0B,}) < Y | 9B, | 2d(2d — 1)1~ pll.

lw|>n
(6)
Reescrevemos o segundo membro da desigualdade como
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_ 2d | 0B, |
_ el-1lw] — 221550 | _ 1\k ok

> 0B, | 2d(2d - 1)I7p Sl 1 > (2d - 1)Fp*. (7)

lw[>n k>n
Mas

1 Kk [(2d—1)p]" 1
2d—1k§(2d VP ="50=1 -y
se (2d—1)p<1. (8)

Entao, substituindo (8) em (7), conseguimos uma cota superior para o segundo termo da desigualdade (6)

[(2d — Dp]" 1

2dCy

24| 9B, | ==

Na desigualdade anterior, usamos que | 0B, | pode
ser cotada superiormente pela drea de uma hiperesfera
centrada na origem e de raio 2n, i.e., |0B,| < Cqn? 1.
Assim, a desigualdade anterior vai a zero quando n —»
oo se (2d—1)p <1 . Como o argumento acima vale V n,
temos que, se 0 < p < 1/(2d — 1), entdo 6(p) = 0.

Para provarmos a segunda parte da proposicao te-
remos que usar o seguinte resultado:

Proposicao 2 6(p,d) é uma fungao nao-decrescente
da dimensao d.

Prova: Podemos construir o modelo de percolacao em
d dimensoes em um hiperplano d—dimensional da rede
(d + 1)—dimensional contendo a origem. Para tanto,
“desligamos” (declaramos fechados) os elos ligando o
hiperplano ao resto do espago. Chamaremos de C' ao
aglomerado da origem neste modelo (veja a Figura 7).

E f4cil ver que C' C C e assim

0(p,d) = Ppa41(| C' |= o0)
< Ppata(| € |=00) = 0(p,d +1).

Figura 7. O aglomerado C' equivale ao aglomerado C em
dimensao d + 1.

Prova da segunda parte da proposicao 1: Se-
gue da proposicdo 2 que, para provarmos a segunda
afirmacdo da proposicdo 1, é suficente prové-la para

4uma prova pode ser vista em [9].

1—-@2d—1)p = 1—-(2d—1)p

n®t[(2d - 1)p]" .

d = 2. Além disto, como f(p) = 1 — P(|C] < o0), é
suficiente mostrar que existe um valor p, estritamente
positivo, tal que P(]C| < o0) < 1 para todo p maior
que p e estritamente menor que 1.

Utilizaremos a seguir um argumento semelhante
ao chamado “argumento de Peierls” da mecanica es-
tatistica [8]. Trabalharemos na rede dual de Z?2, Z2 =
Z? +(1/2,1/2). Da Figura 8 ¢ facil ver que podemos
associar cada elo da rede Z2 a um elo correspondente
na rede dual, em uma relacao 1 a 1.

| |
H |
Pt -p=|-d-1-4
]
I
1]

(a) (b)

Figura 8. (a) A rede dual da rede quadrada Z>. (b) No
modelo de percolagao na rede dual, cada elo é declarado
aberto ou fechado se o elo da rede original que o intercepta
estd aberto ou fechado, respectivamente.

Vamos definir um modelo de percolacio na rede dual
72, baseado no modelo em Z2, declarando os elos e;.
da rede dual abertos (com probabilidade p) ou fecha-
dos (com probabilidade 1 — p) conforme os e;’s estejam
abertos ou fechados. Notemos que a existéncia de um
circuito v de elos fechados na rede dual ao redor da
origem estd relacionada com a existéncia de um aglo-
merado finito de elos abertos contendo a origem em Z2.
Este fato geométrico 4, bem intuitivo, ¢ ilustrado na Fi-
gura 9.

Portanto, temos que P(|C| < oo) = P(existe v >
0 dual), e como 1 = P(|C| < o) + P(|C| = ), con-
cluimos que P(|C| = o0) > 0 sempre que P(existe v 3
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Figura 9. Um circuito contendo a origem.
0 dual)< 1, que é o que passamos a provar. Observa-
mos que

P(existe v 3 0 dual) =

> P(y>30dual) <> Y P(y 30 dual),

n>4 |y|=n

onde a primeira soma se refere a todos os circuitos 7y de
elos fechados na rede dual e ao redor origem. A segunda
soma comeca de 4 porque este é o menor tamanho de
circuito possivel, ao redor da origem. A probabilidade
dentro do tltimo somatério depende do comprimento
n do circuito, e vale (1 — p)”. O ndmero de circuitos
de comprimento n na rede dual ao redor da origem é
no maximo igual a (n x 4 x 3"71) pois, a partir de
um vértice da rede dual (escolhido sobre o eixo dos
y’s) temos inicialmente 4 diregdes para escolher o elo
inicial e, a partir desta escolha, temos no maximo 3
escolhas, sendo n o nimero maximo de possibilidades.
Além disso, temos, no maximo n possiveis escolhas do
vértice inicial sobre o eixo dos y’s. Dessa forma, obte-
mos

P(existe v 3 0 dual) < %;n B(1-p)]". (9

A expressao do lado esquerdo da desigualdade acima é
uma funcao continua e decrescente de p para valores de
p maiores que %, e anula-se quando p = 1. Aplicando o
teorema do valor intermedidrio [12], podemos concluir
que existe p < 1 tal que a soma acima é estritamente
menor que 1 para p > p.

Observacao Em especial, a prova da proposi¢do 1 nos
fornece cotas superiores e inferiores para p., dependen-
tes da dimensdo®, dadas por:

1
_- < <P
57— S Pe(d) <P
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