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Nesse trabalho, discutimos um experimento laboratorial de baixo custo para o estudo da teoria de ondas
estaciondrias em cordas vibrantes. Fazendo uso de um aparato eletronico relativamente simples, baseado na
realimentagao eletromagnética, conseguimos verificar tanto a harmonicidade das ondas estaciondrias quanto a
relagdo numérica existente entre os harmonicos presentes em oscilagoes obtidas para um dado modo de excitagao.
Palavras-chave: ondas estaciondrias, ressonancia, realimentacao eletromagnética.

In this paper, we discuss a low-cost teaching laboratory experiment to undertake a study of standing waves
theory in metal strings. By using a straightforward electronical apparatus based on the electromagnetic feed-
back we were able to assess quantitatively the harmonic behaviour of standing waves as well as the numerical

relationships available from excited oscillation modes.
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1. Introducao

Uma corda presa nas duas extremidades, sob uma forga
de tensao que a mantém esticada, tem associada uma
oscilagao ressonante, seguindo um padrao bem definido
de onda estaciondria[l, 2]. Esse padrao peculiar é regido
por relagoes matematicas bem estabelecidas, que devem
ser provadas experimentalmente por meio de analise es-
pectral de oscilagoes de cordas vibrantes [3-5].

As ondas estaciondrias em cordas sdo as princi-
pais responsaveis pelo funcionamento de vérios tipos
de instrumentos musicais contemporaneos [6, 7]. Um
leigo em musica pode distinguir dois instrumentos di-
ferentes a partir da sonoridade de cada um, reconhe-
cer duas harmonias diferentes executadas pelo mesmo
instrumento, ou até mesmo perceber um instrumento
desafinado. O timbre de um instrumento musical é
caracterizado pela combinagao linear dos varios mo-
dos de oscilagao intrinsecos da corda, também cha-
mados de harmoénicos (alguns autores chamam o pri-
meiro harmoénico como sendo o primeiro modo normal
de oscilagao ou fundamental, enquanto outros chamam
de primeiro harmoénico o segundo modo normal de os-
cilacdo. Neste artigo, estd sendo adotada a primeira
nomenclatura).

Com isso, propomos um aparato experimental ade-
quado para a demonstracao das propriedades de tim-
bre caracteristico submetido a modos diferentes de os-
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cilagao, para uso em laboratorios didéticos de fisica fun-
damental e actistica em cursos universitdarios como en-
genharia acustica, matemadtica, fisica e musica instru-
mental.

2. Aparato experimental

Uma corda de contrabaixo elétrico foi esticada sob uma
viga de madeira de modo a deixé-la tensionada o sufi-
ciente para que ela oscile em um padrao estacionéario.
Usando duas bobinas de relé (marca ZETTLER A Z
692-071-54M, 12 V, 8 A), dispostas lado a lado, sol-
dando a perna direita de uma com a esquerda da ou-
tra, conforme a Fig. 1, e alinhando-as sob um ima
permanente, conseguimos um sistema de captagao ba-
lanceado, afim de minimizar os ruidos do aparato.
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Pinos do conector

Figura 1 - Captador balanceado.
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Sobre essa etapa observamos ter sido pertinente a
opgao pelas bobinas de relé, por apresentarem um enro-
lamento denso, devidamente semelhante aos captadores
comerciais de guitarra e contrabaixo elétricos.

O sinal elétrico proveniente do captador posicionado
sob a corda serd uma cépia da oscilacao transversal
desta em relacao ao ponto de equilibrio. O mesmo
captador que permite a aquisicdo do sinal proveniente
da corda, atua como um freio magnético nesta, produ-
zindo uma sutil alteracao no seu padrao estacionario
[8]. Essa alteracdo da onda estaciondria vai depender
da regiao da corda que esta sendo captada, pois a forma
dos harmonicos é diferente em sua extensao, com sime-
tria em relagdo ao ponto médio da corda. Além de
alterar o padrao estaciondrio desta, o principal efeito
deste fenéomeno é o de diminuir o tempo que a corda
permanece oscilando sem que haja contato fisico nela.

O pré-amplificador diferencial e o amplificador de
poténcia estao apresentados na Fig. 2, juntamente com
a fonte do circuito.

Este pré-amplificador apresenta duas saidas, uma
imediata ao circuito integrado para ser ligada a entrada
de microfone da placa de som de um computador, e ou-
tra apés um potenciometro de 50 kf2 linear, que serve
como ajuste do sinal de entrada da etapa de poténcia do
circuito. Esta etapa de poténcia tem como tnica finali-
dade fornecer energia para a corda, afim de realimenta-
la para manter sua oscilacao a um nivel constante, por
quanto tempo for necessario. Porém, a saida de linha
para o computador nao sofre interferéncia alguma deste
controle.
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3. Descricao do experimento

A Fig. 3 mostra um esquema de montagem do aparato
experimental. O leitor deve ter cuidado em acondicio-
nar o circuito em uma caixa isolante de boa circulagao
de ar. Um bom dissipador de aluminio deve ser empre-
gado devido ao aquecimento do circuito integrado de
poténcia. Deve-se ter cuidado de empregar fios de es-
pessura superior a 1 mm para o contato elétrico com a
corda, para evitar derretimento dos isolamentos. Como
ultima consideragao de seguranca, o resistor de chuveiro
deve ser imerso em uma lata com éleo de carter devido
ao seu aquecimento se o experimento ficar ligado du-
rante toda uma aula pratica de laboratorio de fisica.

A vibragdo da corda excita o captador eletro-
magnético, que alimenta o sistema de amplificagao. O
sinal proveniente da saida de linha do circuito, cuja va-
riagao da intensidade depende apenas do controle de
ganho do circuito, é ligada em um computador para
posterior analise espectral.

A saida do estdgio de poténcia é ligada a uma re-
sisténcia de chuveiro em série com a corda. Nessa etapa
observamos ter sido pertinente o uso de uma resisténcia
de chuveiro pelo fato dela suportar uma corrente rela-
tivamente alta e porque apresenta 7 €2 de resisténcia,
0 que caracteriza a impedancia apresentada pela maio-
ria dos alto-falantes comerciais. E necessario a ligagao
desta resisténcia em série com a corda para limitar a
corrente de saida, a fim de evitar curto-circuito no am-
plificador, pois valores de pico de corrente elétrica sao
bastante elevados (entre 3 ¢ 6 A) e dependem do sinal
de entrada obtido pelo captador.
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Figura 2 - Sistema eletronico completo, onde (A) é o pré-amplificador diferencial, (B) o amplificador de poténcia e (C) a fonte do

circuito.
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Figura 3 - Esquema de montagem do experimento.

A corda é atravessada por uma corrente elétrica os-
cilante, que tem associada um campo magnético com
diregao dada pela regra da mao direita [9]. A corrente
elétrica oscilante é uma copia da oscilagao transver-
sal da corda na regiao acima do captador. O campo
magnético devido a esta corrente interage com o campo
magnético constante do ima permanente, fazendo com
que apareca uma for¢ca magnética descrita por

F,, =iL x B. (1)

A equacao que descreve o padrao estacionario de
uma corda em fungao do tempo ¢ e da posigao x, tendo
esta um comprimento L, sob a a¢ao de uma forca de
tensao 7', e com a posicao de equilibrio em y = 0, é da
forma

o0
t t
yn(z,t) = Z senns (AnsenmrLU + B, cos m;v ) ,
(2)

onde n é o nimero do harmodnico que estd sendo exci-
tado e, A,, e B, vem da relacao

y(x,0) = f(z) = iBn sen (ELQU) (3)

oy B B = naw nwx
a(%o) = h(z) = ;TAn sen (T>’ (4)

onde y(z,0) = g(x) e %(gc, 0) = h(z) sdo as condigoes
iniciais da equagao. Com isso,

(F) aemi [ 1) oo 0

B, = i/OL h(x) sen (?) dx. (6)

Logo, a corda oscila transversalmente em relagao ao
ponto de equilibrio (y = 0), de acordo com

y(x,t) = Z Apsen(kx — wpt + ép), (7)

n=1
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com w, = n w; onde w; é a frequéncia de ressonancia
da fundamental [10]. Essa combinagdo varia com a
posicao ao longo da corda. Quanto mais préoximo da
extremidade da corda for este elemento de corda, me-
nor serd a diferenga de amplitude entre os harmonicos
mais superiores e os inferiores. O contrario disso ocorre
quando o elemento de corda em questao encontra-se na
regiao mais central desta.

A forma dos harmonicos esperados para a corda é
ilustrada na Fig. 4.
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Figura 4 - Harmonicos em uma corda tensionada.

4. Aquisicao e andlise dos dados

Com o aparato montado, ao ligar o amplificador, ajus-
tar o ganho pela metade do curso do potencidometro, e
com a saida para o amplificador de poténcia ao maximo,
a corda deverd comecar a vibrar em um padrao esta-
cionario bem especifico. Ela comeca a vibrar porque o
sistema é sensivel o suficiente para captar e amplificar
as oscilagoes da corda devido a turbuléncia da atmos-
fera ao seu redor, que nao permitem que ela fique em
total estado de repouso.

Desse modo, o aparato eletronico mantém a os-
cilacao da corda pelo efeito de ressonancia acustica,
permitindo obter amplitudes de oscilagao que podem
ser muito bem visualizadas pelos alunos, além de pos-
sibilitar a medida de posigoes de ventres e nés.

Fazendo uso das caixas de som do computador,
pode-se ouvir o sinal gerado pela corda. Apds um
tempo, verifica-se a necessidade de um novo ajuste no
nivel de saida do pré-amplificador, afim de nao saturar
a etapa de poténcia comprometendo os dados colhidos.
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Porém, este ajuste nao interfere, ao menos em um curto
prazo, no sinal de linha que alimenta o computador.

Para realizar a andlise do sinal adquirido pelo com-
putador, fizemos uso do software gratuito Spectro-
gram 16 [11] dentre uma lista de aplicativos de andlise
actstica [12], em plataforma Windows 7 para fazer a
andlise espectral do sinal. Este software tem como
opcao gravar um arquivo em formato .wav do sinal ana-
lisado, para posterior reproducao deste.

Usamos também o software livre Minituner [13], que
é um afinador de guitarra e contrabaixo elétrico para ser
usado em computador. Este programa permite afinar
a corda em uma frequéncia especifica, como se procede
com um instrumento. Ao abrir a palheta “View”, na
parte posterior do programa, e apds na opcao “Details”,
aparece na parte inferior deste a frequéncia que a corda
estd vibrando. Apds isto, deve-se percurtir a corda com
o dedo, a fim de excitar a sua fundamental, e medida
a frequéncia, anota-la. Com isto, sabe-se de antemao
quais sao as frequéncias dos harmonicos superiores da
corda.

Observa-se que, depois de um curto intervalo de
tempo, a corda oscila com uma combinacao harmonica
que nao varia no tempo, a nao ser que seja mudada
a posicao do ima permanente sob a corda. Apds ser
verificado, ouvindo o sinal da corda, que esta com-
binacao harmoénica nao varia, procede-se a aquisicao e
andlise do espectro do sinal. Apds um tempo de anédlise,
pode-se desligar o aparato, e usar para a analise o tre-
cho gravado pelo préprio programa que analisa o si-
nal. Este d4 um gréafico da intensidade pela frequéncia
na tela do computador, onde arbitra-se um zero de in-
tensidade e encontra-se a intensidade relativa de cada
frequéncia em dB. E essa intensidade relativa que de-
termina a intensidade de cada harmoénico, de acordo
com a Eq. (7), determinando assim o timbre carac-
teristico do sinal. Fica clara também a relagao entre a
frequéncia dos harmoénicos analisados e a fundamental
d4 um nimero inteiro (ou muito préximo de um, devido
a aproximagoes experimentais), no qual este nimero de-
fine qual harmonico que esta sendo analisado.

Apés encontrar todas as intensidades relativas entre
0s harmonicos do sinal, e converté-las de dB, usando a
relagao

I =105/, (8)

onde I é a proporgao real entre a intensidade do sinal
analisado e B é a proporcao em dB da diferenca entre
0 ponto em questao da curva e o zero arbitrario.
Encontradas as intensidades relativas de cada
harménico, usando o software Mathcad [14] ou plani-
lhas eletronicas equivalentes Scilab [15] ou SMath [16],
é possivel montar a Eq. (7), definindo a frequéncia
fundamental como w = 27 - f, onde f é a frequéncia
medida da fundamental no programa Minituner. Nos
outros termos do somatério apenas coloca-se o niimero
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do harmoénico multiplicando f, juntamente com a inten-
sidade relativa. Em Mathcad pode-se gerar um gréfico,
para visualizar a forma da onda no tempo. Usando o co-
mando “WRITEWAV” pode-se gerar um arquivo .wav
da equacao montada, que depois pode ser executada
com um programa qualquer de reprodugao de dudio do
computador e comparada com a faixa analisada, caso
experimentos mais detalhados com excitagao de cordas
de instrumentos musicais por timbres pré-definidos por
computador sejam necessarios [17,18], em aplicagoes da
técnica a ensino de fisica para laboratérios didaticos em
curriculos de cursos de musica e engenharia acustica.

A Fig. 5 traz a rotina completa e detalhada usada
no Mathcad para gerar a equagao, o gréafico e o arquivo
.wav que pode ser ouvido pelos alunos, possibilitando
entender o significado de timbre de uma corda em ter-
mos de componentes de Fourier do sinal.

Criando um sinal actstico no Mathcad!!

Esta planilha Mathcad mostra como gerar um arquivo de dudio no formato .wav.

Primeiro, devemos criar um cabecalho, contendo as informagdes sobre a estrutura

do arquivo. Este, sera gerado no mesmo diretério que contém esta planilha.
SampleRate := 44000 (NumChannels := 1) (Resolution := 16)

Apés isso, iniciamos a abordagem matematica, que ira gerar a faixa de audio.

tpi= 5 Define o tamanho, em segundos, da faixa de dudio.

I
At =
NumPts

(r. = At-i)
1

Define a intensidade do sinal gerado.

(NumPts = SampleRate-tf)
{i:= 0..NumPts)

Amplitude := 0.05

fi=2-798.5 O valor 98,5 Hz ¢ a frequencia da onda gerada.
Gera o sinal a partir das componentes de Fourier e verifica sua forma grafica.

Signal := Amplitude-(sin(f:t) + 125900-sin(2-f-t) + 398100-sin(3-£:t) + 794-sin(4-f:t))

Signal := Signal + Amplitude-(5 sin(5ft) + 1 sin(éf»l))l

O sinal é mostrado no grafico abaixo.
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+

WRITEWAV("CORDA.wav" ,SampleRate ,Resolution) := Signal

Este dltimo comando é o responsavel por gerar o arquivo de dudio.
O nome do arquivo & escrito entre aspas dentro do parénteses.

Figura 5 - Planilha eletronica usada no Mathcad 14.0 para andlise
numérica das oscilagoes.

5. Conclusoes

Neste artigo propomos um aparato que permite aos alu-
nos de fisica, verificar a veracidade das equacoes que



Uso da ressonancia em cordas para ensino de fisica

descrevem as ondas estacionarias em cordas vibran-
tes, assim como se familiarizar com aspectos relevantes
desta teoria.

Este experimento possibilita um controle maior so-
bre os aspectos fisicos envolvidos no fenoémeno estu-
dado. Fazendo uso do ima permanente para promo-
ver a realimentagao da corda, consegue-se modificar o
timbre da corda ao mudar o ima de posicdo, pois dai
o ponto onde a corda é realimentada tende a favorecer
os harmonicos que apresentam um ponto de maximo
na mesma regiao. E, como sabemos, o timbre carac-
teristico deste sinal é definido pela relagao de intensi-
dade entre os harmonicos do sinal.
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