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Alguns observaveis fisicos, como o espectro de energia de um sistema quantico, ndo podem ser calculados
de forma exata em problemas n#o triviais. Nesses casos, estes observaveis geralmente sdo obtidos por meio de
uma série de poténcias de um pardmetro constante. Esse tipo de série geralmente é divergente, porém, se forem
mantidos apenas alguns termos da série, o valor calculado estard razoavelmente de acordo com o valor medido
experimentalmente. A questdo é: como uma série infinita que ndo converge pode estar associada ao valor de uma
grandeza fisica? A explicagdo para esta questdo vem da teoria das transéries ressurgentes, que descreve expansoes
ndo perturbativas geradas por séries assintoticamente divergentes. Neste trabalho apresentaremos de maneira
pedagégica a definigdo formal de série assintitica, o processo de soma de Borel para séries assintoticamente
divergentes e o fendmeno de Stokes (que origina a transérie). Além disso, discutiremos um exemplo de transérie
ressurgente que aparece no cdlculo do espectro de energia nao perturbativa de uma particula confinada a potencial

de pogo duplo quéntico.

Palavras-chave: Transérie Ressurgente, Soma de Borel, Potencial Quartico.

1. Introducgao

O estudo das transéries é motivado pelo fato de que
os observaveis fisicos, que geralmente aparecem na
Mecéanica Quantica e na Teoria Quantica de Campos,
tais como o espectro de energia e as amplitudes de
espalhamento, sdo dados por séries de poténcias de um
pardmetro constante (comumente chamado de “cons-
tante de acoplamento”). Esse tipo de série geralmente
diverge para cada valor diferente de zero da constante de
acoplamento, no entanto, se forem considerados apenas
alguns termos da série, h4 uma boa concordancia entre o
valor tedrico obtido e os dados experimentais. Por exem-
plo, considere o fator-g do elétron que caracteriza seu
momento magnético na mecanica quantica relativistica
ge, 0 qual é dado por uma série perturbativa [I1 [2]:
Je — 2 « a2
T = 5 — (0328478065, (W)
an 3
+(1.17611...) (;)

«

4
~(1434...) (7) +0(%), ()
T

em que a = e?/41 ~ 1/137 é a constante de estrutura
fina. Os coeficientes desta série estao bem estabelecidos
até a ordem a? e o coeficiente de o® tem sido calculado
extensivamente por integragdo numérica [I], fornecendo
o valor tedrico
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2

= 1.159652 181 606(11)(12)(229) x 1073
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A medicéao do fator-g produz um valor experimental para
a quantidade mencionada acima, que é [3]

9672

5 = 1.159652 181 28(18) x 1073,

(2)

exp

0 que mostra uma excelente concordancia com o valor
tedrico, apesar da série utilizada no céalculo manter
apenas O (a5). O fato de quantidades mensuraveis serem
descritas por séries infinitas na abordagem perturbativa
é uma evidéncia de que existem informagoes nao pertur-
bativas que devem ser levadas em conta. E justamente
essa informacao ndo perturbativa, quando possivel de ser
encontrada, que é dada por uma transérie ressurgente [4].

Neste momento surge a seguinte questdo: como é
possivel associar um niimero a uma série divergente?
A resposta a essa pergunta foi encontrada por Emile
Borel em 1899 [5], quando desenvolveu o método que
hoje é chamado de soma de Borel. Este processo con-
siste em um mapa linear atuando sobre uma série
de poténcias que produz uma nova série com raio de
convergéncia finito diferente de zero. A partir dai, a
série pode ser continuada analiticamente em uma fungao
complexa, porém esta funcdo pode apresentar cortes de
ramificagbes e singularidades [6]. Se esta fungdo ndo
possui singularidades, entdao a questdao de associar um
nimero a série estd completo. Por outro lado, se a
transformada de Borel possui singularidades ao longo de
alguma diregdo 6, essa direcdo é conhecida como linha
de Stokes e é justamente quando a transérie ressurgente
se torna relevante. O comportamento assintético de
algumas fungdes pode variar em diferentes regides do
plano complexo, delimitadas por essas linhas de Stokes.
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Este aspecto é conhecido hoje como o fendémeno de
Stokes em homenagem ao seu descobridor Sir George
G. Stokes, que investigou este tépico em 1864 [7],
centenas de anos antes do desenvolvimento da teoria das
transéries. Grosso modo, o fenémeno de Stokes é o fato
de que o conteudo nao perturbativo da transérie, que é
exponencialmente suprimido quando comparado a parte
perturbativa, cresce e torna-se dominante quando a linha
de Stokes no plano complexo é atingida.

A origem das transéries remonta a varios campos
da matemética como a Teoria de Modelos, a Algebra
Computacional e os Numeros Surreais [§]. A razdo da
série completa, incluindo o setor nao perturbativo, ser
chamada de transérie é que ela transcende o formato
usual de séries de poténcias das teorias de perturbacao.
Normalmente, as transéries possuem termos proporcio-
nais ao exponencial e logaritmo da constante de acopla-
mento. Como ilustragdo, vamos considerar a transérie
para o espectro de energia de um sistema da Mecanica
Quantica, que tem a forma

EM (g) =3 g B
k=0

1 _s
b e s (558) +f—:§\})g+...>

gN+1/2
1 \? _as 1
=+ W e 9 ln i;
x(gj(\‘,))+§§\})g+...)+.... (3)
Aqui, S, E,iN), 65\9), z—:g\l,)..., J(\(,)), 55\})... sa0 pa-

rametros que podem ser determinados na solugao do
problema em questao, g é a constante de acoplamento
e o primeiro termo é a série perturbativa usual. Por
outro lado, o nome ressurgente vem de Jean Ecale [9],
que dizia que algumas fung¢oes “ressurgem” ou surgem
novamente de suas singularidades. De fato, a informagcéo
nao perturbativa completa de um dado observavel pode
ser extraida do comportamento assintético da série
divergente perturbativa [6]. Assim, para encontrar o
“ressurgimento” das transéries, basta conhecer o com-
portamento assintético da parte perturbativa de um ob-
servavel em termos de alguma constante de acoplamento.
Este conceito também faz sentido no contexto da analise
de instantons [10} [11].

Apresentaremos neste trabalho os fundamentos
tedricos, que consistem na definicdo formal da série
assintética, o processo de soma de Borel para séries as-
sintoticamente divergentes e o fendémeno de Stokes (que
originam as transéries). Exemplificaremos a ocorréncia
da transérie ressurgente pelo calculo do espectro de ener-
gia perturbativa e nao perturbativa para um problema
da Mecéanica Quéntica. O problema a ser analisado é o
de uma particula confinada em um potencial quartico de
pogo duplo, o qual serd estudado por meio do método
WKB Uniforme [I2]. Por fim, discutiremos a relagéo
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entre a fisica perturbativa e nao perturbativa e qual a
importancia da transérie.

2. Séries Assintdticas

Nesta secao apresentaremos a definicdo de Poincaré de
uma série assintGtica formal [I3] e exemplificaremos
esse conceito por meio de um caso simples da Fisica
Matematica.

2.1. Definig¢ao

Dada a fungdo de valor complexo f(z), com uma série
de poténcias da formas:

f(z)=ap+arz+a2® +..., (4)

denotando por S, a m-ésima soma parcial, para um n
fixo, no limite |z| — 0 e em uma dada dire¢do ¢, temos:

lim [2[7"[f(z) = Su(2)] = 0. (5)

|z|—0

Isso significa que, para grandes valores de |z| com uma
fase fixa e'® e um dado n, a soma parcial expressa a
funcao no sentido de que S,, se aproxima de f(z) tanto
quanto se queira (o resto vai para zero como |z|"*1) na
direcdo do angulo ¢. Se a fun¢do ndo admite expansdo
em série (ou seja, se S, nao converge para f(z) quando
n — 00), entdo temos:

lim [2]7"[f(2) = Sn(2)] = o0 (6)

n— 00

Se uma expansao obedecer aos dois pré-requisitos
e @ essa série é chamada de série assintética. Geral-
mente, nos casos de interesse fisico os coeficientes da
expansao crescem fatorialmente:

ap ~nl. (7)

E interessante notar que é possivel encontrar um n
6timo, que é geralmente denotado por N*, de modo que
a série assintética fornece a melhor aproximacao de f(z)
e comega a se afastar para n > N*. Esse fenomeno é
chamado truncamento otimo e, naturalmente, assim que
|z| aumentar, N* — oo. A partir dai, podemos escrever

N
f(z) = Z a2 . (8)
n=0

Aqui, o simbolo ‘~’ denota que a série ndo converge para
a fungdo, mas a relacdo entre a expansdo e a funcéo
obedece as propriedades acima. Geralmente, para uma
expansdo assintética é valido que |a,2"| < |any12"TY
no momento do truncamento étimo.

Como exemplo, consideremos a Integral de Stieltjes,
definida para pequenos valores de x por:

+oo e—t
T(z) = /0 dt. )

14t
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Sua série de poténcias pode ser obtida considerando a
soma das série, tal que,

+o0 >
T(z) = /0 ety (~1)"antdt
n=0

=N (-1 T(n+1), Jzl<1,  (10)

n=0

onde I'(n + 1) = n! é a funcdo Gama. H4 dois pontos
notéveis neste exemplo: O primeiro é que o procedimento
acima esta formalmente incorreto, uma vez que a soma
das séries requerem que |zt| < 1, enquanto a integral foi
avaliada de 0 a +o00 na varidvel ¢. Assim, a fun¢do T'(z)
nao admite expansdo em série de poténcias. O segundo
comentario é que os coeficientes da expansao crescem
fatorialmente, entdo a série tem raio de convergéncia
zero para qualquer valor de z. Apesar de isso, os
valores numeéricos de T'(x) podem ser calculados por
meio da série, desde que apenas alguns termos sejam
mantidos. Portanto, a série in é de fato uma série
assintotica de acordo com a definigdo formal de Poincaré
apresentada acima. Como mencionamos, para encontrar
o truncamento 6timo é necessario que o proximo termo
da soma seja maior que a anterior:

n!|z”| < (n+ )", (11)
ou
|zt <n+1. (12)

Entao, neste caso, o truncamento 6timo ocorre em

n=lz|" —1=N*, (13)

por exemplo, para x = 1/10 que implica N* = 9, a
integral exata (9] fornece T°(0.1) = 0.91563 e o resultado
da soma parcial Sg(0.1) = 0.91545. A precisdo pode ser
aprimorada considerando valores menores de .

Truncando a série assintética que representa a Integral
de Stieltjes até a ordem de N*, o erro é exponencial-
mente pequeno. Para provar isso, vamos considerar que,
em torno do ponto de truncamento 6timo, o resto da
soma ¢é pelo menos da ordem do N*-ésimo termo:

|Ry-(z)] = N*lzV" ~ N*I(N*)~N" . (14)

Para a aproximagao final usaremos a expansdo de Stir-
ling, que sao os termos de primeira ordem da expansao
assintotica da fungdo Gamma:

Ry~ (2)] ~ Ve N (15)
Substituindo 2~ ~ N*, temos
o—1/x
7z

isso significa que o erro no cdlculo da fun¢do T'(x) por sua
série assintOtica truncada é exponencialmente pequena,
assim como queriamos demonstrar.

|Bn-(2)| =~

(16)
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2.2. Soma de Borel

Como mencionamos na introducgao, a proposta da trans-
formada de Borel é associar um nimero a uma série
divergente assintética. Além disso, é possivel encontrar
uma funcdo que relacione a série perturbativa de algum
observavel f = (F) a um nimero, para cada valor da
constante de acoplamento. A partir da série perturbativa
assintética

Flg)=> cag™™, (17)
n=0

na qual g é a constante de acoplamento e os coeficientes
¢, ~ n!, define-se a transformada de Borel como um
mapa linear agindo na série de poténcias formal [6], tal
que

oo

BIfI(k) = Y k" (18)

n=0

Esta nova série B[f](k) normalmente possui um raio
de convergéncia finito para k € C. A soma de Borel
é a continuagdo analitica da nova série obtida pela
transformada de Borel. Se esta funcdo for definida no
plano complexo, é necessario escolher alguma direcéo 6
ao longo da qual B[f](k) ndo tenha singularidades, entdo
a soma de Borel é definida como

6

Sof(g) = / U Bf(e Modk.  (19)

Assim, o trabalho de associar um ndmero a série esta
concluido. No entanto, se a série original na equagao
for uma série assintética, entdo B [f] (k) necessariamente
apresentard singularidades, entao, a soma de Borel nao
serd bem definida na direcio em que a série possui
singularidades. Essa direcao define a chamada linha de
Stokes e as singularidades geram ambiguidades quando
diferentes setores do plano complexo sdo considerados.
Para ser mais especifico, é necessario definir a soma de
Borel lateral que evite a singularidade pela direita e
pela esquerda. Neste caso, dois contornos diferentes de
integracao devem ser usados e, em geral, cada contorno
resulta em um valor diferente para a soma. Além disso,
as somas de Borel laterais da série assintética séo
conectadas através do chamado automorfismo de Stokes,

So+ = Sp- 0 Gy, (20)

que é um operador. Na verdade, o automorfismo de
Stokes Gy esta relacionado com a derivada alien, que
aparece no calculo alien, mas nao apresentaremos uma
discussao detalhada sobre este topico aqui. Para uma de-
finicao formal deste operador e uma revisao sobre calculo
alien no contexto de transéries, veja [6], especialmente
o apéndice A. Por enquanto, é importante saber que o
automorfismo de Stokes descreve o fendmeno Stokes: a
partir de uma transérie que inclui a série perturbativa
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original , quando a linha de Stokes é cruzada, a qual
é identificada pelos valores multiplos das somas de Borel
laterais, entao uma nova série de termos aparecerao. Esse
contetildo nao perturbativo pode eventualmente crescer
e se tornar a parte dominante, dependendo de qual
setor do plano complexo da constante de acoplamento
hé interesse.

Para exemplificar a soma de Borel, consideremos o
processo inverso do que fizemos na equagao , ou seja,
comecando da série divergente, recuperaremos a funcéo
de Stieltjes na equagéao (@ via soma de Borel. Definindo
a funcao

oo

Z(—l)”n!x"+1 ) (21)

Sua transformada de Borel seré:

BUAGR) = - S (-1)"K" (22
n=0

A soma de Sf(g) ao longo da direcao 6 = 0 é dada por

Sf(zx) = ;/Om i(q)”kne*k/wdk
-
0

na qual foi feita a mudanga de varidveis v — k/z e usou-
se a soma da série geométrica. Vejamos graficamente a
comparacao entre as somas parciais

T+ xudu =T(z), (23)

P

Sp () =Y _(=1)"nla" ", (24)

n=0

e a fun¢do exata T () na Figura (I} Podemos observar
que as somas parciais coincidem bem com a func¢ao exata
para pequenos valores de z, que faz o papel da constante
de acoplamento neste exemplo. Além disso, quando mais
termos sdo levados em consideragdo, as somas parciais
comecam a se afastar do valor exato. Isto é esperado, pois
h& um truncamento 6timo para a soma. O procedimento
acima foi aplicado a uma série com raio de convergéncia

, . ; \,

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 1: Gréfico da Integral de Stieltjes T'(z) e das somas
parciais Sp (z) parap=1,2,3,4,5,6.
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zero, mas também funciona para uma série com raio de
convergéncia finito e ndo nulo.

Com o objetivo de ilustrar a necessidade de somatorios
laterais de Borel, é interessante considerar o somatério
de Borel da série na equacao porém sem o sinal
alternado

flg)="> nlg". (25)

Seguindo os mesmos passos mencionados acima, pode-se
encontrar que

16

st = [ (26)

Considerando f(g) como uma fungdo da varidvel com-
plexa g, segue que esta funcao possui uma linha de corte
no eixo real positivo (dire¢ao 6 = 0). Isso pode ser visto
na integral da equacéo , pois a varidvel t é avaliada
de 0 a +o00, portanto, qualquer valor da parte real e
positiva de g gerard uma divtergéncia. Por outro lado, se
e
1—gt’
complexa t e para um dado g fixo, esta funcao apresenta

olharmos para a fun¢ao dependendo da varidvel

apenas um polo simples em ¢t = —. Este polo caracteriza

a linha de Stokes e a soma de Borel nao estd bem definida
ao longo de 6 = 0, é necesséario considerar a soma de
Borel lateral. Calculando apenas a parte imaginaria da
integral 7 usando o contorno de integragao 7' na
Figura[2 no limite de € — 0, temos:

0 _—(L+tee’®), z¢d¢
(& 9 1€e
Im[Sp+ f] = / 1—g(: + eei®)
4 g
- Z7T —l/g
= —e . 27
; (27)

No entanto, se o polo for contornado por baixo, a integral
resultard em uma parte imaginaria negativa
l s

Im[Sy- f e V9, (28)
g

como esperado, os valores das somas de Borel laterais
sao diferentes, mas estao relacionados.

Apesar de termos evitado o polo usando o contorno
~" mostrado na Figura [2l o mesmo resultado deve ser
encontrado se escolhermos evitar a linha de corte por
um pequeno angulo #, como nos contornos CT e C~
representados na Figura [3] O nome “soma de Borel
lateral” faz mais sentido usando este tipo de contorno,
embora o contorno 7’ torne o célculo mais ficil neste
caso.

Na préxima secdo encontraremos a transérie para o
poco duplo de potencial para mostrar em um exemplo
pratico e bem conhecido da Mecanica Quéntica os
conceitos teodricos apresentados acima. Serd visto que os
termos nao perturbativos surgem naturalmente da série
perturbativa (ressurgimento) e a transérie possui uma
parte imagindria ambigua (i. e. que apresenta diferentes
valores) devido & presenga de singularidades.
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Alm(z)

T
. 1/g " Re@

Figura 2: Contorno de integracdo que evita o polo por cima.

A 1m(z)

Figura 3: Contornos C* e C~ para a soma de Borel lateral

Sox f(9)-

3. Transérie da Energia para um
Potencial Quartico

3.1. Parte perturbativa

Nesta secao obteremos a parte perturbativa do espectro
de energia de uma particula em potencial de pogo duplo,
dada pela seguinte expressao:

U(z) = 2*(1 + gx)?. (29)

Seguiremos o método WKB Uniforme [12] para encon-
trar a solugdo perturbativa da equagdo de Schrédinger,
que é um pouco diferente do método WKB geralmente
apresentado em cursos de graduacao. Pela mudanca de
variaveis y = gr na equacao estacionaria de Schrodinger
pode-se encontrar que:

—g4j—wa<y> 20+ )20 = PO, (30)

na qual V(y) = y2(1 + y)? serd a expressio matemética
para o potencial que usaremos a partir de agora. O
método WKB Uniforme parte de um ansatz para a
funcdo de onda que aparentemente torna o problema
mais complicado, pois transforma a EDO linear em
uma equacao nao linear. No entanto, a EDO néo linear
pode ser resolvida iterativamente como veremos a seguir.
Como o potencial em questdo no limite g2 — 0 possui a
forma de um oscilador harménico, é natural utilizarmos
o ansatz do método WKB Uniforme em termos das
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fungoes parabdlicas para a funcao de onda, isto é,

e D, (%uw))
v\Y) = —F———
' (y)
em que D, é a funcdo parabdlica cilindrica [14], que
satisfaz a equacao diferencial:
d2
dz?

; (31)

Z2

Do () + <y + % - 4> Du(z)=0, (32)

e as condigoes de contorno

3

[N

_ VT

D, (0) . F( - ) (33)
/ o ﬁ

D,,(O)f—2_%_ (_g) (34)

Como veremos posteriormente, o uso das fungoes para-
bélicas cilindricas permite que as funcoes de onda do
oscilador harménico de poco unico sejam recuperadas
no limite g2 — 0. As fungdes parabdlicas cilindricas
possuem a seguinte representacdo integral:

2 o0
D,(z) = \/;(322/4/0 e /2 cos (zt - Vg) dt, (35)

valida sob a condi¢do Re(v) > —1. A funcdo D,(z)
também pode ser escrita como uma série de poténcias

N
V1IN

IS

22 . . A .
com um fator e~ 7, que possui raio de convergéncia
finito em todo o plano complexo:

22 22 2
D,(z)=e 7T (1 + (—V)j +(—v)(2- Z/)E +.. ) .
(36)
Veja na Figura [4 o grafico de D, (z) para alguns valores
de v.
Substituindo ¥(y) da equacao na equacao de
Schrodinger encontra-se a EDO néao linear supracitada
para u(y):

Vi) - ptw? - B g (v 5) )
+924W((ufg’;/2>/:0. (37)

=3 - ; i Ds(x)

Figura 4: Gréfico de D, (z) para = real e v = 0, 3/2, 3, 9/2.
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Esta equacao pode ser resolvida usando séries de potén-
cias para o espectro de energia e para a fungdo de onda
u(y) em termos da “constante de acoplamento” g2, isto é:

E=FEy+¢’E1+¢*Es+ ... (38)
u(y) = uo(y) + g*ur (y) + g ua(y) +...  (39)

Inserindo estas séries em e mantendo até a ordem
zero em g* encontra-se ug(y), mantendo termos até
0O(g?) a funcio u;i(y) e Ep sdo obtidos, e assim por
diante. Portanto, repetindo este procedimento toda a
série perturbativa pode ser calculada, resultando para
o espectro de energia até a ordem O (glo):

1\? 1

3 _ _

<V+2) —|-4
B 3

1 19 1

—2¢* |17 - — -

g (1/+2> +4<u+2>

e [T, 1 40 1) 3L

917 2 1 2 32

o 10689 Sl 5+234o5 oL s
N 2 8 2
L2109 (1
61 \" T3
1\° n\*
— 3¢1° [29183 <y + 2) + 50715 <,, + 2)
207663 (1 2 | 10483
16 2 32

+0(9"). (40)

1
E(v,¢*) =2 <1/ + 2) —2¢%

E importante notar que para g = 0 é a expressao
para a energia do oscilador harmoénico quantico £ =
v+ 1/2, exceto por um fator 2, que esté presente devido
ao nosso ansatz. Da mesma forma, calculamos a funcéo
de onda u(y) até a ordem ¢'°, porém mostraremos aqui
o resultado somente até (’)(92) pois a expressao se torna
muito grande

u(y) = V2yr /1 + %y
2y 2
+9° <1/+;> ln[(j/; 31(1;;3/) ]
Y +3
+0(gh). (41)

Para recuperar a funcao de onda (V) () na forma mais
conhecida da teoria de perturbacoes, é necessario fazer
v — N (com N inteiro e positivo), mudar a varidvel
y — gz e expandir a equagdo em uma série de
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poténcias de g

Dy (% [ug(gz) + g*ur(gz) +. ])

V(d/dz) [uo(gx) + g?ur(gz) +...] /g
Dy (v2z)

¥ () =

==+ g (@) + gl (@) + .
(42)
Usando a seguinte relacdo para for Dy (z) [14]:
Dn(z) = 2N 5 Hy (Z) , (43)
V2

na qual N =0,1,2,... e Hy é o polinémio de Hermite
de ordem N, encontra-se:

Q—N/Q 2 N)
™ (z) = 7 e T Hy(z) + 2N (@) + ... (44)

A contribuicdo de ordem zero em g2 na equacio é
a funcdo de onda para o oscilador harménico quantico
sem perturbacoes.

Na proxima se¢do veremos que as condi¢des de con-
torno fornecem uma relacdo implicita entre v e ¢g2. Esta
relagdo permitird o calculo da transérie de energia na
forma da equagao , a qual estd contida na série

perturbativa .

3.2. Parte nao perturbativa

Nesta secao obteremos a parte nao perturbativa do
espectro de energia, que consiste em uma transérie res-
surgente. A fungdo de onda do estado fundamental deve
ser simétrica em relagdo ao centro do pogo (y = f%) e
o primeiro estado excitado é anti-simétrico em relacao
a este ponto. Da mesma forma, todos os estados pares
(impares) serdo simétricos (antissimétricos) respectiva-
mente, logo, as condi¢bes de contorno sao:

Vi (-3) =0 (15)
Podd (-;) =0. (46)

Aplicando a condigao no ansatz , temos:
w(—1
o, ("2 <o, (47)

na qual g =~ 0 assim, é necessario conhecer o comporta-
mento de D, (z) quando z — co. Para isso, faremos uso
do comportamento assintético de D,, [14]:

D,(z) ~ z¥ e/ (%)

+e:|:i7ru \/ﬂ 27171/ 622/4F2 (22) ,

I'(—v)
(48)
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= T(E5H(E-35 kA=
(49)
ST (k+i+9T(k+1+5%) 1 /2"
ng2= 23 ,,2(>-
=iy e
(50)
Portanto, temos,
R
e V2T [u(=12)] 7Y ey,
+inv u?(=1/2)/a4 2
te F(y)[ - ] e B ().
(51)

W2 (—1/2) _ud(=1/2)
na qual 22 = “=7%. Multiplicando por e~ >, em

que ug(y) é o primeiro coeficiente da expansdo em série
(139), apés um pouco de élgebra, encontra-se:

Definindo a quantidade

1 _ug=Y2) 1 __1_
E= e 27 = e 642 (53)
mg2 mg2
e também
sl u?(=1/2)
Ho{u2(21/2)] 3 Fl( 9° 2)

F, ( u? (;21/2) )

[ (—1/2) —ud (=) (54)

__1_
X e 297 ,

encontra-se uma relacao implicita entre v e g:
1 eiiwz v
| —— = —¢H, 2 55
F(*I/) ( 92 ) € 0 (Vag ) ) ( )

que serd ttil para obter v como uma funcio de g¢2.
O primeiro passo para o calculo da transérie é considerar
N + v na relagdo obtida das condigoes de
contorno , com N um inteiro positivo:

1 e:l:i‘n'Q g B 1 e:|:1'7r2 -N
I'(—v) g2 - I'(=N —ov) g2

ii?r2 —ov
x (egz ) . (56)

Vv =
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Usando a expansdao w™% = e~ (") ~ 1 — jvin(w),
temos para o primeiro termo:

+im —dv +im
(692 2) =1-4vn <692 2) +O (%) . (57)

O segundo termo pode ser expandido a partir da expan-
sdo para a fun¢do Gamma

B T'(—ov)
I'(—N —dv) = (=N — ) (=N — v +1)...(-1—év)’
(58)
entao,
1 C(=)NN! (14 6v N + év
[(—N —év)  T(—ov) ( 1 )( N )
N

— (1:(125’/]\)” [1+hyov+ 0 (607)],

(59)

1 1
na qual hy = 1 + 3 +... .+ N é o N—ésimo Numero
Harmoénico. Para obter uma expressao para ﬁ,
consideremos a expansdo para o termo In[['(z)], dada

por:

— (—1)F k
In[[(z)] = —Inz—vz+>» (k)= (60)
k=2

em que 7y é a constante de Euler-Mascheroni e {(z) é a
funcao Zeta de Riemann. A equacao implica que:

I'(z) = ez O(7) (61)

logo, usando a série de Taylor da funcdo exponencial,
encontra-se

1
I'(z)

=z[l+y2+0(2?)] . (62)

Finalmente, substituindo z — —dv temos a expresséo
desejada

(o) = —dv+yov* + O (6v°) . (63)

Inserindo esse resultado na equagao ((64), segue que

1
I'(—N —ov)
=—(-1D)VN! [6v — (v — hn) 602 + O (6v°)] .
(64)
- . U d
E sabido que a funcdo Digama t(z) = — InT(z)

dz
obedece a relacio ¥(N + 1) = hy — v, portanto,
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substituindo e na equagao , resulta:
1 e:l:i7r2 -V
I(=v) \ ¢
+im -N
2
= —(~1)V NI (e )

92

{5y — 502 [m (6?2) — (N + 1)] +0 (M)} :

A seguir, trabalharemos com o lado direito da equagao
, considerando a expansdo Hy(v, g?) em uma série de
poténcias de dv e assumindo que exista a expansdo de
dv em poténcias de &, tal que:

6iNH0(N7 %) ov + O(61%),
(66)
Sv=co+ 1€+l +0(E%). (67)

HO(Vv 92) = HO(N7 92) +

Usando e comparando com os coeficientes de &
ambos os lados da equagdo pode-se calcular as
constantes c¢g, c1, .... E importante notar que o lado
direito da equacao comeca com &1, logo, ¢g = 0. Na
ordem seguinte, temos:

OH, (N, ¢°
Ho (Vo) ¢ -0 )
+im -N
— (~1)N N <692 2)

x {c15+ {C2 - [m (ej:?) — (N + 1)} c§}§2}

(68)
Igualando os coeficientes de ¢!, resulta:
Ho(N, g% (e*im2\"™

Seguindo esse procedimento, calculamos a série de v
até a ordem £°. Aqui apresentaremos o resultado apenas
até a ordem &3 pois a expressdo se torna muito grande.
Recordando que v = N + v, temos:

2\" H, 2NN Hy L
vENE (g) N (g) et
eiiﬂQ
X [Hé + (ln ( 7 ) — (N + 1)) Ho]
oY Hy , etimo

e:l:i7r2

p ) +9%(N +1)

etim2
x [w(N+1)—2ln( 7 )]—3¢(1>(N+1)+7r2 .

(70)

+3HoH{ + 6HY + Hg {91n2 (
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Substituindo a série para v obtida acima (70]) na parte
perturbativa do espectro de energia (40)), encontra-se a
transérie para o N —ésimo nivel de energia.

1\ 1

N+ = z

(v+3) +5

1\* 19 1

—2¢* 11T N+ = Z(N+=

ot (vey) o (v )
2N67$ (eii‘n'>N

Vg?rN! \ ¢°

X {1 - 392(1 +N+ N2+ (1+ 2N)21.2972)}

1
E(N,¢*) =2 (N + 2) —2¢°

92N "5z [ pkin\ 2N
AT (NY)2 ( g )
X 8(1 +N+N +(1+ 2N)21.2972>
x {—392 (1+ N+ N? 4 (1+2N)*1.2972)
2€:ti7r
" [l( ~ )WH)}

X {1 - 392<1 FN+N2+(1+ 2N)21.2972>}}

+o (71)

Esta expressdo contém as informagoes perturbativas e
nao perturbativas para o espectro de energia e esta
na forma de equacao apesar de nossa constante
de acoplamento para poco duplo ser g2. E importante
notar que o termo In (e*™) é imagindrio puro, em-
bora a energia observavel seja obviamente real. Para
resolver este problema Dunne e Unsal afirmaram que
a parte imaginaria que vem da soma de Borel da série
perturbativa se cancela com a parte imaginaria
da série [12]. Além disso, deve-se notar que, se

considerarmos uma constante de acoplamento complexa

g® a condicio Re g2) = 0 fornece um expressao
71)

real para a série ([71)). Por analogia com a andlise do
ponto de sela apresentada em [6] para um potencial
quartico muito semelhante, podemos ver que a condigao
arg(g?) = 0 e arg (¢g?) = = caracteriza a linha Stokes,
onde exponenciais suprimidos comegam a contribuir com
a série. Aumentando o arg (gz) esses termos crescem e
se tornam da mesma magnitude das principais contri-
buig¢oes quando arg (92) = m/2 é alcangado.

4. Conclusao

Apresentamos neste trabalho uma introducao a teoria
das transéries ressurgentes explicando de forma pedagdé-
gica sua origem e como essa teoria permite associar um
observéavel fisico a uma série perturbativa infinita. Para
isso, comegamos com a definicdo formal de uma série
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divergente assintética e explicamos como associar um
nimero a essa série usando o processo de soma de Borel.
Como vimos, existem algumas fung¢bes que apresentam
singularidades ao longo da dire¢ao do plano complexo em
que a soma de Borel é realizada. Estes foram os nossos
casos de interesse, pois dao origem a necessidade das
transéries e manifestam o fenémeno Stokes.

Para ilustrar a teoria das transéries ressurgentes,
mostramos como a série perturbativa codifica todas as
informacoes sobre a parte ndo perturbativa do espectro
de energia, no contexto de uma andlise de Mecéanica
Quéantica de uma particula em um potencial de pogo
duplo. Para derivar o contetido nao perturbativo usamos
o método WKB Uniforme considerando um ansatz para
a funcéo de onda em termos das funcoes de Parabdlicas
Cilindricas. A ideia essencial do que fizemos foi usar o
comportamento assintético dessas funcdes especiais nas
condicdes de contorno e considerar o indice dos niveis de
energia v contendo uma parte ndo inteira v = N + ov.
Lidando com a expansao em poténcias de év da equagdo
para as condicdes de contorno, calculamos a transérie
ressurgente a partir do espectro de energia perturbativa.

Apesar das contribuiges da transéries (|71)) parecerem
exponencialmente pequenas em comparacio com a parte
perturbativa (j4 que a constante de acoplamento g2
é pequena), deve-se notar que o fenémeno de Stokes
pode mudar este cendrio. Considerando g2 como uma
grandeza complexa, vimos que existem algumas regioes
no plano complexo em que a contribuicdo das transéries
se torna dominante. Esses diferentes setores do plano
complexo sdo delimitados pelas linhas de Stokes. Nosso
objetivo aqui foi apenas apresentar esse fenémeno de
forma abrangente usando um exemplo bem conhecido da
Mecanica Quéntica. O leitor interessado é incentivado
a seguir as referéncias citadas para se aprofundar no
assunto.
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