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Este trabalho tem como objetivo discutir o comportamento de campos quanticos a temperatura finita. Primei-
ramente introduziremos os ingredientes relativisticos, quinticos e térmicos de maneira fenomenoldgica (Planck-
Einstein) ao descrever o comportamento das particulas de radiacdo em equilibrio com uma cavidade, o celebrado
problema do corpo negro. Em seguida, mostraremos que a linguagem implicita do fenémeno fisico em questao
é uma linguagem de campos escalares ndo massivos de Klein-Gordon-Fock em (3 4 1) dimensdes em equilibrio
térmico. Com este intuito, estudaremos o problema no formalismo de operadores e, a posteriori, no formalismo
de integracdo funcional via matriz densidade de estados. Além disso, abordaremos o problema em diferentes
representagdes (coordenadas/momento). A conexdo entre uma teoria quintica no espago de Minkowski e uma
teoria quantica em equilibrio no espago Euclidiano por meio de uma rotacdo de Wick (tempo imagindrio) serd
mostrada por meio das transformacoes de similaridade.

Palavras-chave: Teoria Classica de Campos; Teoria Quantica de Campos; Teoria Quantica de Campos Térmica

The aim of this work is to discuss the behavior of quantum fields at finite temperature. Initially, we will introduce
phenomenologically the basic relativistic, quantum and thermal elements (Planck-Einstein), by describing the
behavior of radiation in equilibrium with a cavity, the celebrated black body problem. Then, we will show that a
proper language for describing this physical phenomena is the language of non-massive scalar fields (Klein-Gordon-
Fock) in (3 4+ 1) dimensions, at thermal equilibrium. For this purpose, we will study the problem in the formalism
of operators and a posteriori in the formalism of functional integration, by considering the density matrix of states.
In addition, we will approach the problem in different representations (coordinates/momentum). The connection
between a quantum theory in Minkowski space-time and a quantum theory in thermal equilibrium in Euclidean
space by means of a Wick rotation (imaginary time) will be implemented by means of the appropriate similarity
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1. Aspectos introdutoérios

A evolugao das idéias sobre o significado do calor ao longo
da jornada humana em busca do conhecimento tem um
papel importante na histéria da ciéncia. Como uma fa-
gulha, ela se origina no primeiro hominideo que dominou
a técnica necessaria para se fazer o fogo, observando a
existéncia do fendmeno na natureza, e se prolonga até os
tempos atuais em que fisicos estudam e especulam sobre a
natureza e propriedades microscépicas da radiacdo e sua
interagdo com a matéria, ao mesmo tempo que exploram
questoes ainda nao respondidas sobre a termodinadmica
de buracos negros, por exemplo. A descricdo microscé-
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pica da natureza remonta de frases poéticas gregas como
as de Democrito, na qual a matéria consiste em pequenas
particulas indivisiveis chamadas “a4tomos” movendo-se
pelo espago vazio, uma visdo conceitualmente profunda,
mas cuja confirmacao teve que esperar milénios até a
descoberta moderna de como se fazer ciéncia testando as
afirmagoes tedricas tidas como verdadeiras (axiomas) e
suas consequéncias légicas, por meio de experimentos [1].
A ciéncia moderna se baseia na escolha de questoes que
podem ser respondidas de maneira pragmaética, o que
pode ser visto, por exemplo, na afirmagdo de Richard
Feynman: “I would rather have questions that can’t be
answered than answers that can’t be questioned.’

1«Eu preferiria ter questdes que ndo podem ser respondidas, do que ter respostas que néo podem ser questionadas” Essa frase exemplifica
a maneira realista de Feynman pensar sobre a ciéncia, no sentido de ser mais interessante viver com incertezas e ndo conhecer tudo do que

ter respostas que nao sdo questionadas e podem estar erradas.
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Antes de desvendar a fisica microscépica implicita nos
fenémenos fisicos da natureza, devemos discutir os con-
ceitos fenomenoldgicos da fisica macroscopica: no caso
de fendémenos envolvendo temperatura e calor, estamos
falando da termodindmica [2-6]. A termodindmica se
consolidou como ciéncia propriamente dita durante a
revolucao industrial, em parte frente a necessidade de
entender o comportamento e aprimorar a eficiéncia de
maquinas térmicas. A termodindmica é uma teoria que
descreve fendmenos fisicos envolvendo calor e tempera-
tura, aplicada a sistemas fisicos macroscopicos, sem a
necessidade de utilizar conceitos microscopicos da estru-
tura da matéria. Os conceitos macroscopicos sao medidos
por meio das varidveis termodindmicas (intensivas/ex-
tensivas) como pressdo P, temperatura T, volume V,
etc.

O primeiro conceito crucial que surge das medidas
experimentais das varidveis termodinamicas é o de equi-
librio termodindmico (ou térmico). Um sistema fisico
estd num estado de equilibrio termodindmico quando se
observa que suas variaveis termodindmicas nao variam
com o tempo. Experimentalmente, observamos que o
equilibrio térmico satisfaz o que se chama de propriedade
transitiva, o que é enunciado como a lei zero da termodi-
namica: dois sistemas termodindmicos em equilibrio com
um terceiro estdo em equilibrio entre si. Esta observagao
é o que permite, por exemplo, definir operacionalmente o
conceito macroscépico de temperatura, com base em me-
didas usando um sistema fisico (termdémetro) calibrado
com base em estados padrao (como dgua em degelo e em
ebuli¢do, por exemplo).

Para um dado corpo em equilibrio térmico existe uma
relacao entre as variaveis termodinamicas conhecida como
equacao de estado, que assume a forma

f(P,V,T) =0,

em que o espaco dos estados de equilibrio sao descri-
tos por uma superficie no espago das variaveis P, V e
T, de acordo com o teorema da funcao implicita. Um
exemplo de equacao de estado é a equacao de um gas
ideal de Clapeyro (valida a altas temperaturas e baixas
densidades),

PV =nRT.

Contudo, nao queremos apenas compreender estados
de equilibrio, e a termodinamica permite estudar sistemas
em que uma mudanga nas condi¢Oes externas promove
uma mudanga no estado de equilibrio do sistema, levando-
nos a classificar uma transformacgdo termodinamica como
reversivel ou irreversivel. Em uma transformacao reversi-
vel podemos considerar caminhos infinitesimais tais que
as quantidade

dW = PdV  (trabalho)
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[§]

dQ = CdT (calor)

dependam do caminho (sdo diferenciais inexatas), mas
de forma tal que sua soma seja uma diferencial exata re-
presentando a variagdo de energia interna de um sistema
termodinamico. Esta relacdo é chamada de Primeira Lei
da Termodinamica,

dQ = dU + dW

em que dU é a diferenca de energia interna entre dois
estados de equilibrio infinitesimalmente préximos.

Uma questao crucial para a aplicacao da termodina-
mica no século XIX era o estudo da eficiéncia de maqui-
nas térmicas. A eficiéncia 7 de uma méquina térmica é
definida como a razao entre o trabalho realizado pela
maquina e a energia oferecida & maquina como forma de
calor, durante um processo em que o sistema passa por
um ciclo fechado de transformagées termodinamicas, ou
seja,

W@

Q2

Q2
em que W é o trabalho realizado pela maquina e (4
e (Y3 sao os calores cedidos e absorvidos pela maquina,
respectivament . O estudo da eficiéncia de maquinas
térmicas levou a uma nova lei da natureza, conhecida
como Segunda Lei da Termodinamica, que pode ser enun-
ciada de diferentes formas. Dois enunciados se referem
explicitamente ao comportamento de maquinas térmicas:

n

Enunciado de Clausius: Nao existe uma
transformagao termodindmica cujo tunico
efeito seja levar calor de um reservatério a
temperatura mais baixa a um reservatorio a
temperatura mais alta.

Enunciado de Kelvin: Nao existe uma
transformacdo termodindmica cujo unico
efeito seja extrair calor de um reservatério
térmico e transformé-lo integralmente em tra-

balho.

Como consequéncia desses enunciados surge o teorema
de Clausius [7]: em um processo ciclico arbitrdrio P a
seguinte desigualdade é verificada,

/@207
’PT

sendo que a igualdade acontece em um processo reversi-
vel. Este resultado permite relacionar a Segunda Lei da
Termodindmica com uma fun¢do de estado denominada
entropia de um sistema, sendo a variacdo de entropia

2Uma observagio interessante é a hipétese molecular de Avogadro (1811) que comprovou que volumes iguais de quaisquer gases, que estdo
nas mesmas condi¢des de temperatura e pressdo, apresentam o mesmo nimero de moléculas.

3C é a capacidade térmica a volume e pressio constantes.

4Conforme demonstrado por Carnot, qualquer maquina térmica que opere entre duas fontes com temperaturas fixas atingira seu rendimento
ma&aximo se seu funcionamento ocorrer a partir de processos reversiveis.
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dS entre dois estados de equilibrio infinitesimalmente
préximos dada por
dsS = @
T
Outras fungoes de estado termodindmicas também po-
dem ser introduzidas no formalismo como a entalpia H, e
dos estudos termodindmicos das reagoes quimicas surgem
a a energia livre de Gibbs G e também a energia livre
de Helmoltz A,
A=U+TS,

sendo a relacao entres diversas fungoes de estado dadas
por transformagdes de Legendre.

Apesar de trabalhos precursores como os de Avogadro,
a realidade molecular sé veio a ser firmemente estabe-
lecida com o advento dos trabalhos de Einstein-Perrin
sobre o movimento Browniano no inicio do século XIX,
através da equagao de difusao e da descrigdo probabi-
listica do fendmeno via o “andar do bébado”. Porém,
o trabalho que langou as bases conceituais sobre as es-
truturas microscopicas e sua conexao com as medidas
macroscépicas foi devido a Boltzmann no século ante-
rior [8412]. Seus estudos sobre teoria cinética dos gases
nos levaram a formular a entropia de Clausius em termos
de uma contagem do niimero de estados microscépicos
Y,y correspondentes a um dado estado macroscopico,

N!
Q= ———
k= gl gl
através de
S = kan{nL} s

onde N =nj +ns+---+ng é onamero total de molécu-
las, sendo que n; é o nimero de moléculas em cada uma
de s distintas "células” no espaco de fase. Mais do que
isso, podemos formular o principio da méxima entropia
em termos variacionais,

é [an{ni} —aZni —BZmEl} =0,

onde os multiplicadores de Lagrange o e § garantem a
conservacao de niimero de moléculas e da energia macros-
cOpica, encontrando assim a distribuicdo que maximiza
a energi

n; = exp(—1 — o) exp(—BE;).

Ao considerar N moléculas em uma caixa de volume V'
e o estado de uma molécula num dado instante ¢ caracte-
rizado pelas varidveis (7, p, t), introduzimos o conceito de
distribui¢ao do ntimero de particulas f(7,p,t), definido
de forma que

/$MWﬂﬁﬁw:M
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e que f(7,p,t)d>7d>p seja o niimero de moléculas com
posicdo e momento contidas num volume infinitesimal do
espaco de fase no tempo t. Reformulamos assim a descri-
¢ao do equilibrio termodinémicﬂ supondo a existéncia
do limite

F(7, 5.t = 00) = £(7, ),

advindo de uma equacao de transporte de Maxwell-
Boltzmann [9,14],

0 p1 O = 0 .
|: n f(rhplat)

g .n Y g Y
o tmon T op,

— [ it (P - R)T

X [f(F/hﬁ/l?t)f(F/Q?ﬁ/%t) - f(Flaﬁlat)f(F%ﬁ%t)] 5

cujo lado esquerdo estd associado a dindmica fora do
equilibrio devido a interacao estudada, as colisoes e espa-
lhamentos. Quando o equilibrio é alcancado em t — oo,
temos o seguinte,

f(Fllﬂﬁll)f(FIQﬂﬁ/Z) - f(Flaﬁl)f(F27ﬁ2) = Oa
valendo as conservagoes de energia e momento,

-2 -2 -9 9
ba, P2 _P1, P2

2m = 2m’

2m  2m

) / N .
pP1+P2=p1+p2.
O conjunto de equagoes anteriores, as quais descrevem
o equilibrio termodindmico, admitem a seguinte solugao
para a funcao de distribuigao,
)
p

_ﬁ%

f(p) = cexp
Tendo em vista os conceitos termodinamicos desenvol-
vidos até entdo, o trabalho de Maxwell sobre o comporta-
mento da radiacao eletromagnética e a lei experimental
de Wien para descrever o espectro de emissao de radia-
¢ao de um corpo negro, no inicio do século (XIX) Planck
foi levado fenomenologicamente a quebrar o paradigma
tedrico de sua época, quantizando a energia da radiagao
eletromagnética [15,16],

E=hw
o que conduziu a sua famosa férmula,

_h w3
- 272cexp (Bhw) — 1’

Qw,T)

sendo Q(w,T) o fluxo de energia por unidade de frequén-
cia de um corpo negro a temperatura 7'. Esse fato foi a
porta de entrada para posteriormente Bohr quantizar o

5Uma distribuicdo é uma funcio que conta o nimero de moléculas ou 4tomos de um determinado gis que estdo em um dado estado (do

espectro de Energia, por exemplo).

6 A existéncia do equilibrio termodindmico em eletrodindmica quéintica é dada pelo Teorema H de Boltzmann. Podem existir interacdes
que ndo permitem alcangar o equilibrio termodindmico, levando entdo a discussoes sobre a dindmica fora do equilibrio [13].
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momento angular de um dtomo, Einstein formular a ex-
plicagao do efeito fotoelétrico introduzindo o conceito de
quanta de radiacgao e, assim, surgir a Mecanica Quéantica.

Dando continuidade a evolugao historica das idéias que
descrevem a matéria e a radiagao, logo apds a primeira
guerra mundial idéias cruciais emergem [17]. Aparecem
duas descri¢des para o mundo quéntico, a descricao de
fungoes de onda de Schrédinger e a descrigdo matricial
de Heisenberg, juntamente com a descoberta do princi-
pio da incerteza. Além disso, Dirac unifica as descri¢oes
anteriores em uma udnica linguagem [18]. Ademais, Pauli
descobre o principio da exclusdo observando o espectro
dos dtomos |19], e os estados possiveis para os elétrons
na eletrosfera. Também vemos avangos no estudo da
descrigao distribucional de um sistema de varios fétons
(bosons) em equilibrio devido aos trabalhos de Bose e
Einstein |20], que chegaram a uma fungéo de distribuigdo

da forma,
1

exp (BE) — 1’

e, posteriormente, na descri¢ao distribucional de um sis-
tema de varios elétrons em equilibrio (férmions) com os
trabalhos de Fermi e Dirac [21], conduzindo & funcao de
distribuicao,

f(E) =

1

0= e +1

Intuitivamente, quando analisamos o comportamento a
baixas temperaturas do gas de Bose-Einstein as particu-
las vao todas para o estado de menor energia, criando
um condensado e uma contribui¢do negativa para a pres-
sdo. Por outro lado, no gas de Fermi-Dirac os estados
de menor energia vao sendo ocupados gradativamente
criando uma contribuicdo positiva para a pressao, devido
ao principio da exclusao de Pauli.

Com o intuito de descrever a interagdo quéntica entre
a radiagdo (descrita por bdsons chamados de f6tons) e
a matéria (representada por férmions como os elétrons)
de maneira relativistica, Dirac parte de uma teoria de
campos classicos. Para discutir processos quanticos com
interacao entre varias particulas de radiagao e matéria
(no espago de Fock), Dirac precisa quantizar os cam-
pos, e surge assim a Teoria Quantica de Campos com
seu formalismo de operadores de criacao e destruicao de
particulas. Grandes avancos serdo feitos no periodo da
segunda guerra mundial em eletrodindmica quantica [22].
Mais tarde, em contrapartida ao formalismo de opera-
dores de campos, surge o formalismo de integrais de
caminho de Feynman e seus diagramas, trazendo uma
visualizagdo mais intuitiva de processos quénticos [23,24].
Também é desenvolvido o principio variacional de acao
quantica de Schwinger, e sua analise com base em fungoes
de Green com fontes dos processos quanticos [25]. As
duas formulagdes se mostraram ser equivalentes devido
aos trabalhos de Dyson e, sendo assim, surge uma nova
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linguagem quéntica unificadora, o formalismo de inte-
gracao funcional. Na mesma época Pauli surge com um
importante teorema (Teorema Spin-Estatistica) sobre a
conexao entre o spin de um campo e sua descri¢ao esta-
tistica, ao estudar um sistema de varias particulas em
equilibrio termodindmico, caracterizando bdsons como
particulas de spin inteiro, que satisfazem a distribuicao de
Bose-Einstein, e férmions como particulas de spin semi-
inteiro, que satisfazem a distribuicdo de Fermi-Dirac [26].
Posteriormente, em 1955, surge o formalismo do tempo
imagindrio de Matsubara [27] para descrever um sistema
quantico de varias particulas quanticas em equilibrio
termodinamico, via a matriz densidade de estados,

p=exp |-p0]
e sua conexao com a funcao de partigao,
Z = trp.

Em seguida, Fradkin constréi um formalismo de inte-
gragdo funcional para descrever campos quanticos em
equilibrio termodindmico |28].

Uma classe de fendmenos de grande interesse fisico,
tanto ao utilizar uma linguagem macroscopica quanto
microscopica para descrever as propriedades da matéria,
sdo as das transicoes entre fases das substancias,

(s6lido + liquido +» gés «> plasma),

ou mesmo a mudanga das propriedades magnéticas (Hei-
senberg-Ising) |29

(ferromagnético +» paramagnético),

0 que muitas vezes esta relacionado a uma quebra de
simetria. Ginzburg e Landau construiram uma maneira
de avaliar os expoentes criticos nas proximidades de um
ponto critico expandindo a energia livre de Helmoholtz
ou o potencial de Gibbs nessa regido, e classificando o
parametro de ordem associado a transicdo. Em fisica
da matéria condensada, aparece o fendmeno da super-
condutividade, com a criacdo dos pares de Cooper de-
vido & interagdo entre elétrons de um metal e fénons, e
de forma semelhante aparece o fendémeno da superflui-
dez na descrigao das propriedades dos sélitons (bésons)
formados pela combinacdo de dois férmions no Hélio
liquido [8}/10,/11}/30}/31]. Atualmente, em matéria con-
densada, observamos estudos envolvendo o grafeno e
supercondutividade [32].

Posteriormente, vemos o surgimento do conceito de
quebra de simetria de calibre e geragdo de massa, come-
¢ando com um trabalho de Glashow [33] sobre simetrias
parciais, em que parte da Lagrangeana é invariante pe-
rante uma transformacao de simetria, porém a parte
da Lagrangeana que produz massa para as particulas
elementares nao é invariante, explicando o decaimento
de particulas massivas intermediarias em fétons. Nambu
e Goldstone |34] introduzem o conceito de redugio de
simetria global devido & inclusdao na Lagrangeana de um
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potencial advindo do estudo de supercondutores (poten-
cial do chapéu mexicano). Em seguida Abdus Salam e
Steven Weinberg [35] se aprofundam na demonstragio
da conjectura de Goldstone, afirmando que se houver
uma transformacao de simetria continua sob a qual a
Lagrangeana ¢é invariante, entdo o estado de vacuo tam-
bém deve ser invariante sob a mesma transformagcao, ou
deve existir uma particula escalar de massa zero. Peter
Higgs [36], inspirado no artigo de matéria condensada
de Anderson |37] sobre plasmons, simetrias de calibre e
massa dos mediadores, investiga o mecanismo de quebra
de simetria em um teoria de calibre Abeliana. Neste caso,
o boson de Nambu-Goldstone desaparece e os campos
de calibre adquirem massa, o que leva & descricao se-
gundo a qual os campos de calibre "engolem” os bdsons
de Nambu-Goldstone, adquirindo massa. Posteriormente,
Kibble explorou a idéia proposta por Higgs em teorias
de calibre nao Abelianas. A unificacdo da interacéo fraca
e eletromagnética nao tarda a ser concretizada na Teo-
ria Eletrofraca [39], isto de certa forma ja era esperado
pois a interacao fraca tem uma analogia muito grande
com o eletromagnetismo desde sua descricdo fenomeno-
légica com Fermi [40], através de uma interagéo entre
4-férmions do tipo corrente-corrente. Vale lembrar que
Feynman e Gell-Mann [41] modificaram a estrutura de
vértice da teoria de Fermi observando que experimental-
mente a interacdo fraca atua apenas nos férmions de mao
esquerda (corrente do tipo vetorial-axial). Neste meio
tempo, Leite Lopes [42] propds que o acoplamento fraco
entre os férmions poderia ser devido a troca de bdsons ve-
toriais neutros e carregados, chamados por ele de mésons
vetorias [43]. Toda essa “Catedral de conhecimento’
conduz finalmente ao conceito de renormalizagdo de Wil-
son, & dependéncia nas escalas de energia e as equagoes
de Callan-Symanzik.

Construiu-se assim uma descri¢do extremamente bem
sucedida para as interagdes na natureza utilizando como
ferramenta tedrica a Teoria Quantica de Campos e sua ex-
tensdo para o descrever o equilibrio termodindmico via o
formalismo de Matsubara-Fradkin. Descrevemos a intera-
¢ao eletromagnética através da eletrodindmica quantica,
unificamos o eletromagnetismo com a interacao fraca
no contexto da teoria eletrofraca de Glashow-Weinberg-
Salam, prevemos o comportamento das particulas devido
a interacao forte via cromodindmica quéntica, e assim
por diante. Mais que isso, a sintese das forgas (eletromag-
nética, fraca e forte) em uma teoria (Modelo Padrao) é
obtida, e um novo conceito emerge: as teorias que utili-
zamos para descrever a natureza sao efetivas, no sentido
de que dependem da escala de energia dos fenémenos
considerados, e de fornecerem uma descricdo completa

e3315-5

dos fenémenos fisicos apenas em determinado dominio
de energia. Em uma linguagem cientifica, um problema
fisico envolve escalas de energias separadas (desacopla-
das); a dinimica de baixas energias, descrita pelas teorias
que conhecemos, e as interagoes de altas energias, que
podem induzir pequenas correcoes nesta. Na pratica, po-
demos descrever a fisica de baixas energias efetivamente
utilizando os graus de liberdade e as interagoes apropri-
adas para essa escala. Essas ideias foram inicialmente
propostas por Weinberg [44]. A discussdo sobre teorias
efetivas também se aplica ao caso de temperatura finita,
onde vemos também o conceito de simetrias globais, de
calibre e quebra espontanea de simetria juntamente com
um novo conceito associado a restauragao de simetria
acima de uma temperatura critica [45].

Para finalizar, é possivel enumerar diferentes problemas
tedricos e experimentais relevantes na fisica de plasmas
contemporanea, destacando que a descri¢do formal de
uma teoria de campos a temperatura finita é atual e
se apresenta em constante desenvolvimento [46,47]. Po-
demos citar estudos das excitacoes coletivas e as quase
particulas em plasmas em eletrodinamica quéntica e cro-
modindmica quéntica; respostas lineares devido a atuagao
de campos eletromagnéticos externos e a blindagem de
Debye, em que fétons adquirem massa e sendo assim
um comprimento caracteristico; o estudo da transicao de
fase na cromodindmica quéantica, ao analisar as equagoes
de estado referentes ao plasma de quarks e gluons, e a
transicdo de quarks confinados para quarks livres, em
que temos uma aparente quebra de simetria quiral. A
janela experimental para a descricao do plasma de quarks
e gluons seriam os dados coletados nos aceleradores de
particulas (como o CERN) em colisdes envolvendo fons
pesados. Outro tema de grande interesse é a restauracio
de simetrias a altas temperaturas, ja que em situagoes
de nao equilibrio nao se sabe quais sdo os mecanismos
dessa restauracao.

Ao olharmos para os céus (Astrofisica) vemos tam-
bém a aplicagdo do estudo de corpo negro na descri¢ao
da radiacdo césmica de fundo e o estudo do inicio do
universo (bariogénese, leptogénese, etc) [48]. Temos tam-
bém o estudo sobre emissoes de neutrinos por fétons em
estrelas (supernovas, anas brancas) onde temos uma a
perda de energia devido ao decaimento dos plasmons em
pares de neutrinos. Por outro lado, tendo em vista os
aspectos formais da teoria quantica de campos a tem-
peratura finita, vemos o problema de singularidades no
infravermelho devido & existéncia de particulas ndo mas-
sivas em uma teoria de calibre. Por fim, outra fronteira
atual na generalizagao de conceitos envolvendo tempe-
ratura e termodinadmica é na Optica quantica, ja que o

7A expressio é uma metéfora, pelo fato de uma Catedral ser um lugar grande e bonito onde pessoas visitam. Essa expressdo, de autoria
do poeta Theco Rainer Maria Rilke, foi utilizada por J. L. Lopes no documentario Cientistas Brasileiros, César Lattes e José Leite Lopes:

“Com as méaos trémulas te construimos,
Atomo sobre 4tomo as tuas torres elevamos,
Mas quem te poderd completar,

O Catedral?
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tratamento envolvendo criptografia e teletransporte com
efeitos associados a temperatura é um problema central
no contexto experimental. De maneira geral, a formu-
lagdo envolvendo informacdo quéantica, teletransporte,
estados emaranhados, sdo muito relevantes tanto na con-
cepgao de um computador com bits quanticos quanto no
estudo das propriedades termodindmicas de um buraco
negro, seguindo o exemplo de Bekenstein-Hawking. Con-
ceitos como o de buracos de minhoca e emaranhamento
(teletransporte), duas das idéias prediletas da fic¢do ci-
entifica, podem na realidade ser dois lados da mesma
moeda [49-51].

Tendo em vista a falta de um tratado elementar sobre
como a linguagem de campos quanticos em equilibrio
termodindmico descreve o comportamento da radiacao
em um corpo negro, temos como pretexto preencher essa
lacuna. Acreditamos que a leitura desse trabalho enri-
quecera as ferramentas tedricas de leitores que estao
iniciando sua jornada cientifica no tema pois além de
implementarmos conceitos fisicos de maneira construtiva,
iniciando com fenomenologia, fazemos conexao com di-
ferentes formalismos (operadores, integracao funcional)
em diferentes representagdes (coordenadas, momentos).
E valido ressaltar que ao discutir o formalismo de in-
tegracao funcional apresentamos o principio variacional
da agdo quantica de Schwinger, em que vemos uma rela-
¢ao intima entre a amplitude de transicao e a matriz de
espalhamento §. Também ao descrevermos o equilibrio
termodindmico apresentamos o principio variacional de
Fradkin, em que vemos uma relagao intima entre a funcao
de particdo e a matriz densidade de estados p. Esses prin-
cipios variacionais tanto quanticos quanto térmicos sao
geralmente omitidos nos cursos padroes da comunidade,
neste caso o material aqui apresentado poderia preencher
essa auséncia.

Este artigo é organizado da seguinte maneira. Na Se-
¢ao 2 descrevemos heuristicamente o comportamento da
radiagdo em um corpo negro com ingredientes relativis-
ticos, quanticos e térmicos. Na Secao 3 construimos a
linguagem necesséaria para descrever campos quanticos
no formalismo de operadores (Dirac) e no formalismo de
integragao funcional (Schwinger). Na Se¢do 4 vemos que
a linguagem implicita na descricdo do comportamento
de um gas de radiacdo é a de teoria quantica de campos
em equilibrio termodindmico, faremos isso no formalismo
de operadores térmicos de criacao e destruicao. Na Se-
¢ao 5 construimos o formalismo de integracao funcional
(Matsubara-Fradkin) para descrever o comportamento de
um corpo negro e fazemos conexdes com o formalismo de
operadores e a descri¢do heuristica. Na Se¢do 6 temos as
conclusoes. No material suplementar reunimos algumas

Minimo tedrico para descrever campos quanticos em equilibrio termodindmico

observagoes mateméaticas (Apéndice A) e discutimos o
plasma de eletrodindmica quéntica (Apéndice B).

2. Descricao fenomenolégica da radiagao
de corpo negro

Temos nesse momento o interesse em descrever heuristi-
camente o comportamento da radiacdo em uma cavidade
(corpo negro) & uma dada temperatura T', incorporando
ingredientes relativisticos, quanticos e térmicos, investi-
gando as consequéncias imediatas dessa descrigao [52].
Como temos o interesse em descrever o comportamento
quantico e relativistico da radiacao no equilibrio termo-
dindmico iniciamos a discussao com as equagoes

E=hv =M (Planck), (1)

E? =c*p®  (Einstein). (2)
Desse modo, ao descrever o equilibrio termodindmico,

terfamos para a contagem de ntimero de estados micros-
cépicos (¢, p) no espago de fase com uma dada energia

E,
By Anv (F
Y= [ —— = E"?dE
/ B3 h3c3 /0 )
lembrando-se que as s-cédulas devem ter um tama-
nho dado pelo principio da incerteza de Heisenberg

h
AzAp > 5, onde

dy
JE 9(E)
corresponde ao ntmero de estados microscopicos com
energia
Definindo o nimero médio de particulas de radiacao
em um dado estado (niimero de ocupacao) via Boltzmann

<n> - ZZOZO nexp[—ﬁnE]
ooy exp[—fnE]

concluiriamos que o namero de fétons com uma dada
energia E seria o seguinte

1

4V E%dE @)
h3c3 exp (BE) —1°
e também terfamos com a defini¢ao infinitesimal de ener-
gia interna dU = EdN o conjunto de equacoes

dN = (n)g(E)dE =

47V [ E%dE
N =
h3¢3 /0 exp (BE) — 1’ (5)
e
Ar V[ E3dE
U= h3c3 J, exp(BE)—1° (6)

Com a equagdo da energia interna U vemos o surgimento
da distribuicao de Bose-Einsten,

v= LI 1), )

80bserve que estamos simplificando o problema com o intuito de descrever posteriormente o comportamento da radiacio por campos
escalares (spin 0). A descric@o real seria com campos vetorias (spin 1), neste caso teriamos duas polarizagdes (helicidades) para propagacao
de ondas eletromagnéticas e a contagem de estados microscépicos deveria ser multiplicada por 2: mais detalhes podem ser encontrados no

Apéndice B.
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onde .

f(») oxp (Bep) —1° (8)
Esta é uma consequéncia do fato de varios bésons pode-
rem ocupar o mesmo estado, e estd relacionado, como
veremos mais adiante, a funcdo de Green de dois pon-
tos. Nas entrelinhas vemos o teorema de Spin-Estatistica
funcionando: se estivéssemos tratando de férmions, a
funcao de distribuigao associado a energia interna e a
funcdo de Green de dois pontos seria uma distribuicio
de Fermi-Dirac[%]

Utilizando-se a férmula matemétic

/°° EsdE B 1/°° y*dE
o exp(BE)—1 Bt Jo exp(y) —1

ﬁf(s F1)C(s+ 1), (9)

concluirfamos que as equacoes de estado descritas anteri-
ormente seriam dadas por

— s DB (10)
— s ), (1)

em que perceberiamos o surgimento da Lei de Stefan-
Boltzmann

Vo onZkt
(hc)3 30

U=oT* o= (12)

Por outro lado, se temos interesse em encontrar o fluxo
de particulas de radia¢ao emitidas de um orificio do corpo
negro, escreverfamos as seguintes equacoes,

N
dN = v Avcos (0) dt f(v)d*v, (13)
1dN
d=—— 14
A = — (14)

e3315-7

sendo N o nuiimero de particulas emitidas em uma dada
diregao 0, f(v) a funcdo distribuigdo e ® o fluxo. Neste
caso

o= %/vcos (0) f(v)d*v (15)
N [ .
=37 ; v f(v)dv (16)
N1 Nc
:V1<v>:VZ’ (17)

e sendo assim o fluxo de energia por unidade de frequéncia
Q(w,T) é dado pela lei de Planck

a®  h w3
dw  2m2cexp (Bhw) —1°

Qw,T) = hw (18)

Por fim, podemos encontrar uma expressao para a
pressdo do gés de radiacdo P imaginando um fluxo de
particulas de radiacao colidindo com as paredes e sendo
refletidas,

d3p
dd = Ugﬂf(p)h—g7 (fluxo de radiagao), (19)
dp, = 2p, (momento transferido por

particula) (20)

deste modo obtemos

d3p 2¢ [
P = / ﬁ2vaxf(p) = ﬁ/ de
vy >0 0

™

/E dfsin(6) cos? () /00 P> f(p)dp (21)

0 0

X

_@/“’ P U
~3R3 exp(ﬁcp)—lp_?ﬂ/7

o que leva a equacao de estado PV = %U .

3. Teoria (Classica-Quéntica) de Campos

Vamos agora construir a linguagem necessaria para des-
crever campos quanticos no formalismo de operadores,

9Tendo em vista o espectro de uma particula bosénica com degenerescéncia g; de cada estado com n; ocupantes, dizemos que a contagem
quantica do nimero de estados que uma particula pode ocupar é dada pelas equagoes

i =

_(nitgi—1)
nil(gi — 1!’

Qpn,y = H W, (ntmero total de combinagdes).

3

Aplicando o principio variacional de méxima entropia com os vinculos de conservagao de energia e nimero de particulas

1) [IHQ{M} —aZni—BZniEi} =0,

e tomando o limite dos grandes nimeros (Stirling) encontrando a distribuicdo que maximiza a energia (Bose-Einstein) dada por

9i

exp(—a—fE;) —1

10Para maiores detalhes da conexdo entre a integral apresentada, as fungdes Gamma I' e as funcdes zeta de Riemann ¢ ver |531/54]. E
interessante observar que essas estruturas matemadticas (associadas aos blocos construtores dos ntimeros, os nimeros primos) também
aparecem no Efeito Casimir [55], existindo uma semelhanca na descrigdo do fenémeno de Casimir e radiagdo de corpo negro.
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seguindo a linguagem de Dirac [5657| e no formalismo de
integragdo funcional, segundo Schwinger [23-25]. As fer-
ramentas construidas serdo utilizadas para as proximas
discussoes sobre o equilibrio termodindmico dos campos.

3.1. O formalismo de operadores de Dirac

Ao descrever o movimento de uma particula sem massa
e sem a agdo de interagdes externas (livre), sabemos que
de maneira geral temos uma expressao relativistica que
relaciona sua energia e momento. Tendo em vista a co-
variancia, sintetizamos essa expressao relativistica em
termos da linguagem de tetra-vetores,

pupt =0,
P (&, D), (23)

onde p,pt = (p0)2 — (p)? devido & escolha da métrica
do espaco-tempo n** = diag (+1, —1,—1, —1). Por outro
lado, a interpretacao das quantidades fisicas na descri¢éo
quéantica da natureza via o principio da correspondéncia
de Schrodinger,

B0 (24)
p— —iV

nos leva a uma cinemaética ondulatéria de Klein-Gordon-
Fock (KGF),
onde

0 =29,0", (26)
e ¢ é um campo escalar rea Vamos encontrar uma
solugao para a equagao ondulatoria de KGF utilizando o
método de separacao de varidveis, assumindo que

¢ = a(t)u(Z). (27)
Sendo assim,
d2
_ VQU — _ﬁQU, Uﬁ — exp[—lﬁf]’ WZ — _ﬁ2a7
(28)
e portanto,

a(t) = a_(p) exp[—iwyt] + ay(p) expliwgt],
pll = (wa@' (29)

Deste modo, pelo principio da superposigao,

ot = [ dNsla () expl-iort
+ a4+ (p) expliwgt] fugz. (30)
Agora, devido as condigoes
¢ =¢* (realidade dos campos),
a—(w,p) = ay(w, —p) (31)
/ &p Ny (medida de integracéo escalar),

Ny= i )

w >0 (positividade da energia). (33)

Minimo tedrico para descrever campos quanticos em equilibrio termodindmico

escrevemos a transformada de Fourier anterior de forma
covariante,

4
6.7 = [ GV el n e, (3

5(%) = ——[6(po —w) + 6(po + )], (35)

2w
em que 6(p?) é uma delta de Dirac e f(w) a funcio de-
grau de Heaviside, definida como f(w) =1 para w >0 e
0(w) = 0 para w < 0.

O leitor atento perceberd que, neste formalismo quan-
tico, a posicdo & aparece como um parametro classico,
e nao como um operador. Uma pergunta natural seria:
qual a definicdo do operador de posicao neste formalismo?
Para responder basta observar as seguintes propriedades

A o 1 ip

T=i-—— = Operador Hermitiano 36
o5 2T e

Fug(i) = Fup(), (37)

em que vemos o aparecimento do principio da incerteza de
Heisenberg de uma estrutura relativistica de campos [58|,

(&4, P5] = i04. (38)

Dando continuidade ao nosso desenvolvimento, com
a equagao de movimento discutida anteriormente, cons-
truimos o principio da minima acao de Hamilton para a
acao

S = [d'zL(},0,0)
L=10,00. (39)

O espago descrito pelas coordenadas (¢, dy¢) é conhecido
como espaco de configuracées. O principio variacional
escreve-se:

oL oL

o que leva a

oL oL
8ﬂ{w}‘w:°:‘m¢=°-

Ou seja, o principio variacional leva a equagao de mo-
vimento esperada, inferida das propriedades basicas do
tetra-vetor momento de particulas relativisticas.

Com a linguagem funcional em maos, procedemos com
a abordagem de Emmy Noether fazendo a ligacao entre si-
metrias e quantidades conservadas [59]. Para isso, vamos
aplicar translagoes espago-temporais (x# — aH + Jz#)

1 Observe que estamos trabalhando no sistema natural de unidades em que h =1 = c.
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impondo que a agdo seja invariante. Para a medida de
integracao, temos
d*z’ = (Jacobiano)d'z,

'
det (&T ) =1+9,0xtd*x, (41

(Jacobiano)

ox?

e, usando que d¢ =
acao S dada por

58 = / d*z {ag&b+ (af 5.9) (am)] + / sdizL
(42)

oL
_ 4 Y v
_/d xd), [6(8u¢)8”¢ ny,c} Y
:0,

POz, temos a variacdo para a

onde igualar S a zero implica em impor a invariancia
da teoria frente a transformacdo considerada. Obtemos
assim uma quantidade conservada conhecida como tensor
de energia-momento

oL

TH =
Y 0(0ud)
= 0", ¢ — %ngagqsa%.

v —my L (43)

Restringindo o caso anterior para translacoes temporais
temos a energia total do sistema, ou Hamiltoniana,

Hzg%wm+w@w, (44)

portanto definindo o momento canonicamente conjugado

a ¢ por
oL

“0(009)

temos que a Lagrangiana e a Hamiltoniana estao relacio-
nadas por uma transformagado de Legendre

(45)

H=n(0yo) — L. (46)

Dando continuidade, percebemos que o principio da
minima acdo pode ser escrito da seguinte forma
S = [d'z[m(0p) — H(, )]
(47)
o) 1o}
88 = [ d*z{on[do¢ — GE] - [dom — G100}
Neste caso vemos que uma equacao de segunda ordem
pode ser transformada em duas equacbes de primeira
ordem

80¢ = % )
(48)
807‘- = _%% )

sendo que o espago descrito pelas coordenadas (¢, ) é
conhecido como espaco de fase.
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A evolugdo temporal de uma quantidade fisica Q (¢),
escrita em termos de uma densidade Q(¢, w) através de

Q) = [ #7007 (49)
é dada por

0hQ = /d3 d3*[a¢ao¢+ Qamr] (50)

[ s [0Q0H 0QOH
/dxdy{aqsaw 87Ta(b]

0 que nos leva a definir o paréntesis de Poisson como

_ [ 3. [0Q0H 0Q0H
{Q’H}P_/dy{aqsaw aw&z)]' (51)

Desta forma, temos as equagdes de movimento fundamen-
tais escritas de forma sintética em termos dos parénteses
de Poisson,
¢ ={o,H}p
(52)
0o = {m,H}p.

Dizemos que a evolugao temporal de uma quantidade fi-
sica é controlada pela Hamiltoniana, através do paréntese
de Poisson.

A dinamica do sistema fisico pode ser implementada
na Hamiltoniana da seguinte forma

H— Hcinemdtica + Hdindmica ’
(53)
V(o).

O estudo da dindmica subjacente a um determinado
fendmeno fisico é a mais fundamental etapa para sua
compreensdo fisica. Historicamente, podemos lembrar
que as relacdes cinematicas descobertas por Keppler e
Galileu foram efetivamente compreendidas como resulta-
dos de uma dinamica descoberta por Newton. Einstein
também, logo apds estabelecer as relagbes cinematicas
bésicas da relatividade, buscou estender sua teoria para
englobar a dindmica cldssica de particulas. Da mesma
forma, na descricdo de campos quénticos, nés comeca-
mos construindo o espaco dos estados de Hilbert a partir
da cinemética relativistica quantica, baseada nas repre-
sentacoes do Grupo de Poincaré e, posteriormente, ao
implementar a dindmica, podemos perceber seus efeitos
nos processos quanticos pelas equacoes de Lippmann-
Schwinger.

Uma dindmica quantica de um sistema de varias parti-
culas interagindo entre si vem do processo de quantizacao
dos observaveis fisicos, que pode ser obtido a partir de

Hdindmica =

H  (energia) — H = VoVe +V, (54)

AV + Vi), (55)

7 (momento) — p=
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onde os operadores H e p sdo Hermiteanos. As equagoes
de movimento sao escritas via o principio da correspon-
déncia de Dirac {, } — —i[,], levando a

7/80(; = |:(£afd3f7:ti| )
(56)
i0p7 = [w defﬁ] ,
correspondendo a uma descrigao de Heisenberg para a

dindmica dos observaveis quanticos. Observe que temos
as seguintes relagdes cinematicas

[&,é] —0, [Ww} —0,

6.9 7 7)| =i @ -, (57)
com as consequentes equagoes de movimento,
Qd=r, Oi=02p=Vd+VV. (58)

Neste caso, a solucdo da equagao quantica livre de KGF
(O¢ = 0, com V = 0) pode ser dada seguindo a mesma
metodologia do caso cldssico de campos,

, &BF
o(t, %) = / W;;W {&ﬁexp[*ip“xu] + &;exp[ip“xﬂ}}
iz
(59)
it = Oo, (60)

sendo que, na teoria quantica, os coeficientes az e d;; sao
promovidos a operadores de destruicao e criacdo respec-
tivamente. As relagbes cineméticas de comutacao tém
como consequéncia,

[, a%,] = 2wp0° (5" — ), (61)
[, 5] = 0, (62)
lat,al,] = 0. (63)

Deste modo, com as equagdes anteriores podemos escre-
ver os observaveis fisicos na representagao de momentos,

A 1

= / @y |alas+ gl | (64)
5 1

P= /d%ﬁ: §/d3ﬁﬁ (kg +agal] . (65)

Tendo em vista a algebra de operadores de criagdo e
destruigao, esperamos que os operadores fisicos (energia,
momento, momento angular, etc...) sejam quantidades
nulas ao atuar no estado de nenhuma particula (Vécuo

H10) = 0|0), (66)
Plo) = 0]0), (67)

Minimo tedrico para descrever campos quanticos em equilibrio termodindmico

com este intuito definimos a operacao de ordenamento

norma ,

:I{I: = B /dSﬁWﬁ (ALI-,‘A;;, (68)
2, 1 I
P = §/d3ppaﬁ ;;. (69)

3.2. O formalismo de integracgao funcional de
Schwinger

O fato das equacgdes quanticas preservarem sua forma
classica a valores médios, via teorema de Ehrenfest, nos
leva a perguntar sobre a existéncia de um principio de
acao variacional que seja quantico. Para responder a esta
pergunta, consideramos que os estados evoluem no espago
de Hilbert da seguinte forma

i0o ) = H |9) . (70)
Supondo que exista um operador evolugado temporal
|¢/7t/> = U(tlvt) |¢7t> ) (71)

com determinadas propriedades, que ndo vamos detalhar
aqui, somos conduzidos ao resultado

iUt t) = HU(' 1), (72)

onde, para intervalos infinitesimais (¢ = ¢ + dt), temos
que

U(t',t) = expliH dt] (73)
~ I +iHdt.

A solucéo geral seria dada por

U(t',t) =exp [ iH dt. (74)

w\
X
>

Podemos estudar algumas propriedades da evolucgao e
projecao de estados por meio do seguinte objeto,

(@t |¢,1) (75)

denominado amplitude de transigé Vamos aplicar va-
riagoes nessa amplitude de transigdo, variando a forma
do campo e o pardmetro temporal, conforme os gerado-
res de translagoes do campo (momento) e translagoes
temporais (Hamiltoniana) respectivamente,

(¢t [,t) (76)

12 A relagdo entre o vicuo e as condigdes de contorno (Efeito Casimir) pode ser vista em [60].
13Em Teoria Quéantica de Campos temos duas operacdes bastante conhecidas, o ordenamento temporal e o normal, relacionados pelo

Teorema de Wick [56].

14Para maiores detalhes sobre esse objeto, por exemplo, o célculo explicito pelas integrais de caminho (configuragdes de campo) de Feynman,

veja [57].
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sabendo que

a5 0.) = —ift 1),

A (1)
5 10.8) = ifl9.0).

obtemos
516, 10.8) = (6.t { [ ali(@.¢)50(z.¢)
—#(Z,1)60(Z,t)] — H(t')ot' + f{(t)dt} |p,t). (78)

Agora pensando em intervalos de tempo infinitesimais

A

R(E 4 dt) = 7(Z,t) + FED gy = (7, 1) — if#, H]dt,
H(t+dt) = H(t) + 2Lt
(79)

somos conduzidos ao resultado

t|/d3

(¢t o, t) =

OH
—dt——dt t
St (50)
ou ainda

5 (¢t |, t) =i(e,¥| / dPZ75[00P)dt+

—dt/dgfzg b Hédt—dta Sotle.t). (81)

Observe que

. oM -~ OH OH
_ 3 = zre A v el
0H = /d m[a(g5 0p + pr o] + 5 0t, (82)

e neste caso,
58t |6,t)
—itoe)0 ([ Paromitn
~A®)dt)16,1), (83)
em que desconsideramos termos de segunda ordem. Logo
(6.t 16.8) = 0/t 3t [ Tliond — A jo.8)51)
(4, 6[dt/d3:ﬁﬁ] 6.8)

e3315-11

Estendendo o resultado anterior para um intervalos de
tempo At =t/ —t,

S 16,0 = i (&, ¢] 6( / B L) lot)  (85)
= (¢, |65 |o,t) |

onde S é uma acao quantica.

Como vemos, temos em uma equacao variacional
a valores de operadores. Utilizando o método de Green
podemos encontrar uma equagao geradora em termos da
linguagem de integragao funciona

§Z[J,] = i6SZ[J,q], (88)

em que J e ¢ sdo fontes classicas para o campo ¢ e
momenta 7 respectivamente.

A solugéo para a equacdo anterior é dada em termos
de uma transformada de Fourier funcional

Z27.¢) = / DéDrZ[é, ] expliJé] explicn],  (89)

com solucao dada por

Z[¢, 7| = expliS], (90)

onde
S = /d4 [ (8) ——w —0;90ip =V (¢)| . (91)

O conceito por tras da passagem anterior estd relacio-
nado aos estados assintoticamentes livres e a definicao
da matriz de espalhamento S,

Z = (out| U(o0, —o0) |in) ,
(92)
S =U(oo, —0).

Como a acao é quadratica nos momentos, podemos fazer
a seguinte transformacao

7(006) — 37— 2 [0i00:6 — m*¢?] -

15Na passagem extraimos o operador de acdo quantica do ”sanduiche” de estados,

<¢/7t/ ¢, 1) =

(¢, i63[6, 7] |6, ) = 2(55[ 0

Z1J,¢],

L 0 + 2 (000)? — 210006+ m?]
~V(8) = 5+ 006 + 50,00"0 — V(8) (93)
200 = N / Do expliS.] (94)
(86)
57 ;s } 215l (87)

Para maiores detalhes sobre o formalismo de integracdo funcional veja as referéncias em [25].
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onde

S = /d4a: Bama% V(o) +J¢] (95)

N = /Dw exp [—i/d‘*x % (m+ ao¢)2:| (96)

é uma constante de normalizacao. Portanto, escrevemos
o principio da acdo quantica da seguinte forma

5S€f B 8Ses .
050 = [ Dot enlisg] (o0
5Ses
= 5 2[J).

A partir da equacao anterior, podemos gerar as fungoes
de Green da teoria com derivadas funcionais adequadas.

4. Radiag¢ao de corpo negro no
formalismo de operadores

Neste momento estamos aptos a descrever o comporta-
mento de um corpo negro no formalismo de operadores
de criagdo e destruicdo térmicos e fazer conexodes com
a descrigdo heuristica descrita na se¢do ?? | |. Im-
plicito nas discussoes desse capitulo estao os conceitos
associados a descricado do equilibrio termodindmico no
ensemble candnico e o uso da matriz densidade de estados
para descrever o equilibrio termodindmico dos estados
em mecanica quantica |7,9].

Iniciamos o estudo descrevendo particulas (relativisti-
cas) em uma caixa cublca de volume L3 com a condlgao
de fronteira perlodlca nos campos quanticos ¢,

¢(t7 $7 y’ Z) = ¢(t’ x + L? y’ Z)’
qs(t? x? y? z) = ¢(t7 :E7 y + L’ Z)?
o(t, z,y,2) = ¢(t,z,y,2 + L), (98)
0 que implica na quantizacdo do momento,
2
p= is, $ = (Sz,8y,52), Sa,Sy, 8, =0,£1,£2, -,

(99)
e conseqiientemente na seguinte relacao entre a integracao
nos momentos e a soma nos indices s,

71_3
/d3ﬁ<—> (2113) Z,

S

(100)

sendo L? = V o volume da caixa. O operador energia na
representacdo de momentos seria dado por

— § : At 4
- wpsaﬁsapsv
S

(101)

Minimo tedrico para descrever campos quanticos em equilibrio termodindmico

com os operadores de criagdo e destrui¢ao satisfazendo a

seguinte relacdo de comutacao,
[d;;‘s’&ﬁs'] = gy - (102)

Observe que temos um operador nimero de particulas
com um dado momento Ny, ,

E P
relacionado a Hamiltoniana do sistema através de
= > wi Np, -
S

Lembrando-se das propriedades dos operadores de cri-
acao e destruicao de particulas de radiacao

(103)

S A
_aﬁsapsv

[N,a;y] =Y lal a;] — a; (104)
S
[Nvaﬁs/] = _&175/ ’ (105)
construimos os auto-estados do operador : H : satisfa-
zendo
Nlng) =nlnz,), (106)
H:|ng) =nws|ng), :H:[0)=0.(107)

Agora com o operador hamiltoniano : H : na repre-
sentagdo de momentos, podemos fazer a conexao com a
descrigao de campos em equilibrio, definindo o que seria
uma média térmica da seguinte forma,

(108)

(109)

onde a média térmica é dada de maneira explicita pela
matriz densidade de estados de ocupacao

(110)

BN
®

—B:H 1Y [ng,)(ng,

n=0

tendo em vista o espectro do operador hamiltoniano.
Temos como consequéncia que

N = Ztr pb

Lnzo " exp[—nwy,]
s

trps oo exp[—fBnwg,]
= Z —exp Gon) =1 (111)
W
U= prb ) = ZW- (112)

16 A quantizacio de campos em uma caixa (muito grande, pensando que os campos se anulam nas bordas do espago-tempo) com condigoes
de Dirichlet é uma ferramenta muito til em teoria de campos para regularizar algumas divergéncias |57|. Por exemplo, ao calcularmos as
taxas de decaimentos ou secgdes de choque de processos fisicos precisamos colocar os campos em uma caixa (62| para obter resultados finitos.
Apesar desse cardter regularizador, condigoes de contorno (Dirichlet, Neumann) também servem para descrever interagdes associadas a

energia de ponto zero dos campos [55].

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 3, e3315, 2018

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0346



Ferrari e cols. e3315-13

Tomando limite para o continu (V= 0), logo temos que a energia interna é dada por
dS o 1 3.5
N = V/ S oxp (Bug) =17 (113) U=A— Tg—? = fkTQ / ’p 5 In[1 — exp (—Buwy)]
(118)
U= V/ 7 (114) B o oxt (G-
T oxp (Bup) — 17 —v [ o f e ChE ()
(2m)3 [1 — exp (—fwp)]’

Observe que
de acordo com a Eq. (113). Da mesma forma, poderfamos

\%4 w3 vV 1 = oo
U = — |a A 4 encontrar a pressao da radiagao P,
27r2 wexp(ﬁw) -1 2m2p4 (3)¢(4)
0A d3p
= Ty, p=—22 _yr 1 —Buy)] !

30 Vk: T (115) o7 / 2n) n[l — exp (—fwy)]
condizendo com a Lei de Stefan-Boltzmann, vide a Eq. = —g /dw w? In[l — exp (—Bwy)] , (120)
1. T

Por outro lado, para encontrarmos a fungao de parti-
¢ad™®|e reciprocamente a matriz densidade de estadog'?]
Z = tr(p), partiremos do ansatl

Z =[] tx(ps) = tx(p). (116)

onde fazendo uma integral por partes udv = d (uv) — vdu,
com

=1In[l — exp (—Bwp)], dv = dww?

concluimos que

Deste modo, tendo em vista a definicdo da energia livre P 11 o0 dos? 1 1U 191
de Helmholtz, =32 ), Mg -y v 12
A = —kT'InZ= —kTZln tr(ps) recuperando a equagao de estado , e mostrando a

consisténcia de descrever o comportamento da radiacao
n[l — exp (—fw A)]—l (117) de corpf)/negro com upl:} hyguagem de campos quanticos
p , em equilibrio termodindmico.

17Se néo colocarmos as partlculas em uma caixa terfamos deltas de Dirac do tipo 53(0), onde

(2m)%6° (5~ ) = / d*Feap[—i(p — p)a| ,_ = / PE=V,

ou seja

\%
(2m)3

mostrando como as condigdes de contorno funcionam como uma regularizacio para o valor de §2(0).
18F valido observar que a funcio de particdo e, consequentemente, a fisica que derivamos do formalismo, é independente da escolha de

representagdo (coordenadas/momento),

Z =tr(p) = E (alpley),

a

5%(0) =

em que |a) é um membro de um conjunto completo de estados
(@lB) = bags > _la)al = 1.
«@

19A descrigdo do equilibrio termodinamico em mecéanica quéntica e o conceito de densidade de estados pode ser construido no ensemble
microcanonico cujas médias térmicas sdo definidas por meio de dois postulados, estados equiprovéveis e fases randomicas [9)].
20Podemos definir a entropia quantica da seguinte forma,
S=In(p).

Neste caso pelo principio variacional da méxima entropia,
S(D) + Au(H) = (S)] =0, (H)=tr(pH), S=1tr(pS),
tr{[(A\1 — 1) + Ap H — In(p)]6p} = (A1 — 1) + Ap H — In(p) = 0.
Consequentemente, ao calcularmos o trago da tltima equagdo temos a seguinte equacio,

1

TS=A+U, A=—kTn(trp Ay =——
+0, n(trp), A==

)

em que (f) =lep= exp()\UH), e A é a energia livre de Helmhotz
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5. Radiagcao de corpo negro no
formalismo de integracao funcional

Vamos agora construir o formalismo de integragio fun-
cional (Matsubara-Fradkin) para descrever o comporta-
mento de um corpo negro e fazer conexdes com o forma-
lismo de operadores na descri¢ao heuristica [63-66|.

Minimo tedrico para descrever campos quanticos em equilibrio termodindmico

Sendo assim, podemos escrever uma equagio de Bloch

s o
— =-H 124
86 TPJ 5 ( )
ps=pS, (125)

e consequentemente vemos o surgimento das transforma-
¢oes de similaridade e a dependéncia da temperatura,

5.1. Matriz densidade de estados e a abordagem o8 _ IR EESEN 126
de Matsubara-Fradkin a8 —(p~ Hrp)S, (126)
Iniciamos a discussao escrevendo a matriz densidade de onde observamos as propriedades
estados na representacao de coordenada .
Hr(8) = p~ ' (B)Hrp(B), (127)
ps = exp(—BHr), pHB) =p(—B), pp=1. (128
Hr = / &’z Hr A equagdo de Bloch pode ser escrita na forma integral
He =%+ 7-1.], (122) R R A
R A $0) - 80) =~ [ arf, M), (129)
H= - =-VoVop, H;=Jp, (123) 0
27 2 5
A $o)=1- [ arfmsm. (30
na qual temos um termo H; que representa uma intera- 0
¢ao entre fontes externas classicas e campos quéanticos.
que seria uma equacao do tipo Volterra, cuja solucao pode ser encontrada de maneira iterativa
. . B . T .
s =1 [ anfim i [ anim)Sm) . (131)
0 0
T2
S(m)=1- / drsHy(73)(1 —...). (132)
0
Procedendo indefinidamente com a iteragdo podemos dizer que
[’} n Ti—1 R
S(ﬂ) =1 + Z(*l)n H/ deHJ(Tj), T0 = ﬁ (133)
n=1 j=170
Com a ajuda da fungdo degrau 6(7), e a operacao de ordenamento da temperatura T,
T[A(1)A(72)] = 0(11 — 12) A(T1) A(72) + 0(r2 — T1) A(72) A(71) (134)
podemos dizer que
A ﬁ A
$8)=T {eXp [— / dTHJ(T)]} , (135)
0
ou, de maneira geral,
S(r',r)=T {exp [—/ dTI:IJ(T)‘| } : (136)
Derivando a Eq. (135)) com respeito a uma fonte, obtemos
38(5) P SR
w0 s - [ [ wmin| 80 = -1 [6.050)] (137)
Se 8>, A
0S(8) N
— =-S5 r 138

21 A maneira como separamos a interacdo na hamiltoniana e os métodos utilizados ao longo de texto se assemelham com a resolucio do

problema de intera¢do quantica na descricdo de Dirac [56].
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desse modo,

6ps(B) _ . o 0S(8)
AT (139)
= —p(B)S(B)(, &) (140)
= —ps(B)o(r, 7). (141)
Da mesma forma,
SB) &iamvriaie A
5J(Oé, gj)J(T, 1—7») - S(ﬁ)T[¢(a7y)¢(T> 33)] ’ (142)
¢ 2
cpaB) VI
S I (ra) P (B)T[p(e, ) (T, T)] - (143)
Logo, podemos definir a fun¢do de particdo Z,
21J) = trps(B) (144)
Z[J =0] =trp(B) = Z(B), (145)
e calcular médias térmicas por meio do trago das expressoes anteriores
o @) d) 1 6z[J]
<¢(7—7 $)> - trﬁ(ﬁ - Z(ﬁ) 5J T, .')_L") J=07 (146)
o )T Po(r B 1 5221J]
DA =" NE) T 26) 50 B y (147

Como vimos, na discussao classica de campos a evolugao das quantidades fisicas no espacgo de fase é dada em
termos do parénteses de Poisson {, } p das quantidades fisicas com o gerador de translagoes temporais, que no caso é
a hamiltoniana, e temos um conjunto de equacoes representado os parénteses de Poisson fundamentais das varidveis
canodnicas. Seguindo a regra de quantizagao de Dirac, as quantidades fisicas se transformam em operadores hermitianos
atuando no espago de Hilbert e os parénteses de Poisson se transformam em comutadores {, } p — —i[,]. O equilibrio
termodindmico pode ser descrito supondo a independéncia temporal (¢t = 0) e implementando a dependéncia da
temperatura pelas transformacoes de similaridade, vide Eq. , sendo assim temos que

p = exp[-AH], (148)
G(B,7) = p Lot = 0,7)p, (149)
#(8,%) = p'#(t=0,%)p, (150)

sendo que as equacoes de movimento dos operadores térmicos sdo dadas por

96(B, 7)

S = -16(s.7).4). (151)
HD — a5, 11, (15)
com os comutadores térmicos fundamentais
[2(8,),6(8,7)] = i6*(@ — §), [6(8,7), 08, D] =0, [7(8,), 78] =0. (153)
Das equacoes de movimento térmicas,
25T = - o). [ @i (Grn - 5veve) | = inis.a) (154)
PAD _HCD e, [0q (- gvive)| - v as)
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concluimos que

82 2 I —

L‘W +V ] o(8,%) =0, (156)
2 .02

NGB, T) =0, A=— 7 V2. (157)

Daqui percebemos que a estrutura matematica que descreve o comportamento de campos em equilibrio termodinamico
se expressa naturalmente no espaco euclidiano.
Incluindo as fontes externas, segundo Schwinger, nas equac¢oes de movimento, teriamos que

~

Ap(B, %) = J(B,7), (158)
e neste caso
Altrpo(8, )] = [trps)T (8, E) , (159)
ou seja,
A(G(8,3)) = J(8,), (160)
5711 p
Am =Z[J]J(B,%). (161)

Sendo assim, podemos escrever a seguinte equacao para a funcdo de Green de dois pontos,
AG(r,§;8,@)) = 8(1 — B)6°(§ — @) , (162)

1 ez
TIN50 9.06.7)

(163)

J=0

Desse modo, podemos extrair a fung¢do de particao como solugdo da equagao anterior,
1 [P B
Z[J] = Z[0] exp 5/ da/d3g/ dT/d3fJ(T, DG (o, §;7,2)J (1, %) | , (164)
0 0
que pode ser reescrita da seguinte form

Z[J] = /D¢>exp l— /Oﬂ dT/d%z (;¢3A03+J¢3)

que é solugdo da equacgao variacional de Fradkin

Sltrgis (8)] = trl685(8)] = 6S1trps (B)]. (167)

Dizemos que a Eq. (166) é uma transformada de Fourier funcional do objeto exp[—S], sendo S uma agdo no espago
euclidiano,

7 (166)

B 1.
_ 321
S_/O dT/d T 5000, (168)

Portanto, o estudo anterior nos leva a estabelecer a seguinte conexdo entre a descricdo quéntica e a descri¢do térmica
de uma teoria de campos

(espago de Minkowski) (t, %) — (it, &) (espago Euclideano)
0—-A

/D¢exp[—i/d4$%¢ﬂ¢] - /D¢>exp l— /Oﬂ dT/d?’f%qBAqB

elucidando o conceito de rotagdo de Wick para o tempo imaginario muito usado na literatura. Como vimos, o conceito
que garante esse elo entre as teorias (7' =0 e T # 0) sao as transformagoes de similaridade, vide Eq. (148).

22Ge fizermos a translagdo de campos
B
¢—¢— / da/ngG(a,g; 7, %) J (a, §) (165)
0
em Eq. (166), somos levados & Eq. (164).

23Observe que Eq. 1)
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5.2. Energia livre de Helmholtz e a fun¢ao de particao

Com o intuito de encontrar a energia livre de Helmholtz por meio da fungdo de parti¢ao definida na Eq. (166) e,
reciprocamente, as equagoes de estado que descrevem o gas de particulas relativisticas discutido ao longo do texto,

escrevemos
32 1
D¢ exp dT d’z 5

A=—kTh[Z(B)], (170)

1

= (detA)~% (169)

em que det é a operacdo de determinante. E interessante observar que o expoente do determinante nos diz os
graus de liberdade fisicos da teoria (no caso, 1 grau de liberdade), sendo a energia livre de Helmholtz escrita como
A= %kT In[detA]. Lembrando do teorema da equiparticio da energia temos 2kT para cada grau de liberdade fisico.
Classicamente a contagem dos graus de liberdade é dada pelo nimero de maneiras de propagar a energia, ou seja, o
nimero de equagoes de onda. Anteriormente encontramos uma equagao de onda (22 ordem) para o campo de KGF,
logo temos 1 grau de liberdade fisico apenas.

Devido a essas particulas estarem numa caixa de volume V = L2, sdo impostas condi¢des de contorno (periddicas)
no campo ¢ nas bordas. Por outro lado, também devem ser consideradas condig¢oes periddicas associadas ao parametro
que representa a temperatura, levando ao surgimento das frequéncias de Matsubara. A afirmacao anterior pode ser
demonstrada da seguinte forma,

G0, 7, §) = (TS0, H)d(r, ) = tr[p <5>i§ﬁ,(5§¢< )] _ tr[ﬁ(ﬂ)¢(0,f)[g((ﬂﬁ))‘ PBNG( ) _
tr(d(=B,2)p(B)d(r, §)] _ tr[p(B)d(r. N(—B.D)] _ . . . -
Z(ﬁ) - t’/‘ﬁ(ﬁ) _G( Bv‘ra’ray)v (171)

em que usamos as propriedades ciclicas do trago. Segue daqui a condi¢ao de periodicidade do camp qB(O, ) =
(=08, T). Portanto, a equagdo de auto-valores e auto-fungdes com condigdes de contorno periddicas pode ser formulada
da seguinte maneira,

Ap(r, @) =0, §(0,7) = (8. ), &(t,x,y,2) = d(t,x + L,y,z), (172)
bt x,y,2) = d(t,x,y+ L, 2), ot ,z,y,2) = ot x,y, 2+ L). (173)
A solugao da equacao anterior é dada na representacdo de momentos por
. 8\? _ s
)= () Lewpliant +7-2] ) (174)
n,p
em que w, = 275“” n € N, sdo as frequéncias de Matsubara. Como vemos, lidamos com um problema de auto-valores

e auto-fungoes associadas ao operador A.
Desta forma, podemos dizer que a fungdo de particdo na representacdo dos momentos é dada po

1

2(8) = (det2) ™} / [T 601 expl=7 Sl + 71650 = (175)

-1I / (el S n” + FIGRP] = (176)

= / o , 177
g BQ[an + 172} \/Hmﬁﬁz [wn? + ]3'2] (177)

24E valido ressaltar que para o caso de campos fermiénicos temos condigbes anti-periédicas |65].
25 Apenas como um guia de pensamento, seja a integral gaussiana,

—+o0
g= / dx exp[—az?].
— 00
Em coordenadas polares, temos que

oo
2
9> = //clfrdyexp[fa(ﬂﬁ2 +y%)] = 2#/ pdp exp[—ap®] = ;ﬂ
0
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e neste caso,

detA = [ B2lwn® + 57].

n,p

Minimo tedrico para descrever campos quanticos em equilibrio termodindmico

(178)

Sendo assim, o problema de auto-valores e auto-funcoes nos leva a escrever a energia livre de Helmholtz da seguinte

forma,

A= %len[detA] =

n,p

(Bw)? 462 )
kTZ{/ W—i—ln[l—i—(?wn)]}.

1 2 2
STl 11 8%wn

+7%p = %kTZln [(27n)? + w?]

n,p

(179)

(180)

Como o termo de logaritmo natural ndo depende do momento e a energia livre de Helmholtz deve ser finita, escrevemos

2

Utilizando a identidad N
n=-+oo 1
n;oo [n? + (5)?]

na equagao anterior, temos que

(B«) cosh(

:k;TZ/

= J1
p

A= k‘TZln{eXp(ﬁQ)[l—exp( Buw) } k:TV/ dgq{ + In[1 — exp(— ,&u)]}.

1 (Bw)? do?
A=—-kT _
Y @

(Bw) 1
A=kT sS4 ) =kT ST
F zﬁ:/l d0<2 exp(@—l) K Z/ 2 exp(f) — 1
]
2
0
2

Por fim, a energia livre de Helmholtz fisica (regularizada, sem infinitos) serd dada por

3—»
A:fkTV/ dp

(27)?

@ (181)

2 i)
) 40 exp(0) + 1 (153

[senh (g)} fw (184)
(185)

In[1 — exp(—fw)] ™, (186)

condizendo com as equagao discutida no formalismo dos operadores, vide eq. (117).

6. Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, apresentamos o comportamento da radia-
¢ao em uma cavidade (corpo negro) de maneira heuristica
implementando conceitos relativisticos, quanticos e tér-
micos, e posteriormente descrevemos o problema em duas
linguagens: o formalismo de operadores e o formalismo
de integracao funcional.

Na andlise heuristica da radiagdo de um corpo negro,
além de encontrar a equagao que descreve a emissao de
radiagdo de um objeto com uma dada temperatura (a
féormula de Planck) e a equagdo de estado de uma gés
de particulas de radiacdo, observamos a conexao entre a
energia interna e a distribuigdo de Bose-Einstein, relacio-
nada com o teorema Spin-Estatistica e o fato de bdsons
poderem ocupar o mesmo estado quantico.

26 A demonstracdo dessa identidade pode ser vista no apéndice A.
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Em seguida, com o intuito de construir as ferramen-
tas necessarias para a descrigdo térmica, estudamos o
campo escalar ndo massivo de KGF em (3+1) dimensdes.
Das equacdes relativisticas (covariantes), construimos as
equagoes ondulatérias de KGF (uma equagdo de 2° or-
dem) via o principio da correspondéncia de Schrodinger,
encontramos uma solucdo para a equac¢ao ondulatoéria
e discutimos o principio da incerteza de Heisenberg em
uma teoria relativistica. Com o objetivo de descrever
processos fisicos envolvendo colisdoes de duas ou varias
particulas no espago de Fock, quantizamos os campos se-
guindo primeiramente a prescri¢io de Dirac (formalismo
de operadores). Para tanto, construimos o espago de fase
(duas equagoes de 1° ordem) e quantizamos fazendo quan-
tidades fisicas serem levadas a operadores hermitianos
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atuando no espago de Hilbert, e o paréntese de Poisson
levado ao comutador. Posteriormente, quantizamos a te-
oria seguindo a prescrigdo de Schwinger (formalismo de
integracdo funcional), com seu principio variacional da
acao quantica.

Para incluir o equilibrio termodindmico, nos baseamos
primeiramente na estrutura construida anteriormente
envolvendo os operadores de criagao e destruicdo (forma-
lismo de operadores). Apesar da fisica (matriz densidade
de estados) ndo depender de representacio (coordena-
das/momento) escrevemos o operador hamiltoniano na
descricdo de momentos diretamente e definimos as médias
térmicas envolvendo os operadores de criagio e destruicao
com matriz densidade de estados.

Por outro lado, ao construir a abordagem de
Matsubara-Fradkin (formalismo de integragdo funcio-
nal), iniciamos a discussdo com o operador hamiltoniano
na representacéo de coordenadas, ao definir a matriz den-
sidade de estados. Em seguida, estabelecemos a conexao
entre a descricdo quantica e a descri¢ao térmica de uma
teoria quantica de campos relacionando com o conceito
de rotacdo de Wick para o tempo imaginério, utilizando
as transformacoes de similaridade. Outro aspecto impor-
tante, associado ao teorema da equiparticao da energia
e os graus de liberdade fisicos, estd no fato de visuali-
zarmos os graus de liberdade da teoria ao encontrar a
funcdo de particado e, reciprocamente, a energia livre de
Helmholtz.

Poderiamos dar continuidade ao estudo do formalismo
de campos quéanticos a temperatura finita, construindo
a mesma estrutura téorica abordada no texto para des-
crever campos bosoOnicos (vetoriais, spin 1) e campos
fermi6nicos (espinoriais, spin 1/2) para descrever a ra-
diacdo e matéria respectivamente. A interacdo entre a
matéria e a radiacdo no equilibrio termodinadmico seria
estudada na prescri¢do do acoplamento minimo dos cam-
pos, descrevendo as corregoes radiativas térmicas pelos
diagramas de Feynman-Matsubara. Para o caso do campo
escalar (spin 0) ha a possibilidade de averiguar os efeitos
térmicos perturbativos associados a auto-interacao do
tipo A¢* [67]. Como vimos, ao longo do texto reduzimos
o tratamento da radiacdo de corpo negro ao caso de um
campo escalar real ndo massivo descrevendo as parti-
culas de radiacao, mas a verdadeira descrigao seria em
termos das equacoes de Maxwell quanticas em equilibrio
termodinamico. O leitor pode encontrar alguns detalhes
sobre essa descricao no apéndice B. O incentivo em utili-
zar campos escalares ndo massivos (apesar do problema
no infravermelho devido a falta de massa para os cam-
pos) para construir o formalismo do tempo imaginario é
basicamente a simplicidade, evitando a discussao sobre
vinculos em teorias de calibre, quantizacao covariante e o
surgimento dos fantasmas. Porém vale salientar também
que ao implementarmos a interagdo no campo escalar
essa geraria uma massa para os campo devido as equagoes
do Grupo de Renormalizacdo, caso que nao ocorreria no
caso de campos de calibre vetoriais pois a simetria de ca-
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libre quantica (identidades de Ward-Takahashi-Fradkin)
proibiriam os fétons de adquirirem massa (polarizagao
transversal).

Vale citar também a analogia matematica entre a des-
cricao da radiagdo de corpo negro e o efeito Casimir,
tendo em vista que os dois problemas sao descritos por
meio de condigdes de contorno nos campos [60], conforme
pode ser visto na Tabela 1. Uma sequéncia natural deste
estudo seria explorar efeitos quanticos e térmicos nas flu-
tuagoes quinticas de vacuo (Efeito Casimir) em diversas
leituras ou formalismos.

Por fim, foi visto na introducao do texto que formu-
lamos a segunda lei da termodindmica baseando-se nas
prescri¢ao de Kelvin-Clausius, utilizando os ciclos de Car-
not e o teorema de Clausius para formular uma funcao de
estado denominada entropia (do Grego, transformagao).
A formulacéo anterior foi posta em bases axiomaticas por
Carathéodory. Porém ao construirmos a termodinadmica
de campos quanticos utilizamos ontolégicamente como
ponto de partida o formalismo de Gibbs-Helmohtz em
termos de um principio variacional de méxima entropia.
Da mesma forma, a formulagdo variacional pela entropia
foi posta em bases légicas por Tisza-Callen [4,68]. Sendo
assim, o procedimento légico anterior nos equipa com um
formalismo que permite responder conceitualmente como
a entropia se traduz em campos quanticos térmicos e
também estudar as equagoes de estado que descrevem as
interagdes entre particulas e moléculas (interacao dipdlo-
dipélo quintica de Van der Waals, Casimir) na natureza
e procurar, por exemplo, a existéncia de transicoes de
fase. Apesar de trabalharmos ao longo do texto com o
formalismo do tempo imagindrio (Matsubara-Fradkin)
ao descrever o equilibrio termodindmico de nosso sistema,
fisico existem situacdes onde a dependéncia temporal é
essencial, como por exemplo na discussao de uma dina-
mica fora do equilibrio. Essa necessidade de implementar
uma dependéncia temporal ao se estudar plasmas e ma-
téria condensada motivou a construgao de formalismos
do tempo real em temperatura finita. Um desses mé-
todos do tempo real é a formulacao do tempo fechado
(Schwinger-Mahanthapa-Bakshi-Keldysh) que possui a
propriedade de duplicar os graus de liberdade emergen-
tes. O fato de que o formalismo quéntico é fortemente
fundamentado nas bases das representagoes de algebra
linear sugere que a teoria de campos térmica precisa de
uma estrutura de tempo real descrevendo os operadores.
Essa teoria (Takahashi-Umezawa) é chamada hoje em
dia de Dindmica dos Campos Térmicos onde o espaco
de Hilbert é duplicado devido ao requerimento de tempo
real e a temperatura é introduzida pelas transformagoes
de Bogoliubov [47].
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