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Embora a aproximacio sin § ~ 6 para determinagao do periodo de um péndulo simples seja muito bem conhecida
e estudada desde o primeiro ano do ensino médio, ela tem bons resultados somente para pequenas amplitudes de
oscilagoes. J& as aproximagodes para grandes amplitudes de oscilagdes sdo praticamente desconhecidas pela grande
maioria dos professores e alunos do ensino médio e superior. Entdo, neste trabalho, nés fazemos uma revisdo das
principais sugestoes de aproximagcoes lineares para grandes amplitudes de oscilages para o calculo do periodo de
um péndulo simples e uma comparacao entre seus resultados.
Palavras-chave: Péndulo simples, aproximagoes lineares, grandes amplitudes.

Although the sin 8 ~ 6 approximation to calculate the period of a simple pendulum is well-known and studied
from the first year of high school, it only has good results for small oscillation amplitudes. Now, the approximations
for large oscillation amplitudes are almost completely unknown by the vast majority of theachers and students of
high school and of undergraduate. Hence, in this work, we review the main approximation suggestions for large
oscillation amplitudes to calculate the period of a simple pendulum and we make a comparison between their

results, too.

Keywords: simple pendulum, linear approximations, large amplitudes.

1. Introducao

O estudo de um péndulo simples é comumente abordado
na totalidade dos livros textos de fisica do ensino mé-
dio |1H3] e dos cursos de graduacdo [446]. O péndulo
simples também tem servido como paradigma no estudo
de problemas lineares e nao lineares [7H10]. Ainda, é
muito comum o uso do péndulo simples na literatura
para exemplificar determindos assuntos que se estd abor-
dando (como meio para atingir um objetivo), como faz
J. Clement [11] para demonstrar que os estudantes tém
conceitos primitivos mal compreendidos, ou fazem R. N.
Suave e J. A. Nogueira [12] para discutir os cuidados
que se deve tomar em fazer aproximacoes e desprezar
termos considerados de menor ordem. Embora, aparen-
temente simples, o estudo de um péndulo simples pode
ser um problema muito rico, como pode ser visto nas
referéncias |13][14]. Pelo fato de ser um experimento
de relativamente facil execucgdo, ele é muito usado para
determinacdo do médulo da aceleragiao da gravidade g.

O célculo para obtencao do periodo exato do péndulo
simples é algo complexo (para alunos das disciplinas de
fisica bésica) e seu resultado nao pode ser dado em ter-
mos de fungoes elementares. Por esse motivo, nos livros
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textos do ensino médio, sem excecdes, e das disciplinas
bésicas de fisica dos cursos de graduagdo, quase sem ex-
cegoes, o periodo de um péndulo simples é determindado
apenas considerando-se pequenas amplitudes de oscila-
¢oes, onde a aproximacao linear senfl ~ 6 é empregada.
Nessa aproximacao, o péndulo simples é muito usado
para ilustrar o movimento harménico simples (MHS).
Contudo, a principio, tal aproximagcao fornece somente
bons resultados para amplitudes de oscilagoes menores
que 10° (0 < 109). Isso faz com que os resultados ob-
tidos nos experimentos para a determinacao do periodo
de um péndulo simples possam nao ser satisfatérios, pois
os experimentos precisam ser realizados com muito cui-
dado, isto é, para angulos de pequenas amplitudes, o
que dificulta a obtencdo de medidas precisas do periodo.
Entéao, existe a necessidade de que o calculo tedrico para
o periodo do péndulo simples possa ser empregado nao s6
para pequenas amplitudes mas também para grandes am-
plitudes. Entretanto, o calculo tedrico do periodo exato
do péndulo simples depende de uma integral eliptica do
primeiro tipo, a qual ndo pode ser realizada analitica-
mente, levando-nos a recorrer a tabelas ou softwares,
como o Mathematica ou o MatLab.
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A fim de contornar esse problema, alguns autoresﬂ tém
sugerido diferentes tipos de aproximagoes que podem ser
empregadas para o calculo do periodo de um péndulo
simples para grandes amplitudes (férmulas para o calculo
do periodo). As aprozimagoes lienares, em geral sdo bem
simples, e foram propostas por L. H. Cadwell & E. R.
Boyco [15], W. P. Ganley [16], M. I. Molina [17], R. B.
Kidd & S. L. Fogg [18l|19], R. R. Parwani [20] e G. E.
Hite [21]. Diversos outros tipos de aproximagoes foram
porpostadas por outros autores, tais como, logaritmicas
por F. M. S. Lima & P. Arun [22] e por Xue De-Sheng
et al [23], analiticas por Beléndez et al [24-26] e M.
Turkyilmazoglu [27], aritmética-geomémirica por C. G.
Carvalhaes & P. Suppes (28|, assintética por A. Cromer
[29], combinagdo da logaritmica e da assintdtica por F.
M. S. Lima [30], ezpansdo delta linear por P. Amore et
al [31], além de outras.

O objetivo deste trabalho é realizar uma revisao de-
talhada das aproximagoes lineares propostas por M. I.
Molina [17], R. B. Kidd & S. L. Fogg, [18] ¢ R. R. Parwani
(W. P. Ganley) [16l/20], com a sugestdo de que as mesmas
sejam trabalhadas como atividades complementares nas
disciplinas de fisica béasica, principalmente, nos cursos
de bacharelado e licenciatura de Fisica. Embora, exis-
tam outras propostadas de aproximacoes lineares com
melhores precisdes, como por exemplo a de Hite [21], a
escolha das propostas de Molina, Kidd-Fogg e Parwani é
porque elas sdo simples e tém como base conceitos fisicos
elementares.

Também reforcamos a sugestao, ja feita por outros

autores |18121], que a férmula usual, T' = 271'\/%, para o

calculo do periodo de um péndulo simples seja trocada

pela de Kidd-Fogg, T' = 27, / %) , nos livros texto
g cos(—*~

de disciplinas bésicas de fisica dos cursos de graduacao,
bem como também nos do ensino médio, além de manuais
de laboratéros. Entretanto, sugerimos que a introducao
dessa férmula seja feita através da abordagem proposta
por L. E. Millet |19], devido a sua simplicidade e por ela
depender apenas de relagoes trigonométricas elementares
que fazem parte do conteido do primeiro ano do ensino
médio.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: na Secao
] uma répida revisao da aproximagao sinf =~ 0 é reali-
zada. Nas Seg¢oes [3] [ e [f] as propostas de aproximagao
de Molina, Kidd-Fogg e Ganley-Parwani sdo, respecti-
vamente, apresentadas. Na Subsecdo [4.1] a abordagem
de Millet para a obtenc¢ao da férmula para aproximacao
de Kidd-Fogg é mostrada. Na Se¢édo [6] ¢ realizada uma
comparagao das precisdes obtidas pelas aproximagoes
anteriores. Por fim, na Sec¢éo [7] sdo feitas as considera-
¢oes finais e apresentadas nossas conclusoes. O trabalho
conta também com os apéndices A e B, onde o cdlculo do
periodo exato e a aproximacdo de Bernoulli sdo revistos,
respectivamente.

1Pedimos desculpas aos autores que, sem intencdo, deixamos de
citar aqui.
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2. Aproximacao linear sinf ~ 0

A Figura [1I| mostra as forgas que agem sobre a massa
m do péndulo. Aplicando a Segunda Lei de Newton na
diregao tangencial tem-se
d?0

mlﬁ = —mgsiné, (1)
onde m é a massa do péndulo e [ seu comprimento. Se
a amplitude de oscilacdo 03, é muito pequena, sinf =~ 0,
pois 8 < 6. Entéo, a Eq. fica

i
db?

Nesta aproximacao, a massa m do péndulo simples realiza
movimento harménico simples de periodo

TO = ZW\/Z (3)

A Figura mostraﬂ 0 erro relativdﬂ entre o valor do
periodo calculado exato (veja Apéndice A) e o da apro-
ximagao sinf =~ # em func¢ao da amplitude de oscilacao.

g
- -7. 2)

.
F

o

0 0, T, v

Figura 1: Decomposicdo das forcas sobre os eixos radial e tan-
gencial.

AT Erro: Exato — senf = 6

Texato

0.8
06
04+

021

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
6 (rad)

Figura 2: Erro relativo entre o periodo exato e a aproximacdo
sinf = 6.

20s resultados numéricos e os graficos apresentados neste trabalho
foram obtidos pelo uso do software Mathematica 11.1.1, Licenga
numero 3523-8649.

BAT = TO;Temato .
exato
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Os erros percentuais para alguns valores da amplitude
podem ser vistos na Tabela 1.

3. Aproximagao linear de Molina, 1997

A proposta de M. I. Molina [17] é aproximar a compo-
nente tangencial, nao linear, da forga resultante agindo
na massa m do péndulo (veja Figura (1)) por uma linear,
isto é,

sinf ~ F (6) 6. (4)

A funcdo F (0j) é, entdo, um coeficiente que tende a
compensar a nao linearidade desta forca. Embora, exista
uma liberdade na escolha de F (0)/), ela deve satisfazer
alguns requisitos:

1. Se a amplitude de oscilagao é muito pequena, isto
é, 0ps é muito pequeno, a aproximagao sinf & 0 é
adequada, o que implica que F' (05;) ~ 1 quando
0y € muito pequen:

2. Quando a massa m do péndulo se encontra inici-
almente na vertical, acima do ponto de fixacao
do fio, isto é, 8y = m, a componente tangen-
cial da forga resultante é nulaﬂ Portanto, quando
GMZ’]T—)F(QM):O;

3. Uma vez que ha simetria em relagdo ao eixo verti-
cal, o modulo da componente tangencial da forca
resultante é igual para 6, e —60),. Portanto, a fun-
¢ao F' (0pr) deve ser par, isto é, F (0pr) = F (—0p1).
Note que a inversao de sentido da componente tan-
gencial da forca jé estd contido em 6 (=6 < 6 <
Onrr).

A funcao proposta por Molina, que satisfaz os requisi-
tos acima, é

F(6ar) = (Sin9M>a, (5)

O

onde o é um parametro a ser determinado. A escolha de
como determinar o pardmetro « ndo é nica, sendo que
diferentes escolhas devem levar a diferentes resultados
para a.

Tabela 1: Erro: exato e sinf ~ 6.

O Erro %
100 0,1904
300 1,711
600 6,819
900 15,27
114,69 24,75

4E claro que, neste caso, 87 puder ser considerado muito pequeno
depende da precisao desejada para o periodo.

5Note que a componente tangencial da forca resultante também é
nula no ponto mais baixo da trajetéria. Contudo, nesse caso, § = 0
na aprxomagcio, o que anula a componente tangencial da forga
resultante.
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Usando a proposta acima, a equagdo de movimento do
péndulo simples fica

d%6 g (sinfp \*
d€2__l< oot ) 6. (6)

Da Eq. @ acima, o periodo pode ser facilmente encon-

trado como .
: -3
T :To <8129M> ) (7)

M

Para determinacao do pardmetro «, Molina imp0s que
a primeira corre¢do para o periodo extato do péndulo
simples, isto é, o coeficiente do termo de ordem 62 da
aproximacao nio linear de Bernoulli (veja Apéndice B),

ernoullt

coincida com o coeficiente do termo de mesma ordem
obtido da expansdao em série de Taylor do resultado

acima,
93 -3
ok (QM )
- (1 +—= ) . 9)

Portanto,

o =

(10)

]

Assim, a aproximacao linear (para grandes amplitudes
de oscilagoes) proposta por Molina fica

3

l sin HM o8
TMoling = 2 — . 11
Molina 7T\/; ( 0]»[ ) ( )

A Figura [3] mostra os resultados exato e o da apro-
ximacao de Molina para o periodo do péndulo simples.
Como pode ser visto, o valor do periodo calculado pela

TL Periodo: Molina e Exato
0

2s) /
[ — — - Molina /
20l Exact /

15F

n L I Lok L n L L L L L L PR 1 M
0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
6 (rad)

Figura 3: Comparac3o do periodo exato com o da aproximacdo
de Molina.
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aproximacao de Molina é sempre maior que o do calculo
exato, e hd uma excelente concordancia até amplitudes
de 90° (menores que 1%). Note que o resultado do cl-
culo do periodo para a aproximacao sin 6 ~ € esta sobre
o eixo horizontal. Entao, as distdncias do eixo horizon-
tal e da linha trancejada até a linha continua fornecem
uma facil visualizacdo de comparacéo entre os erros das
aproximacoes sinf ~ 6 e a de Molina. Como pode-se
notar, os resultados sdo significativamente melhores para
a aproximacao de Molina. Por fim, como acontece para
o calculo exato do periodo, nesta aproximacao o periodo
também diverge para 0, = .

A Figura mostra o erro relativo entre os valores exato
e o da aproximacao de Molina em funcao da amplitude
de oscilagao. Os erros percentuais para alguns valores da
amplitude podem ser vistos na Tabela 2. Até cerca de
1,1 radianos (63°), a curva da Figura [4] est4 sobre o eixo
da abscissa, o que indica erros muito pequenos (menores
que 0,1%). Para 2,0 radianos (114,6°) o erro é pouco
maior que 1 %.

4. Aproximacao linear de Kidd-Fogg,
2002

A proposta de R. B. Kidd and S. L. Fogg 18| tem como
base a analogia entre o periodo de um sistema massa-mola
e o da aproximagao para sinf ~ 6 do péndulo simples.
Na aproximagao sin = 6, a equac¢ao de movimento para
a massa m do péndulo simples, Eq. , é analoga a de

AT Erro: Molina—Exato

Texato

0.12f

010l

0.06[

0.04f

L i 1 1 1
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
6 (rad)

Figura 4: Erro relativo entre o periodo exato e a aproximacio
de Molina.

Tabela 2: Erro: exato e Molina

91\4 Erro %
100 4,240 x 10~°
300 3,510 x 103
60 6,066 x 10~2
900 3,547 x 10~1
114,6° 1,129
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um sistema massa-mola em 1 dimensao (1-dim),

d2x k
PR Ve (12)

com % = 9. Ambas as equagdes sao a de um oscilador

harmonico,

D¢ 9

— = —w"X, 13

a3 (13)
cujo periodo é T = %” e w é uma constante.

No caso do sistema massa-mola em 1-dim a forca res-
tauradora, responsavel pelo movimento oscilatorio, é

F=—kux. (14)
Entao,
dF
T (15)

Assim, o periodo para o sistema massa-mola pode ser
escrito comd]

(16)

(17)

ondeﬂs = [6. Para o péndulo simples a forga restauradora
é dada por

F = —mgsin6. (18)
Entao,

dF mg

—_— = — 1

R 7 cos 0, (19)

que, exceto para o caso da aproximagcao sind ~ 6, nao é
uma constante.

A proposta de kidd-Fogg é considerar que o periodo
de um péndulo simples possa ser dado em termos de

dF

0= mg cos 3,

(20)

6Considere uma particula de massa m sob a acdo de um potencial
convexo V(z), cujo ponto de minimo esteja em xg, isto é, zg seja
ponto de equilibrio estdvel. A expansdo de V(z) em torno de xg
fica,

v (z 1d?V(z
V(z) = V(xo)+ (20) (w—wo)—i-f#(w—wo)%&—@(x—xo)?’.
d 2 dz
Para pequenos deslocamentos em torno de zp, os termos de
O (x — z0)® sdo despreziveis. Entdo, lembrando que F(zo) =
72—‘/ = 0, escolhendo V(zg) = 0 e redefindo X := z — zo,
z lzq
tem-se o
1d°V
V(X) =3 27
2dX2|,

que é o potencial de um oscilador harménico. Portanto, a particula
realizard um movimento harmonico simples cujo periodo é

T m
- d2V’ .
dx? 0

"Note que k tem dimensao de [forga][L] L.
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onde f é um angulo fixo (uma constante) entre 0 e 6.

Assim,
l [ 1
Tkr =2 =T .
KE T gcosf %V cos 15}

E facil ver que, quando o pardmetro 8 = 0, Txkp = Ty,
mas quando 3 = 7, Txp diverge. Entdo, 0 < 8 < 3.

A escolha do pardmetro (3 é, a principio, arbitaria. Para
determinar o parametro 3, Kidd e Fogg, da mesma forma
como Molina fez, impuseram que a expansao de Tk r até
o (B)2 coincida com a aproximacao de Bernoulli, Eq. .

Assim,
1 2 7%
Ty TO<1—62+...)

cos 3
2
To(l+i+...>, (22

(21)

Q

~—

e, consequentemente,
O
=2 (23
Usando o resultado acima na Eq. , obtém-se
l

g cos (HTM) '

TKF =27 (24)

A Figura [5| mostra os resultados exato e o da aproxi-
macao de Kidd-Fogg para o periodo do péndulo simples.
Como pode ser visto, como ocorre na aproximacao de
Molina, os valores para a aproximagao de Kidd-Fogg séo
sempre maiores que os do calculo exato.

A Figura [6] mostra o erro relativo entre os valores
exato e o da aproximacao de Kidd-Fogg em funcao da
amplitude de oscilagao. Os erros percentuais para alguns
valores da amplitude podem ser vistos na Tabela 3. Como
pode-se notar, embora os resultados sejam significativa-
mente melhores que os da aproximacao sinf = 6, os da
aproximacdo de Molina sdo melhores. Os erros percentu-
ais da aproximagao de Kidd-Fogg sao cerca de 2 vezes
maiores que os da aproximacao de Molina.

% Periodo: Kidd-Fogg e Exato
301
r 1]
H
!
25} ::
-------- Kidd-Fogg /
[ Exact ;
20F ;
15[
T30
O (rad)

Figura 5: Comparacdo do periodo exato com o da aproximacdo
de Kidd-Fogg.

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0393

e3313-5

AT Erro: Kidd-Fogg — Exato

Texato

025

6 (rad)

Figura 6: Erro relativo entre o periodo exato e a aproximacio
de Kidd-Fogg.

Tabela 3: Erro: exato e Kidd-Fogg.

O Erro %
100 9,085 x 10~°
300 7,512 x 1073
600 1,293 x 10~1
900 7,512 x 1071
114,69 2, 3736

4.1. Millet, 2003

L. E. Millet [19] reobteve o resultado da aproximacdo de
Kidd-Fogg de forma muito simples e elegante. Para isso,
ele usou a bem conhecida relagao trigonométrica

0 0
sin @ = 2 cos <2> sin <2> . (25)
Para amplitudes de pequenos angulos 0y, sin (4) ~ &

e cos (g) ~ 1, e a aproximagao sin  ~ 6 é obtida. Agora,
se 0y nao é pequeno o bastante, com o propésito de

manter a linearidade da aproximacao, sin (g) é trocado

por % e cos (g) por cos (9%) Assim,

sin 6 ~ cos (9;”) 0.

A troca de cos (%) por cos (%4t) pode ser vista nao
s6 como para manter a lineridade da aproximagao, mas
também como uma forma de compensar a nao linearidade
de sinf. A acurdcia (validade) dessa troca fica mais
evidente quando se not que g é sempre um pouco

0 0

maior que sin (5), enquanto cos (5) é sempre menor

que g. Entéao, o produto deles é uma forma aproximada

(26)

de compensar o acréscimo da troca sin (g) = g. Desta
forma, a equacao de movimento do péndulo, Eq. , fica

d29 g 9M
W = _7 COS <2> 97 (27)

8Para 6 # 0.
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-1

COS(GTM)

O leitor pode estar se perguntando por que usar a
relacao . A resposta é simples: pode-se justificar o
uso da relacdo (25)), notando que sin # é mais linear no
intervalo [O, eé"fﬁo que no intervalo [0, 0]

a qual conduz ao periodo T = Tj

5. Aproximacgao linear de
Ganley-Parwani, 1985-2003

A proposta de R. R. Parwani [20] é escrever a equagio
de movimento do péndulo simples na forma sugestiva

@__g sin 0 0
a2~ 1 0 '

No limite de pequenos angulos % tende a uma cons-
tante, mais precisamente a 1. Entao, uma tentativa de
aproximagao para o periodo é tratar % COmMOo uma cons-
tante, trocando a variavel 6 por um parametro de valor

fixo, isto é, Sig‘g — Sigﬁ. O periodo fica assim dado por

B Esinﬂ%
ree g( B > '

Parwani também observou que, por uma simples ana-
lise dimensional, o periodo do péndulo simples deve ser
da forma

(28)

(29)

T ~ToF (0y). (30)
Comparando as Egs. e , obtém-se
1
sin 8 2

Portanto, o pardmetro 3 deve depender de alguma forma
da amplitude de oscilacdo 0p;. Assim, como fizeram
Molina e Kidd-Fogg, para determinar o parametro (3,
Parwani imp6s que a expansao do periodo da Eq.
em poténcias de 8 (pois, para 8 pequeno T — Tp),

T=T0<1—52+54+...), (32)

3t 5!

coincida com a aproximacaode Bernoulli, Eq. . Conse-
quentemente,

0 _ B

16~ 12’

V3

B = 79M~ (33)

Por fim, a aproximagao de Ganley—Parwanﬂ para o pe-
riodo do péndulo simples fica

l sin (@91\/1)
Tap =2my |- | —— 2
g @91\/1

Nl

(34)
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Tabela 4: Erro: exato e Ganley-Parwani.

9]\/{ Erro %

100 6,092 x 10~6
300 5,274 x 10~4
600 1,055 x 10~2
900 7,772 x 1072
114,69 3,168 x 10~1

A Figura [7| mostra os resultados exato e o da apro-
ximagdo de Ganley-Parwani para o periodo do péndulo
simples. Como pode ser visto, ao contrario das aproxi-
magoes de Molina e Kidd-Fogg, os valores para a apro-
ximacao de Ganley-Parwani sdo sempre menores que os
do célculo exato. Ainda, é possivel notar que ambas as
curvas, praticamente, coincidem até cerca de 1,9 radianos
(1089).

TL Periodo: Ganley-Parwani e Exato
0

251

Ganley-Parwani
Exact

20+

1
3.0
6 (rad)

Figura 7: Comparacdo do periodo exato com o da aproximacdo
de Ganley-Parwani.
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Figura 8: Erro relativo entre o periodo exato e a aproximacdo
de Ganley-Parwani.

9A denominacio desta aproximacio de Ganley-Parwani é porque,
embora por um método diferente, W. P. Ganley ja a havia obtido
em [16].
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A Figura[§mostra o erro relativo entre os valores exato
e o da aproximacdo de Ganley-Parwani em func¢do da
amplitude de oscilagao. Os erros percentuais para alguns
valores da amplitude podem ser vistos na Tabela 4. Como
pode-se notar, os resultados sdo melhores que os da apro-
ximagao os de Molina. O erro percentual da aproximagao
de Molina é cerca de uma magnitude superior ao da
aproximacgao de Ganley-Parwani para a amplitude de
100 (mais precisamente, 7 vezes maior), e diminui para
menos 5 vezes para 90°.

6. Comparagoes dos resultados

Na Figura [J estdo representados, em um tnico gréfico,
as curvas dos periodos obtidos pelo calculo exato e pelas
aproximagoes sinf =~ 6, de Molina, de Kidd-Fogg e de
Ganley-Parwani. Uma rapida olhada permite afirmar
que a aproximacao de Ganley-Parwani tem os melhores
resultados. Isso fica evidente na Figura[10] que mostra os
erros relativos percentuais das aproximagoes. Qualquer
reta horizontal sempre cortara a curva da aproximacao
de Kidd-Fogg em primeiro lugar, depois a de Molina e,
por ultimo a de Ganley-Parwani. As intersecc¢bes da linha
tracejada horizontal e as curvas mostram para amplitudes
de que angulos o erro é de 1 %.

Na tabela 5 estdo reunidos alguns valores dos erros
das aproximacodes lineares discutidas anteriormente.

E tentador avaliar os erros cometidos nas aproximacdes
com a corregdo de maior ordem (0},) da expansdo em
série de poténcias da integral eliptica, Eq. (A.11), porém,

3.0
H
_ — — = Molina |
25) i i
. Kidd-Fogg .~',
' Ganley-Parwani / /)
201 Exact "// 4
L 0// 4
1.5 —
I310
6 (rad)

Figura 9: Grafico comparativo dos Periodos.
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Figura 10: Erros percentuais das aproximagoes.

isso seria um erro, pois para amplitudes de angulos maio-
res que 1 radiano nao existe garantia de que a expansao
seja assintotica ja a partir do segundo ou terceiro termos,
isto é, que o terceiro termo seja menor que o segundo.

7. Consideragoes Finais e Conclusao

Neste trabalho, foi feita uma revisdo detalhada das aproxi-
magoes lineares para o cdlculo do periodo de um péndulo
simples propostas por Molina, Kidd & Fogg e Parwani.
Embora, a aproximacao de Kidd-Fogg nao seja a que con-
duz aos melhores resultados (veja Tabela 5), a maneira
muito simples de obté-la mostrada por Millet faz com
ela seja indicada como uma possibilidade de se extender
a férmula do célculo do periodo de um péndulo simples
para amplitudes de grandes angulos nos livros textos das
disciplinas de fisica bésica dos cursos de graduacao e, até
mesmo, de ensino médio.

Dos resultados obtidos, pode-se ver que, enquanto a
aproximagao sinf = 6 atinge um erro superior a 15%
para uma amplitude de angulo de 90°, as aproximacoes
de Molina, Kidd-Fogg e Ganley-Parwani sio menores que
1%. Isto mostra o quanto sao eficazes essas aproximagoes,
embora sejam simples e um tanto ingénuas. Da Figura
[[0] e da tabela 5 pode-se concluir que a aproximagao de
Ganley-Parwani é a que fornece os melhores resultados,
com erros percentuais cerca de dez vezes menores que os
obtidos pelas aproximagoes de Molina e Kidd-Fogg.

Tabela 5: Erros percentuais: 7T;:ea"f‘jf° x 100.
Erro %
Onr sinf ~ 60 Molina Kidd-Fogg Ganley-Parwani
109 0,1904 4,240 x 10~° 9,085 x 10~° 6,092 x 10~°
300 1,711 3,510 x 1073 7,512 x 1073 5,274 x 104
609 6,819 6,066 x 1072 1,293 x 10~! 1,055 x 1072
900 15,27 3,547 x 10~1 7,512 x 101 7,772 x 1072
114,69 24,75 1,129 2,3736 3,168 x 10~ 1
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O leitor pode estar questionando da real necessidade
de usar outra aproximacao do que a sinf ~ 6, visto que
o erro é de apenas 1,7% para um angulo de amplitude
de oscilacdes de 30, e, apesar de 30° ser considerado um
grande angulo de amplitude, para um periodo de Ty = 1s
o erro é de apenas 17ms [32]. Embora, pequeno esse erro
é factivel de ser medido com a tecnologia atual, mesmo
em laboratérios de ensino [22].

Outro ponto que o leitor pode estar questionando é
que com a disponibilidade atual de acesso a softwares e
aplicativos que permitem encontrar em pouco instantes
os valores de fungoes especiais e integrais, tal como da
integral eliptica completa de primeiro tipo, pode parecer
justificar a falta de necessidade de se estudar aproxima-
¢Oes para o periodo de um péndulo simples. Contudo,
essa pode ser uma conclusdo ingénua e precipitada, uma
vez que é o contornar do desenvolvimento de célculos
“complexos” para a obtencao do periodo exato que justi-
fica o uso de aproximagdes para grandes amplitudes de
oscilacoes cujas obtengoes de algumas delas sdo simples e
acessivel para os alunos nos primeiros anos da graduagao,
ou até mesmo para os alunos do ensino médio.

Material suplementar

O seguinte material suplementar esta disponivel online:
Apéndice
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