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Teoria fenomenoldgica do processo de relaxacao dielétrica

(Phenomenological theory of dielectric relaxation process)
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O objetivo deste trabalho € introduzir o conceito de ndo simultaneidade entre causa e efeito, o que ndo
é muito comum em diversos problemas de fisica e biologia, mostrando como tratd-los e verificando em que
condicdes os dois modelos conduzem a resultados similares. Para este estudo usaremos os dielétricos. A teoria
de Pellat-Debye para a relaxagao dielétrica é modificada introduzindo-se uma atraso de resposta (polarizacio) a
acdo de um estimulo (campo elétrico), de modo a tornar valido o principio de causalidade.

Palavras-chave: relaxacio dielétrica, simultaneidade.

The goal of this work is to introduce the concept of non simultaneity between cause-effect, which is not
very common in several problems of physics and biology, showing how to treat these problems and verifying
the results. For this study we will use the dielectrics. Pellat-Debye’s theory for dielectric relaxation is modified
introducing a delay in the Response ( polarization ) to the action (electric field), so as the validity of the causality

principle is satisfied.
Keywords: dielectric relaxation, simultaneity.

1. Introducao

H. Pellat (1899) [1] provou experimentalmente que
os dielétricos manifestam uma polarizacdo inicial
instantdnea a qual ¢ acrescentada uma segunda
polarizacdo varidvel no tempo, sendo que esta dltima
tende a um valor de equilibrio com uma velocidade
proporcional a diferenca entre o valor de equilibrio
e o valor presente. Analiticamente pode-se escrever
P(t) = Pi(t) + Pa(t), onde Pi(t) é o valor da
polarizagdo instantinea e Py (t)é o valor da polariza¢do
varidvel no tempo. Esta dltima obedece a equacdo
diferencial [1,2,3]: 7228 — P _ Py(t), onde P, ¢
a polarizagdo de equilibrio e 7 é chamado tempo de
relaxagcdo. Define-se relaxacdo como o atraso da res-
posta de um sistema devido a variacao das for¢as sob o
qual esta sujeito.

Este modelo permite calcular a permissividade re-
lativa do dielétrico, que no caso de campo alternado
senoidal com freqiiéncia angular w, d4 origem a uma
funcdo complexa é(w) = &'(w) — ie”(w). As ex-
pressoes de €’ (w) e €”(w)sdo conhecidas como permis-

sividade relativa verdadeira e fator de perda, respecti-
vamente.

Neste trabalho, para efeito de cdlculo, usa-se a
hipétese de que o dielétrico € homogéneo, isolante per-
feito e esta colocado entre os eletrodos de um capacitor
de placas planas e paralelas e despreza-se os efeitos de
borda.

A equacdo diferencial proposta por Pellat afirma
que P»(t) define, no mesmo instante, a derivada dljjt(t) ,
o que nao é compativel com o principio de causalidade.
O objetivo deste trabalho € verificar o que ocorre com
o comportamento da polarizacdo varidvel no tempo e
com a permissividade relativa complexa quando intro-
duzimos um atraso no tempo ou “time lag” r em Px(t),
isto é, substituimos ¢ por (¢ — r).

2. Teoria

N

Quando submetemos um material dielétrico a acéo
de um campo elétrico uniforme FE(t), o dielétrico se
polariza. A polarizacdo é composta de duas partes:
Py (t) resultante de processos eletronicos e atdmicos
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e P(t) resultante de processos de orientacdo dipo-
lar. Para baixas freqiiéncias P;(t) segue o campo
elétrico com desprezivel atraso, de modo que P;(t) =
x1€0E(t), onde x1 € a susceptibilidade relativa em al-
tas freqiiéncias, ao passo que com P»(t) ocorre uma
defasagem com rela¢do ao campo elétrico. Um mode-
lo [1,2,3] simples e comumente usado para a defini¢cdo
de P;(t) é aquele dado pela seguinte equagio:

d]j;t(t) = X260E(1) — P»(t) (D
onde Y- € a susceptibilidade elétrica relativa em baixas
freqiiéncias, €y € a permissividade do vicuo, e 7 é
chamado tempo de relaxacdo. A grandeza P, =
X2£0E(t) é chamada polarizagdo de saturagéo.

Se E(t) = Egu(t), onde Ej é constante e u(t) é a
funcdo degrau de Heaviside, e P»(0) = 0, a solugéo da
equacdo diferencial () é:

T

Pot) = xomoll ~ exp(—)]Es @

Portanto, a polarizacao total ¢ dada pela equacao:

Y eoEo. @)

T

P(t) = Pi+Py = [x1+x2(1—exp(

De maneira similar, se F(t) = Egexp(iwt), a
polarizacao total fica:
P(t) =P+ P =
d(x1 + g Z,WT)eSOEO exp(iwt). 4)

A permissividade relativa complexa € calculada,
obtendo-se:

- . X2
E=¢ —ie =1 + : )
1+ wwr
;o Es—Eoo 1 (Es—€oo)wT
onde ¢/ = g4 + Tro2r2 ce = tw2s? €Es€Exn

sdo, respectivamente, os limites de € quando w — 0O e
W — 00,18t0 €, X1 = Eoo — 1 € X2 = €5 — Eco. As duas
tltimas equagdes, para ' (w) e €”(w) sdo conhecidas
como equacdes de Debye [2] e foram deduzidas por
Debye a partir de hipétese moleculares.

O vetor deslocamento elétrico D(t) consiste de
duas componentes: ¢'E(t) em fase com o campo
elétrico e ¢” F(t) em quadratura com o campo elétrico
e atrasada.

Uma das aproximagdes feitas na fisica, as vezes in-
conscientemente, € aquela da simultaneidade. Usual-
mente assume-se que o valor de uma fungdo desco-
nhecida e suas derivadas que ocorrem numa equacio
diferencial sdo todas avaliadas no mesmo instante. Por
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exemplo: na modelagem do decaimento radioativo

. dN(t)
supde-se que —

= —AN(t) ou na modelagem da
cinética quimica %E) = —kC(t). Existem indimeros
exemplos em fisica e biologia nos quais a velocidade
de variag@o de uma fungdo do tempo depende do valor
passado desta fungdo [4]. No caso de dielétricos cer-
tamente os mecanismos de orientagdo molecular ndo
ocorrem simultaneamente com o campo € sim com um
certo atraso ou defasagem. Para levar em conta este
fato, vamos postular um novo modelo, escrevendo a

Eq. [ sob a forma:

dPy(t)
dt
onde r € uma medida do atraso da resposta dos dipo-
los em relagdo ao campo elétrico aplicado. A equac@o
diferencial @) é conhecida como [4,5,6] “Delay Dif-
ferential Equation”.
Na hipétese do campo elétrico ser dado por E(t) =
Eyu(t) obtém-se o seguinte para a Eq. (@):

Pg(t) = x2¢c0F0 |:1 + % exp(ﬁt) —
1467

(8 —a)
sendo a e (3 as raizes reais ndo nulas da equacdo
sT + exp(—rs) = 0. Usou-se como condi¢do de con-
torno [6,7] Py(t) = O parat € [—r,0].

A equagdo diferencial (@) também pode ser re-
solvida numericamente (ver apéndice) ou em forma de
série utilizando a transformada de Laplace [5]. Neste
dltimo caso a solucao encontrada é:

1)n+2(t _ m")"Jrl
mntl(n +1)!

T = XQ&‘()E(t) — Pg(t — 7“) (6)

exp(at)|. (7)

u(t — nr)

(8)

Os trés resultados da integragdo da equacdo dife-

rencial (@) conduzem a resultados numéricos idénticos.

Analogamente para campos do tipo E(t) =

Ep exp(iwt) obtém-se a solu¢do da equagdo diferen-

cial (@), no dominio da freqiiéncia, usando a técnica da
transformada de Fourier [8], obtendo-se a expressio:

Py(t) = xoc0F0 Y =
n=0

x2e0E (w)
cos(wr) + ifwr — sin(wr)]

Py(w) = €))

Para campos alternados senoidais de freqiiéncia w
tem-se F(w) = Fy. Nesta nova condigdo a permis-
sividade relativa verdadeira e o fator de perdas serdo
dados, respectivamente pelas equagdes:

d—e (€5 — €00) COS(wWT)

[cos(@n) + [wr —sin(@n 00
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"n_ (€5 — €oo)|wT — sin(wr)]
[cos(wr)]? + [wT — sin(wr)]? (11)

3. Calculo numérico

Para exemplificar numericamente o novo modelo
acima exposto, vamos considerar um cristal de
KBr+Ca™™ com as seguintes caracterfsticas: €., =
2,33, €5 — €00 = 2,45, 7 = 0,001s.

Fixando o valor de » = 0,0003s, obtém-se para
as raizes reais da equac@o s7 + exp(—rs) = 0 os va-
lores: @ = —1631,34 e = —5937,79. A Fig. 1
mostra P»(t) em fungéo do tempo segundo as Eqgs. )
e (@ Observa-se uma acentuada a diferenca entre os
dois modelos, em particular entre o inicio e a saturagdo.
A medida que = < 0,0001 a diferenga entre os dois
modelos desaparece completamente.
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Figura 1 - A Eq. @) estd representada pela linha de trago fino.A
linha de trago largo representa qualquer das Eqs. @), @) ou (A6)
parar = 0,0003. O tempo é medido em segundo.

Para campos elétricos senoidais de freqiiéncia w,
as Figs. 2 e 3 mostram os valores de ' (w) e £”(w) no
qual utilizamos r = 0, 0003. Para valores pequenos da
relagdo = < 0,0001 a diferenga entre os dois modelos
€ imperceptivel.
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Figura 2 - Permissividade relativa ¢’ segundo o modelo cldssico
(trago fino) e de acordo com a Eq. ([I0) para o modelo modificado
(trago largo), onde adotou-se o valor » = 0, 0003.
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Figura 3 - Fator de perda € segundo o modelo cléssico (linha de
trago fino) e de acordo com a Eq. () para o modelo modificado (
linha de trago largo), onde adotou-se o valor » = 0, 0003.

A Fig. 4 mostra o diagrama de Cole-Cole para
r = 0,0003. De maneira similar, quando § < 0,0001,
o diagrama de Cole-Cole ndo apresenta diferenga entre
os dois modelos.
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Figura 4 - Diagrama de Cole-Cole para o modelo cldssico (linha de
trago fino) e para o modelo modificado (linha de trago largo), onde
adotou-se o valor 7 = 0, 0003.

4. Conclusao

O problema aqui exposto ndo é comumente tratado na
literatura. Conforme pode-se constatar para valores pe-
quenos da relagdo r/7 a diferenca entre os dois mode-
los € desprezivel, o mesmo ndo ocorrendo para valores
de r da ordem de grandeza de 7, ndo importando se o
problema lida com campos elétricos constantes ou al-
ternados. O problema aqui resolvido serve como exem-
plo para o estudo de sistemas similares, tais como, em
farmacologia, a absorcao de drogas pelo organismo hu-
mano.
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Apéndice

Seja a equagdo diferencial:

740 = o0 Fy— Py(t—7) (AD)
onde se supde que - << 1. Baseado no “Method
of Steps” proposto por Driver [4], facamos a seguinte
transformacao:

Py(t) = y(t) — x2€0Eo. (A2)

Onde y(t) é uma fungdo a ser determinada. A
equacdo diferencial (A1) pode ser escrita como:

T — gt — 7). (A3)

Se r for pequeno e definirmos o passo no tempo
como sendo 7, a derivada na Eq. (A3) aproximada por:

dult)  wUnwror) 5193, (A4)

Conseqiientemente, a Eq. (A3) transforma-se na
relagdo de recorréncia:

y(Gr) = (1= £)7y(0) (AS).

Voltando a Eq. (A2) e lembrando que y(0) =
x2€0F ficamos com:

Py(jr) = xegoko[l — (1 — Z)] j =
1,2)3, ... (A6)
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