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Este trabalho estuda o movimento planetário na gravitação relativ́ıstica descrita por um campo
escalar. Em particular, com base na resolução de um exerćıcio da Ref. [1], mostra-se que o movimento de
precessão do periélio é inconsistente com o resultado previsto pela relatividade geral e com os dados
experimentais observados.
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This work studies the planetary motion in relativistic gravitation described by a scalar field. In
particular, based on the resolution of an exercise of Ref. [1], it shows that the precession motion of the
perihelion is inconsistent with the result predicted by general relativity and the observed experimental
data.
Keywords: scalar gravitation, scalar field, planetary orbits.

1. Introdução

Atualmente o campo gravitacional é descrito no con-
texto da relatividade especial pela teoria geral da re-
latividade de Einstein. Nesta teoria a gravitação ga-
nha um caráter puramente geométrico e é vista como
a curvatura do espaço-tempo em resposta a deter-
minado conteúdo de matéria e energia. No entanto,
embora a relatividade geral seja aceita nos dias de
hoje com base nas suas verificações experimentais,
inicialmente a conexão entre gravitação e geometria
do espaço-tempo não está evidente quando se trata a
questão de incluir o campo gravitacional de Newton
no contexto relativ́ıstico.

No presente artigo considera-se a possibilidade de
generalizar o campo newtoniano por meio de um
campo φ(xµ) que é um escalar do ponto de vista
da relatividade especial. Os resultados teóricos, que
em prinćıpio não descartam uma posśıvel gravitação
escalar, são aplicados ao estudo do movimento pla-
netário com a finalidade de solucionar o exerćıcio
3.1 da Ref. [1]. A solução encontrada deixa evidente
que o resultado dessa teoria de gravitação para as
órbitas planetárias é inconsistente com os dados
∗Endereço de correspondência: tiaggribeiro@gmail.com.

experimentais e as previsões da relatividade geral.
Levando, inclusive, a um movimento de retrocesso
do periélio enquanto o que realmente se observa é
um movimento de avanço.

2. O espaço de Minkowski

Com o advento da relatividade especial de Einstein
a partir de 1905, as leis da f́ısica, válidas em todos
os sistemas inerciais de referência, deixam de ser
invariantes do ponto de vista das transformações de
Galileu e passam a ser invariantes perante as trans-
formações de Lorentz. Em particular, a velocidade
da luz, c, é uma constante universal, ou seja, uma
lei f́ısica válida em todos os sistemas de referenciais
inerciais.

Como um caso particular das transformações de
Lorentz, sejam K e K ′ dois referenciais inerciais
com eixos paralelos e origens que se coincidem no
instante inicial. K ′ move-se em relação a K com
uma velocidade constante v paralela ao eixo x. O
referencial K atribui coordenadas (x, y, z, t) a um
determinado evento ocorrido no instante de tempo
t e no ponto do espaço tridimensional caracterizado
por (x, y, z), enquanto que, para esse mesmo evento,
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K ′ atribui coordenadas (x′, y′, z′, t′). Esses dois con-
juntos de coordenadas estão relacionados por uma
transformação de Lorentz, na forma [2]

x′ = γ(x− vt)
y′ = y

z′ = z (1)

t′ = γ

(
t− vx

c2

)
,

onde γ = (1− v2/c2)− 1
2 .

Tendo em vista a necessidade de se formular leis
f́ısicas invariantes por transformações do tipo (1),
uma quantidade de grande importância é o intervalo
infinitesimal entre dois eventos, definido por

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (2)

Como pode ser visto ds, assim como o intervalo finito
∆s, se mantém inalterado quando escrito em ter-
mos das coordenadas do referencial K ′ pelas trans-
formações em (1). Ou seja, ds′2 = ds2. Diz-se, então,
que o intervalo entre dois eventos é invariante por
transformações de Lorentz. Ou também, que ds é
um escalar de Lorentz [2].

Como se vê, na relatividade especial a quantidade
invariante, similar à distância entre dois pontos no
espaço euclidiano, é uma combinação de tempo e
espaço definida em (2). Então, para descrever as
leis f́ısicas dentro do arcabouço da relatividade espe-
cial torna-se conveniente a utilização de um espaço-
tempo quadridimensional com “distância” invariante
ds: o espaço de Minkowski.

No espaço de Minkowski as coordenadas (ct, x, y, z)
de um evento podem ser vistas como as componentes
de um quadrivetor contravariante xµ = (x0, x1, x2, x3),
com x0 = ct, x1 = x, x2 = y e x3 = z, que sob mu-
dança de referencial transforma-se acordando a [2]

x′µ = Λµνxν , (3)

onde Λµν é a matriz da transformação de Lorentz 1.
No caso particular da transformação (1), a matriz
em questão é

(Λµν) =


γ −v

cγ 0 0
−v
cγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
1Neste trabalho é adotada a notação de Einstein onde ı́ndices
repetidos representam um somatório, tal que ν em (3) é
somado de 0 a 3.

Em suma, um quadrivetor contravariante é um con-
junto de quatro quantidades A0, A1, A2 e A3, que
se transformam respectivamente da mesma maneira
que as componentes x0, x1, x2 e x3 de xµ, frente a
uma transformação de Lorentz [2, 3].

A introdução de um tensor métrico com compo-
nentes ηµν = diag(1,−1,−1,−1), conhecido como a
métrica de Minkowski, permite escrever o quadrado
da magnitude de um quadrivetor contravariante na
forma

ηµνx
µxν = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2, (4)

e essa quantidade caracteriza um escalar de Lorentz.
Em particular, ds2 = ηµνdx

µdxν .
Do resultado (4) define-se o abaixamento de ı́ndice,

xµ = ηµνx
ν , tal que o produto escalar de dois qua-

drivetores contravariantes quaisquer, xµ e yµ por
exemplo, é dado por

ηµνx
µyν = xνy

ν . (5)

E, em especial, a magnitude quadrada de um qua-
drivetor xµ é ηµνxµxν = xµxµ [3].

De maneira similar, introduz-se o tensor métrico
inverso ηµν que possui as mesmas componentes de
ηµν , tal que ηµαηαν = δµν , onde δµν é o delta de
Kronecker [2,3]. A partir da métrica inversa o levan-
tamento de ı́ndice é definido como xµ = ηµνxν .

Uma vez que o levantamento ou abaixamento
de ı́ndice relaciona xµ a xµ ou vice-versa, a lei de
transformação de xµ pode ser determinada a partir
de (3), como segue:

x′µ = Λµαxα = Λµαηαβxβ, (6)

multiplicando à esquerda por ηγµ, vem

x′γ = ηγµΛµαηαβxβ. (7)

Agora, definindo ηγµΛµαηαβ = Λγβ, tem-se

x′γ = Λγβxβ. (8)

É posśıvel mostrar, pela invariância do produto es-
calar definido em (5), que Λµ

νΛµ
α = δνα [2]. As

quatro quantidades xµ juntamente com a lei de
transformação (8) definem um quadrivetor covari-
ante no espaço de Minkowski. O protótipo de um
quadrivetor covariante é o gradiente de uma função
escalar [1–3]

∂µφ = ∂φ

∂xµ
=
(
∂φ

∂x0 ,
∂φ

∂xj

)
, (9)
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onde j = 1, 2, 3 enumera as coordenadas espaci-
ais tridimensionais x, y, z . Aqui, vale ressaltar que
uma função escalar φ(xµ) é aquela cujo valor em
cada ponto do espaço-tempo é invariante por trans-
formações de Lorentz [2]

φ(xµ) = φ′(x′µ). (10)

Uma quantidade de grande importância na relati-
vidade especial é o intervalo de tempo próprio dτ ,
definido como o intervalo de tempo medido pelo re-
ferencial que acompanha um determinado objeto [3].
Nesse referencial, K ′ por exemplo, o intervalo inva-
riante medido é ds′2 = c2dτ2, pois as coordenadas
espaciais são fixas. No entanto, para o referencial
K, que vê K ′ se mover com velocidade constante v,
o intervalo invariante é

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2dt2(1− v2/c2).
(11)

Como ds′2 = ds2, então

dτ = ds/c = dt/γ. (12)

Deve ser notado que dτ , ao contrário de dt, é um
escalar de Lorentz. Assim, o intervalo de tempo
próprio torna-se muito relevante para a formulação
quadridimensional das leis f́ısicas.

O espaço de Minkowski descrito aqui é de grande
utilidade quando se pretende formular as leis f́ısicas
no contexto da relatividade especial. Como um exem-
plo disso no restante deste trabalho faz-se uso desse
espaço na busca por um modelo de gravitação rela-
tiv́ıstica.

3. Gravitação escalar

Uma teoria de gravitação que esteja em acordo com a
relatividade especial deve levar a novas previsões que
possam ser verificadas experimentalmente ao mesmo
tempo em que, no limite de baixas velocidades e
campo estático, deve recuperar os resultados para o
campo gravitacional de Newton.

O ponto de partida para uma teoria de gravitação
escalar é a ação para a part́ıcula de massa m na
presença do campo φ(xµ) dada por2

S = −
∫ τ2

τ1

(
mc+ λ

c
φ

)
ds, (13)

onde ds =
√
ηµνdxµdxν = cdτ é o elemento de linha

no espaço de Minkowski e λ é uma constante que
2Por simplicidade adota-se φ(xµ) = φ daqui por diante.

contém informação acerca da “carga” da part́ıcula.
Assim, na ação anterior o primeiro termo descreve
a part́ıcula livre enquanto o segundo descreve o
acoplamento entre a part́ıcula e o campo.

Aplicando o prinćıpio da mı́nima ação de Hamil-
ton na variação de (13) com respeito a xµ chega-se
às equações de movimento,

d

dτ

[(
m+ λ

c2φ

)
Uµ
]

= ληµν∂νφ, (14)

onde Uµ = dxµ

dτ = γ(c,v) é o quadrivetor velocidade
da part́ıcula [2, 3]. No limite de baixas velocidades
e campo estático, no qual, respectivamente, c →
∞ e ∂0φ � ∂jφ com j = 1, 2, 3, as equações de
movimento (14) tornam-se

m
dv
dt

= −λ∇φ, (15)

onde ∇φ é o gradiente de φ. Como v é a velocidade
tridimensional da part́ıcula a dinâmica torna-se se-
melhante à de Newton nesse limite, levando, inclu-
sive, ao próprio resultado newtoniano se o produto
λφ for análogo à energia potencial gravitacional no
limite em questão.

A dinâmica do campo é dada adicionando-se um
termo em (13) que depende apenas das derivadas
de φ, tal que S toma a forma

S = −mc
∫ τ2

τ1
ds− λ

c

∫ τ2

τ1
φds+ 1

2

∫
ηµνφ,µφ,νd

4x.

(16)
Nesta ação o campo φ é visto como uma variável

dinâmica de forma que a variação de S com respeito
a φ leva às equações de movimento que determinam
o campo. Antes de realizar essa variação é conveni-
ente escrever o segundo membro de (16) como uma
integral em d4x, similarmente ao último membro.
Para efetuar essa tarefa faz-se uso de uma função
delta de Dirac em quatro dimensões.

Em uma dimensão a função delta de Dirac, δ(x−
z), é definida pelas propriedades [4]:

δ(x− z) = 0 para todo x 6= z (17)

e ∫ +∞

−∞
δ(x− z)dx = 1, (18)

onde z é um ponto qualquer. Essa função pode
ser estendida para espaços com um número n de
dimensões, e uma função delta nesses espaços é dada
pelo produto de n funções delta, uma para cada
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dimensão do espaço em questão [4]. Em particular,
no espaço quadridimensional

δ(4)[xµ] = δ(x0)δ(x1)δ(x2)δ(x3). (19)

Assim, (17) e (18) podem ser generalizadas, por
exemplo, para quatro dimensões:

δ(4)[xµ − zµ] = 0 para todo xµ 6= zµ (20)

e ∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
δ(4)[xµ − zµ]dx0...dx3 = 1. (21)

Vale salientar que não é necessário estender o inter-
valo de integração de −∞ a +∞, ele apenas deve
conter o ponto x = z, ou xµ = zµ no caso quadridi-
mensional.

A partir das definições da função delta de Dirac
segue uma propriedade de grande relevância aqui,
válida para qualquer função f(xµ) bem comportada:∫

f(xµ)δ(4)[xµ − zµ]d4x = f(zµ). (22)

Essa propriedade permite escrever o segundo termo
em (16) para uma part́ıcula seguindo a trajetória
zµ = zµ(τ) na forma∫

τ
φ(zµ)ds =

∫
τ

[∫
R
φ(xµ)δ(4)[xµ − zµ]d4x

]
ds.

(23)
A integral em d4x é tomada sobre uma região R do
espaço-tempo, enquanto a integral em ds é tomada
ao longo da trajetória da part́ıcula. Logo, pode-se
escrever∫

τ
φ(zµ)ds =

∫
R

[∫
τ
δ(4)[xµ − zµ]ds

]
φ(xµ)d4x.

(24)
A expressão entre colchetes na última igualdade é a
“densidade de part́ıcula” ρ(xµ) para uma part́ıcula
pontual seguindo a trajetória zµ = zµ(τ) [1]. A
δ(4)[xµ − zµ(τ)] deixa evidente que a densidade é
nula em todo o espaço, exceto sobre a trajetória da
part́ıcula.

Agora, por meio de ρ(xµ), o segundo termo da
ação (16) é reescrito como

− λ

c

∫
φds = −λ

c

∫
ρ(xµ)φ(xµ)d4x, (25)

e a variação com respeito a φ pode ser realizada.
Lembrando que o primeiro termo de S é nulo para

essa variação, chega-se à equação de campo na pre-
sença de fonte3

�φ = −λ
c
ρ, (26)

que no limite newtoniano, φ,0 � φ,j , torna-se

∇2φ = λ

c
ρ. (27)

Uma vez que φ descreve o campo gravitacional na
relatividade especial, no limite considerado (27) deve
recuperar a equação de Poisson para a gravitação
de Newton [5]

∇2φN = 4πGρm, (28)

sendo ρm a densidade de massa, G a constante gra-
vitacional e φN o potencial newtoniano.

Desde que o campo φ interage com a matéria onde
“carga” é a massa, a constante λ deve ser proporcional
a m, o que torna conveniente a definição das novas
variáveis κm = λ, Φ = κφ e ρm = mρ

c . A equação
(27) pode ser reescrita em termos dessas variáveis e
o resultado (28) é assegurado no limite newtoniano
para κ =

√
4πG [6].

Com as novas variáveis a ação (13) toma a forma

S = −mc2
∫ τ2

τ1

(
1 + Φ

c2

)
dτ, (29)

na qual é posśıvel notar caracteŕısticas favoráveis à
gravitação escalar:

• é invariante de Lorentz;
• leva a uma força sempre atrativa [1];
• como a ação tem dimensão de energia vezes

tempo, Φ tem dimensão de velocidade qua-
drada assim como φN ;

• como a massa é uma constante multiplicativa,
as equações de movimento não dependem ex-
plicitamente da mesma. Isto representa, aqui,
o análogo ao prinćıpio da equivalência newto-
niano;

• é uma teoria de gravitação linear, no sentido
de que o campo produzido pela soma de duas
fontes é igual à soma dos dois campos gerados
independentemente por cada uma delas [7].

É interessante notar, ainda, que escrevendo (26)
em termos das novas variáveis e substituindo o valor
de κ anterior, tem-se

�Φ = −4πGρm, (30)
3�φ = ηµν∂µ∂νφ = ∂µ∂

µφ é o operador de d’Alembert.
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que pode ser vista como a “Equação de Einstein”
para a gravitação escalar. Essa equação representa
a generalização mais simples da equação de Poisson
(28) na tentativa de descrever o campo gravitacional
no contexto relativ́ıstico e foi inicialmente tratada
por Nordström [8].

A teoria até aqui apresentada carece de uma ge-
neralização a mais. Como pode ser visto a única e
exclusiva fonte do campo gravitacional nas equações
anteriores é a densidade de massa ρm. No entanto,
como na relatividade especial massa e energia se
equivalem, isso restringe a aplicação da teoria aos
casos em que a fonte do campo é um único sistema
de part́ıculas. Porque, agora, o campo produzido
por um conjunto de fontes deve levar em conta todo
o conteúdo de energia existente, inclusive, a energia
de interação entre as fontes [7]. Logo, ρm deve ser
generalizada de tal modo a incluir como fonte do
campo gravitacional qualquer conteúdo de energia
presente no sistema f́ısico sob consideração.

A informação sobre o conteúdo de energia e mo-
mento de um sistema f́ısico e as leis de conservação
dessas quantidades podem ser expressas em forma
quadridimensional por meio do tensor energia-momento,
definido como [3]

Tµν = −ηµνL+
∑
j

∂L
∂(∂µq(j))

∂νq(j), (31)

onde os q(j)’s são quaisquer variáveis dinâmicas des-
crevendo o sistema e L = L(q, q,µ) é a densidade
lagrangiana advinda da ação,

S =
∫
Ld4x. (32)

A fonte do campo gravitacional pode ser generali-
zada por meio de um escalar de Lorentz constrúıdo
a partir do tensor energia-momento: o traço de Tµν ,
dado por

T = ηµνT
µν . (33)

Em especial, para um sistema de part́ıculas pontuais
à pressão nula essa quantidade é conhecida ser

T = ρmc
2, (34)

com ρm a densidade de massa das part́ıculas. As-
sim, a parte da ação (16) que descreve Φ pode ser
reescrita contendo T como a fonte do campo,

S =
∫ (
−ΦT
c2 + 1

8πGη
µνΦ,νΦ,µ

)
d4x. (35)

Da mesma forma a equação de campo na presença
de fonte torna-se

�Φ = −4πG
c2 T. (36)

Generalizada a fonte do campo surge uma questão
de grande relevância a ser tratada na gravitação
escalar. Pode-se notar, levando o último termo de
(35) em (31), que o traço do tensor energia-momento
associado ao campo Φ é diferente de zero. Assim, T
aparecendo nas equações anteriores leva em conta
a contribuição de todas as fontes para o campo
gravitacional, exceto o próprio campo gravitacional.

A solução para essa questão seria acoplar o campo
gravitacional ao traço do seu próprio tensor energia-
momento. Em prinćıpio isso pode ser feito e uma
das consequências do resultado é que a densidade
lagrangiana inicial ganha um potencial V (Φ) pela
adição de termos dependentes do campo (veja, por
exemplo, [1, 8]). A presença de V (Φ) devido a auto-
interação quebra a linearidade, inicialmente afir-
mada para a teoria de gravitação escalar, pelo fato
que a equação de campo na presença de fonte deixa
de ser uma equação linear.

Uma vez que a teoria é não-linear o prinćıpio
da superposição, caracteŕıstico da gravitação new-
toniana, deixa de ser válido. Um efeito imediato
disso é que se Φ1 e Φ2 são os campos produzidos
de forma isolada pelas respectivas fontes ρ1 e ρ2,
o campo Φ1+2 produzido quando essas duas fontes
são somadas é diferente da soma dos campos Φ1 e
Φ2, gerados individualmente. Traduzindo em lingua-
gem matemática, Φ(ρ1 + ρ2) 6= Φ(ρ1) + Φ(ρ2). No
entanto, a não-linearidade da teoria evidencia o fato,
anteriormente mencionado, de que na relatividade
especial a equivalência entre massa e energia faz
com que o novo campo, gerado pela soma de fontes
antes independentes, leve em conta a energia de
interação gravitacional entre elas. Ou seja, a própria
gravidade é vista como fonte de mais gravidade [7].

Vale ressaltar que a não-linearidade também está
presente na teoria da relatividade geral de Einstein
e que em certos casos é o ingrediente chave das
implicações dessa teoria [7].

4. Órbitas planetárias

Como um teste de verificação da gravitação escalar
os resultados da seção precedente são aplicados ao
estudo do movimento planetário dentro da proposta
do exerćıcio 3.1 da Ref. [1].
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A ação (29) pode ser vista como uma imediata
generalização da ação para a part́ıcula livre, na qual
o intervalo de linha ds2 = ηµνdx

µdxν é substitúıdo
por ds2

Φ = gµνdx
µdxν , onde

gµν =
(

1 + Φ
c2

)2
ηµν . (37)

Assim, a ação para uma part́ıcula de massa m na
presença do campo Φ torna-se

S = −mc
∫ τ2

τ1
dsΦ = −mc

∫ τ2

τ1

√
gµνdxµdxν , (38)

que leva à equação de Hamilton-Jacobi [1, 3, 6]

gµνS,µS,ν = m2c2, (39)

com gµν a inversa de (37).
No estudo do movimento planetário a densidade

ρm é considerada devida a uma massa M fixa na
origem do sistema de coordenadas e a equação (30)
é tomada no limite de baixas velocidades e campo
estático. Logo, a equação de campo é a usual equação
de Poisson para o potencial gravitacional newtoni-
ano tendo como solução

Φ(r) = −GM
r
, (40)

onde r = ‖r‖, com r = (x, y, z) o vetor que localiza
m a partir da origem.

A solução para Φ na forma (40) configura o sis-
tema sob descrição como o movimento de uma
part́ıcula de massa m na presença de um campo de
força central cuja energia potencial só depende da
distância entre m e a massa M que produz o campo,
sem levar em conta a orientação. Dessa forma o
sistema possui simetria esférica e as equações de mo-
vimento devem ser invariantes por rotação em torno
de qualquer eixo fixo que passe pela origem das
coordenadas. Tal invariância é garantida pela con-
servação do vetor momento angular o que restringe
o movimento da part́ıcula a um plano perpendicular
a esse vetor [5].

Com as considerações anteriores a equação (39)
pode ser escrita explicitamente em termos das coor-
denadas polares planas (r, ϕ) na forma(

1 + Φ
c2

)−2
[

1
c2

(
∂S

∂t

)2
−
(
∂S

∂r

)2

− 1
r2

(
∂S

∂ϕ

)2]
−m2c2 = 0, (41)

o que é idêntico a escrevê-la nas coordenadas esféricas
(r, θ, ϕ) e restringir o movimento ao plano θ =
π
2 . Uma solução para essa equação pode ser pro-
posta notando-se que a energia do sistema sob con-
sideração, dada pela hamiltoniana associada a (29),
é

E = mc2 +mΦ√
1− v2

c2

, (42)

a qual no limite não relativ́ıstico torna-se

E = mc2 + 1
2m

(
p2
r +

p2
ϕ

r2

)
+mΦ = mc2 + E , (43)

onde pr e pϕ são os momentos conjugados a r e ϕ,
respectivamente, e E é a energia na aproximação
newtoniana. Como pode ser visto a função hamil-
toniana não depende explicitamente do tempo, tal
que a energia E é conservada. Levando-se em conta
que o momento angular L também é conservado, a
equação (41) admite uma solução por separação de
variáveis na forma [1,2]

S = −Et+ Lϕ+ Sr, (44)

onde Sr é a parte da solução que depende apenas
da trajetória.

Substituindo a solução anterior em (41) tem-se(
dSr
dr

)2
= E2

c2 −
L2

r2 −m
2c2

(
1 + 2Φ

c2 + Φ2

c4

)
, (45)

que reescrita na forma integral, com Φ dado por
(40), leva a

Sr =
∫
dr

[
E2

c2 −m
2c2 + 2km

r
− 1
r2

(
L2 + k2

c2

)] 1
2

,

(46)
com k = GMm.

Para estudar a trajetória r como função do ângulo
ϕ é conveniente tomar

∂S

∂L
= ϕ0 = constante, (47)

o que, pela substituição em (44), fornece
∂S

∂L
= ϕ+ ∂Sr

∂L
= ϕ0. (48)

Derivando Sr com respeito a L e usando a condição
anterior, chega-se a

ϕ− ϕ0 =
∫
dr

[
E2

c2 −m
2c2 + 2km

r

− 1
r2

(
L2 + k2

c2

)]− 1
2 L

r2 , (49)
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que derivada com respeito a r provê

dϕ

dr
=
[
E2

c2 −m
2c2 + 2km

r
− 1
r2

(
L2 + k2

c2

)]− 1
2 L

r2 .

(50)
Agora, a equação que determina a trajetória r = r(ϕ)
é dada a partir do último resultado por(

dr

dϕ

)2
= r4

L2

[
E2

c2 −m
2c2 + 2km

r

− 1
r2

(
L2 + k2

c2

)]
. (51)

Para estudar a última equação introduz-se a nova
variável u = 1

r , tal que

du

dϕ
= du

dr

dr

dϕ
= − 1

r2
dr

dϕ
=⇒ dr

dϕ
= −r2 du

dϕ
.

(52)
Pela última igualdade, (51) pode ser reescrita em
termos de u e o resultado, depois de derivado com
respeito a ϕ, leva a

d2u

dϕ2 +ω2u = km

L2 , onde ω2 :=
(

1 + k2

L2c2

)
.

(53)
Esta é a equação de um oscilador harmônico sob ação
de uma força constante e pode ser completamente
solucionada dada as condições iniciais.

No problema em questão, considerando-se apenas
o caso de movimento confinado onde E < mc2, as
condições iniciais para (53) são obtidas a partir dos
pontos de “retorno” da trajetória, para os quais a
velocidade radial dr

dt é nula. Como

dr

dt
= − 1

u2
du

dt
= − 1

u2
du

dϕ

dϕ

dt
=

−r2dϕ

dt

du

dϕ
= − L

m

du

dϕ
, (54)

esses pontos podem também serem determinados
através de du

dϕ = 0 ou, como assegurado a partir de
(52), por dr

dϕ = 0. Com isto os pontos de “retorno”
ficam estabelecidos pelo resultado (51) por meio de

E2 −m2c4 + 2kmc2
r
− L2ω2c2

r2 = 0. (55)

A equação anterior é quadrática em 1
r com soluções

1
r

= km

L2ω2 ±

√(
km

L2ω2

)2
− m2c4 − E2

L2ω2c2 , (56)

onde o sinal positivo representa o menor valor de r
e consequentemente o ponto de maior aproximação
da part́ıcula ao centro da força.

Usando um sistema de coordenadas polares ade-
quado pode-se impor que a direção de maior apro-
ximação ocorra em ϕ = 0 e que nesse ponto du

dϕ = 0.
Levando essas duas condições na solução geral da
equação (53) dada por

u = A cos(ωϕ) +B sin(ωϕ) + km

L2ω2 , (57)

determina-se as constantes A e B como segue:

u(ϕ = 0) = A+ km

L2ω2 = km

L2ω2

+

√(
km

L2ω2

)2
− m2c4 − E2

L2ω2c2 , (58)

pois a maior aproximação ocorre em ϕ = 0 pela
escolha do sistema de coordenadas. Assim,

A = km

L2ω2

√
1− (m2c4 − E2)L2ω2

k2m2c2 , (59)

enquanto B é determinado por

du

dϕ
(ϕ = 0) = Bω = 0, (60)

tal que B = 0. Dessa forma a solução encontrada
para (53) pode ser escrita como

u(ϕ) = km

L2ω2 (1 + ε cos(ωϕ)), (61)

onde
ε2 = 1− (m2c4 − E2)L2ω2

k2m2c2 (62)

é a excentricidade da órbita. Levando em conta a
energia não relativ́ıstica E = E−mc2 (vide Eq. (43))
e o limite de c→∞, tem-se ω2 ≈ 1 e ε2 ≈ 1 + 2EL2

k2m ,
recuperando, assim, o resultado newtoniano padrão
[1, 2, 9].

O fato de se ter ω 6= 1 na gravitação escalar
significa que os pontos ϕ = 0 e ϕ = 2π são distintos
e a órbita não é fechada. Completado o peŕıodo a
part́ıcula não retorna ao ponto inicial e a elipse tem
um movimento de precessão. Em particular, desde
que ω > 1, a trajetória atinge o ponto equivalente
a ϕ = 0 antes mesmo de completar ϕ = 2π. Diz-se,
então, que há um retrocesso. Isso, inclusive, pode
ser mensurado impondo

(2π +4ϕ)ω = 2π, (63)
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Figura 1: Em (a) o movimento de retrocesso do periélio (ϕ = 0) previsto pela gravitação escalar é apresentado em relação
à predição da gravitação de Newton. Já em (b) apresenta-se o real resultado da relatividade geral para o movimento
de avanço do periélio em ralação ao caso newtoniano. As figuras (a) e (b) foram confeccionadas a partir de (61) e do
resultado de Einstein na literatura [1, 10], respectivamente.

o que leva a

4 ϕ = 2π(ω−1 − 1). (64)

Expandindo ω−1 para G2M2m2

L2c2 � 1 , obtem-se

4 ϕ ' −G
2M2m2

L2c2 π. (65)

Como ϕ = 0 representa o ponto da órbita com
maior proximidade entre as massas (periélio), a gra-
vitação escalar prevê um movimento de precessão
que é caracterizado pelo retrocesso do periélio a
uma taxa 4ϕ dada por (65). Esse resultado está em
acordo com o esperado para a solução do exerćıcio
3.1 da Ref. [1], e mostra uma inconsistência entre
a previsão da gravitação escalar e os dados expe-
rimentais (ver Fig. 1), pois o que realmente se ob-
serva é um avanço do periélio, que a relatividade
geral de Einstein prevê com grande precisão como
sendo [1, 5, 10]

4 ϕ = 6πG
2M2m2

L2c2 . (66)

Ou seja, o resultado (65) é −1
6 do resultado previsto

por Einstein.

5. Considerações finais

Antes de concluir deve ser enfatizado que mesmo
apresentando algumas caracteŕısticas necessárias
para descrever o campo de Newton na relatividade
especial, a falha na previsão do movimento de pre-
cessão das órbitas planetárias invalida totalmente
a gravitação escalar. Deve ser notado também que
este modelo de gravitação não será capaz de prever
outros fenômenos hoje observados, como é o caso
da curvatura dos raios de luz por um campo gravi-
tacional [1]. Este fenômeno, em particular, porque o
tensor energia-momento do campo eletromagnético
tem traço nulo. Assim, a equação (36) não prevê o
acoplamento entre a radiação eletromagnética (luz)
e o campo gravitacional. Por outro lado, escrever a
ação da part́ıcula no campo na forma (38) pode ser
visto como uma primeira motivação para se buscar
uma ı́ntima ligação entre gravitação e geometria do
espaço-tempo.
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