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Este trabalho estuda o movimento planetario na gravitagao relativistica descrita por um campo
escalar. Em particular, com base na resolugdo de um exercicio da Ref. [1], mostra-se que o movimento de
precessao do periélio é inconsistente com o resultado previsto pela relatividade geral e com os dados

experimentais observados.
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This work studies the planetary motion in relativistic gravitation described by a scalar field. In
particular, based on the resolution of an exercise of Ref. [1], it shows that the precession motion of the
perihelion is inconsistent with the result predicted by general relativity and the observed experimental

data.
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1. Introducao

Atualmente o campo gravitacional é descrito no con-
texto da relatividade especial pela teoria geral da re-
latividade de Einstein. Nesta teoria a gravitacio ga-
nha um carater puramente geométrico e é vista como
a curvatura do espago-tempo em resposta a deter-
minado conteiido de matéria e energia. No entanto,
embora a relatividade geral seja aceita nos dias de
hoje com base nas suas verificagdes experimentais,
inicialmente a conexao entre gravitacdo e geometria
do espago-tempo nao estd evidente quando se trata a
questao de incluir o campo gravitacional de Newton
no contexto relativistico.

No presente artigo considera-se a possibilidade de
generalizar o campo newtoniano por meio de um
campo ¢(z#) que é um escalar do ponto de vista
da relatividade especial. Os resultados teéricos, que
em principio ndo descartam uma possivel gravitagao
escalar, sdo aplicados ao estudo do movimento pla-
netario com a finalidade de solucionar o exercicio
3.1 da Ref. [1]. A solugao encontrada deixa evidente
que o resultado dessa teoria de gravitacao para as
orbitas planetarias é inconsistente com os dados

*Endereco de correspondéncia: tiaggribeiro@gmail.com.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

experimentais e as previsoes da relatividade geral.
Levando, inclusive, a um movimento de retrocesso
do periélio enquanto o que realmente se observa é
um movimento de avanco.

2. O espago de Minkowski

Com o advento da relatividade especial de Einstein
a partir de 1905, as leis da fisica, validas em todos
os sistemas inerciais de referéncia, deixam de ser
invariantes do ponto de vista das transformagcoes de
Galileu e passam a ser invariantes perante as trans-
formacoes de Lorentz. Em particular, a velocidade
da luz, ¢, é uma constante universal, ou seja, uma
lei fisica valida em todos os sistemas de referenciais
inerciais.

Como um caso particular das transformacoes de
Lorentz, sejam K e K’ dois referenciais inerciais
com eixos paralelos e origens que se coincidem no
instante inicial. K’ move-se em relacao a K com
uma velocidade constante v paralela ao eixo x. O
referencial K atribui coordenadas (z,y, z,t) a um
determinado evento ocorrido no instante de tempo
t e no ponto do espacgo tridimensional caracterizado
por (x,y, z), enquanto que, para esse mesmo evento,
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K’ atribui coordenadas (z/,y/, 2/, t'). Esses dois con-
juntos de coordenadas estao relacionados por uma
transformagao de Lorentz, na forma [2]

¥ = y(x—ot)
/ =
2 = 2z (1)
‘=)
= 7 C2 ’

onde v = (1 — 02/02)_%.

Tendo em vista a necessidade de se formular leis
fisicas invariantes por transformagoes do tipo (1)),
uma quantidade de grande importancia é o intervalo
infinitesimal entre dois eventos, definido por

ds* = dt* — da® — dy* — d2°. (2)
Como pode ser visto ds, assim como o intervalo finito
As, se mantém inalterado quando escrito em ter-
mos das coordenadas do referencial K’ pelas trans-
formagoes em . Ou seja, ds'? = ds®. Diz-se, entdo,
que o intervalo entre dois eventos é invariante por
transformagoes de Lorentz. Ou também, que ds é
um escalar de Lorentz [2].

Como se vé, na relatividade especial a quantidade
invariante, similar a distancia entre dois pontos no
espaco euclidiano, é uma combinacao de tempo e
espaco definida em . Ent&o, para descrever as
leis fisicas dentro do arcabouco da relatividade espe-
cial torna-se conveniente a utilizacdo de um espaco-
tempo quadridimensional com “distancia” invariante
ds: o espago de Minkowski.

No espago de Minkowski as coordenadas (ct, z, y, 2)
de um evento podem ser vistas como as componentes
de um quadrivetor contravariante z# = (20, 2!, 22, 23),
com 2° =ct, 2! =z, 2> = y e 23 = 2, que sob mu-
danga de referencial transforma-se acordando a [2]

(3)

onde A¥, é a matriz da transformacdo de Lorentz [[]
No caso particular da transformacao , a matriz
em questao é

/ 14
oH = AP aY,

v o=y 00

v
py—| ey v 00
(%) 0 0 10
0 0 01

!Neste trabalho é adotada a notacio de Einstein onde indices
repetidos representam um somatorio, tal que v em é
somado de 0 a 3.
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Em suma, um quadrivetor contravariante é um con-
junto de quatro quantidades A%, A', A% e A3, que
se transformam respectivamente da mesma maneira
que as componentes z°, 2!, 22 e 23 de z#, frente a
uma transformacao de Lorentz [2,3].

A introducao de um tensor métrico com compo-
nentes 7, = diag(l, —1,—1, —1), conhecido como a
métrica de Minkowski, permite escrever o quadrado
da magnitude de um quadrivetor contravariante na

forma

Bt a” = (202 = (@) - (232 - @) (1)
e essa quantidade caracteriza um escalar de Lorentz.
Em particular, ds? = N dxtdx”.

Do resultado (4] define-se o abaixamento de indice,
x, = N, tal que o produto escalar de dois qua-
drivetores contravariantes quaisquer, z* e y* por
exemplo, é dado por

()

E, em especial, a magnitude quadrada de um qua-
drivetor z# é nyata? = xtz, (3.

De maneira similar, introduz-se o tensor métrico
inverso n*¥ que possui as mesmas componentes de
N, tal que Ny, = 64, onde 64 é o delta de
Kronecker [2,3]. A partir da métrica inversa o levan-
tamento de indice é definido como z* = n*’x,,.

Uma vez que o levantamento ou abaixamento
de indice relaciona x, a z# ou vice-versa, a lei de
transformacao de z,, pode ser determinada a partir
de (3)), como segue:

Uuux“y” =x,9".

't = At = A“anaﬁajg,

(6)

multiplicando a esquerda por 7,,, vem

(7)

xl, = nwA“anaﬁx/g.
Agora, definindo nwA“ano‘ﬂ = Awﬁ, tem-se
(8)

E possivel mostrar, pela invariancia do produto es-
calar definido em (5), que A YA#, = 6% [2]. As
quatro quantidades z, juntamente com a lei de
transformacgao definem um quadrivetor covari-
ante no espaco de Minkowski. O protétipo de um
quadrivetor covariante é o gradiente de uma funcao
escalar [1-3]

l‘; = Aﬂfﬁ.r/g.

- (2 2)
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onde j = 1,2,3 enumera as coordenadas espaci-
ais tridimensionais x,y, z . Aqui, vale ressaltar que
uma funcao escalar ¢(z#) é aquela cujo valor em
cada ponto do espacgo-tempo é invariante por trans-
formagoes de Lorentz [2]

d(at) = ¢ ().

Uma quantidade de grande importancia na relati-
vidade especial é o intervalo de tempo proéprio dr,
definido como o intervalo de tempo medido pelo re-
ferencial que acompanha um determinado objeto [3].
Nesse referencial, K’ por exemplo, o intervalo inva-
riante medido é ds’? = ¢?dr?, pois as coordenadas
espaciais sdo fixas. No entanto, para o referencial
K, que vé K’ se mover com velocidade constante v,
o intervalo invariante é

(10)

ds® = Adt* — da? — dy? — dz* = Adt*(1 — v /).
(11)

Como ds’? = ds?, entao

dr =ds/c = dt/~. (12)

Deve ser notado que dr, ao contrario de dt, é um
escalar de Lorentz. Assim, o intervalo de tempo
préprio torna-se muito relevante para a formulagao
quadridimensional das leis fisicas.

O espago de Minkowski descrito aqui é de grande
utilidade quando se pretende formular as leis fisicas
no contexto da relatividade especial. Como um exem-
plo disso no restante deste trabalho faz-se uso desse
espaco na busca por um modelo de gravitacao rela-
tivistica.

3. Gravitagao escalar

Uma teoria de gravitacdo que esteja em acordo com a
relatividade especial deve levar a novas previsoes que
possam ser verificadas experimentalmente ao mesmo
tempo em que, no limite de baixas velocidades e
campo estdtico, deve recuperar os resultados para o
campo gravitacional de Newton.

O ponto de partida para uma teoria de gravitacao
escalar é a acdo para a particula de massa m na
presenca do campo ¢(x*) dada pOIE|

T2 A
S:—/ <mc+¢>) ds,
1 &

onde ds = \/n,drtdr” = cdt é o elemento de linha
no espaco de Minkowski e A é uma constante que

(13)

*Por simplicidade adota-se ¢(2*) = ¢ daqui por diante.
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contém informacao acerca da “carga” da particula.
Assim, na agdo anterior o primeiro termo descreve
a particula livre enquanto o segundo descreve o
acoplamento entre a particula e o campo.

Aplicando o principio da minima ac¢ido de Hamil-
ton na variacao de ([L3]) com respeito a z* chega-se
as equagoes de movimento,

Ll 20 0] e, )
onde UM = % = (¢, v) é o quadrivetor velocidade
da particula [2,3]. No limite de baixas velocidades
e campo estatico, no qual, respectivamente, ¢ —
0o e Opp K 0;¢ com j = 1,2,3, as equagoes de
movimento tornam-se

md—v = —-\V¢,

7 (15)

onde V¢ é o gradiente de ¢. Como v é a velocidade
tridimensional da particula a dindmica torna-se se-
melhante & de Newton nesse limite, levando, inclu-
sive, ao proprio resultado newtoniano se o produto
A¢ for andlogo a energia potencial gravitacional no
limite em questao.

A dindmica do campo é dada adicionando-se um
termo em (|13|) que depende apenas das derivadas
de ¢, tal que S toma a forma

T )\ T2 1

S = —mc/ ds — —/ pds + = /n“”¢7“¢,yd4x.
™ ¢ Jn 2

(16)

Nesta agdo o campo ¢ é visto como uma varidvel
dindmica de forma que a variagdo de S com respeito
a ¢ leva as equagoes de movimento que determinam
o campo. Antes de realizar essa variagdo é conveni-
ente escrever o segundo membro de como uma
integral em d'z, similarmente ao Gltimo membro.
Para efetuar essa tarefa faz-se uso de uma funcao
delta de Dirac em quatro dimensodes.

Em uma dimenséo a fungéo delta de Dirac, d(x —
z), é definida pelas propriedades [4]:

d(x—2)=0 T #z

para todo (17)

—+00
/ Oz — z)dx =1, (18)
—00
onde z é um ponto qualquer. Essa funcao pode
ser estendida para espac¢os com um numero n de
dimensoes, e uma funcio delta nesses espagos é dada
pelo produto de n fungdes delta, uma para cada
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dimenséao do espago em questdo [4]. Em particular,
no espaco quadridimensional

SB[z = §(x)0(x1)6(22)8 ().

Assim, (17) e (18) podem ser generalizadas, por
exemplo, para quatro dimensoes:

(19)

SB[zt — 2" =0 paratodo a* #£z*  (20)

e
+oo +oo
/ / Szt — 2 da®...da® = 1. (21)

Vale salientar que ndo é necessario estender o inter-
valo de integracdo de —oco a +oo, ele apenas deve
conter o ponto x = z, ou x* = z* no caso quadridi-
mensional.

A partir das defini¢oes da fungdo delta de Dirac
segue uma propriedade de grande relevancia aqui,
valida para qualquer fungdo f(z*) bem comportada:

/ P SOt — #dbe = F(27). (22
Essa propriedade permite escrever o segundo termo

em (|16) para uma particula seguindo a trajetéria
zM = z#(7) na forma

/(b(z“)ds = / [/ P(x)6W [zt — 2 d x| ds.
T T /R

(23)
A integral em d*z é tomada sobre uma regiao R do
espago-tempo, enquanto a integral em ds é tomada
ao longo da trajetéria da particula. Logo, pode-se
escrever

/(b(z“)ds = / [/ SB[zt — 2M|ds| p(z*)d .
T R LJT

(24)
A expressdo entre colchetes na ultima igualdade é a
“densidade de particula” p(z*) para uma particula
pontual seguindo a trajetoria z# = zH(7) [1]. A
§W [zt — 2#(7)] deixa evidente que a densidade é
nula em todo o espago, exceto sobre a trajetoria da
particula.

Agora, por meio de p(z*), o segundo termo da
agao (16| é reescrito como

=2 [ods =2 [ pamyoteidis, ()

e a variagao com respeito a ¢ pode ser realizada.
Lembrando que o primeiro termo de S é nulo para
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essa variacdo, chega-se & equacao de campo na pre-
senca de fontd|

A
c
que no limite newtoniano, ¢ o < ¢ j, torna-se
A
Vi = Pl (27)

Uma vez que ¢ descreve o campo gravitacional na
relatividade especial, no limite considerado deve
recuperar a equacao de Poisson para a gravitacao
de Newton [5]

V2n = 47Gpm, (28)

sendo p,, a densidade de massa, G a constante gra-
vitacional e ¢ 0 potencial newtoniano.

Desde que o campo ¢ interage com a matéria onde
“carga” é a massa, a constante A deve ser proporcional
a m, o que torna conveniente a definicdo das novas
varidveis km = A, ® = k¢ e pp, = mE. A equagao
pode ser reescrita em termos dessas varidveis e
o resultado é assegurado no limite newtoniano
para k = V4rG [6].

Com as novas varidveis a agao (13 toma a forma

: )
S:—mc2/2 (1+2>d7',
1 c

na qual é possivel notar caracteristicas favoraveis a
gravitacao escalar:

(29)

e ¢ invariante de Lorentz;

o leva a uma forga sempre atrativa [1];

e como a acao tem dimensao de energia vezes
tempo, ¢ tem dimensado de velocidade qua-
drada assim como ¢y;

e como a massa é uma constante multiplicativa,
as equacoes de movimento ndo dependem ex-
plicitamente da mesma. Isto representa, aqui,
o analogo ao principio da equivaléncia newto-
niano;

e ¢ uma teoria de gravitagao linear, no sentido
de que o campo produzido pela soma de duas
fontes é igual a soma dos dois campos gerados
independentemente por cada uma delas [7].

E interessante notar, ainda, que escrevendo 1)
em termos das novas variaveis e substituindo o valor
de k anterior, tem-se

0% = —47Gppm, (30)

3D¢7 =n""0,0,¢ = 0,0"¢ é o operador de d’Alembert.
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que pode ser vista como a “Equacao de Einstein”

para a gravitacao escalar. Essa equagado representa
a generalizacdo mais simples da equacdao de Poisson
na tentativa de descrever o campo gravitacional
no contexto relativistico e foi inicialmente tratada
por Nordstrém [§].

A teoria até aqui apresentada carece de uma ge-
neralizacdo a mais. Como pode ser visto a tnica e
exclusiva fonte do campo gravitacional nas equagoes
anteriores é a densidade de massa p,,. No entanto,
como na relatividade especial massa e energia se
equivalem, isso restringe a aplicagao da teoria aos
casos em que a fonte do campo é um unico sistema
de particulas. Porque, agora, o campo produzido
por um conjunto de fontes deve levar em conta todo
o conteddo de energia existente, inclusive, a energia
de interacao entre as fontes [7]. Logo, p,, deve ser
generalizada de tal modo a incluir como fonte do
campo gravitacional qualquer contetdo de energia
presente no sistema fisico sob consideracgao.

A informacao sobre o conteido de energia e mo-
mento de um sistema fisico e as leis de conservagao
dessas quantidades podem ser expressas em forma

quadridimensional por meio do tensor energia-momento,

definido como |[3]
oL ;
TH — _ v § — 0¥ (4) 31

onde os ¢U)’s sdo quaisquer varidveis dinAmicas des-
crevendo o sistema e £ = £(q,q,) é a densidade
lagrangiana advinda da acao,
S = / L'z, (32)
A fonte do campo gravitacional pode ser generali-
zada por meio de um escalar de Lorentz construido
a partir do tensor energia-momento: o traco de T,
dado por

T = TH. (33)

Em especial, para um sistema de particulas pontuais
a pressao nula essa quantidade é conhecida ser
T = pmc?, (34)

com p,, a densidade de massa das particulas. As-
sim, a parte da acao (16)) que descreve ® pode ser
reescrita contendo 7' como a fonte do campo,

T 1
= [ [-=+—n"®,o,)d's.
s= [ (- + ggnets)de. (3)
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Da mesma forma a equacao de campo na presenca
de fonte torna-se

(36)

Generalizada a fonte do campo surge uma questao
de grande relevancia a ser tratada na gravitacao
escalar. Pode-se notar, levando o ltimo termo de
em , que o trago do tensor energia-momento
associado ao campo ® é diferente de zero. Assim, T’
aparecendo nas equacdes anteriores leva em conta
a contribuicdo de todas as fontes para o campo
gravitacional, exceto o préprio campo gravitacional.

A solucéo para essa questao seria acoplar o campo
gravitacional ao trago do seu préprio tensor energia-
momento. Em principio isso pode ser feito e uma
das consequéncias do resultado é que a densidade
lagrangiana inicial ganha um potencial V(®) pela
adigdo de termos dependentes do campo (veja, por
exemplo, [1,8]). A presenca de V(@) devido a auto-
interagdo quebra a linearidade, inicialmente afir-
mada para a teoria de gravitagdo escalar, pelo fato
que a equacdo de campo na presenca de fonte deixa
de ser uma equacao linear.

Uma vez que a teoria é ndo-linear o principio
da superposicao, caracteristico da gravitacdo new-
toniana, deixa de ser valido. Um efeito imediato
disso é que se 1 e P, sdo os campos produzidos
de forma isolada pelas respectivas fontes p; e po,
o campo P19 produzido quando essas duas fontes
sdo somadas é diferente da soma dos campos ®; e
®,, gerados individualmente. Traduzindo em lingua-
gem matematica, ®(p1 + p2) # P(p1) + P(p2). No
entanto, a ndo-linearidade da teoria evidencia o fato,
anteriormente mencionado, de que na relatividade
especial a equivaléncia entre massa e energia faz
com que o novo campo, gerado pela soma de fontes
antes independentes, leve em conta a energia de
interacao gravitacional entre elas. Ou seja, a prépria
gravidade é vista como fonte de mais gravidade [7].

Vale ressaltar que a nao-linearidade também esta
presente na teoria da relatividade geral de Einstein
e que em certos casos é o ingrediente chave das
implicacoes dessa teoria [7].

4. Orbitas planetarias

Como um teste de verificacdo da gravitacio escalar
os resultados da sec@o precedente sao aplicados ao
estudo do movimento planetario dentro da proposta
do exercicio 3.1 da Ref. [1].

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 4, e4313, 2016
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A acéo pode ser vista como uma imediata
generalizacdo da acdo para a particula livre, na qual
o intervalo de linha ds® = N dxtdx” é substituido
por ds% = gudztdx”, onde

P 2
uv = (1 + 02) Nuv - (37)
Assim, a acdo para uma particula de massa m na
presencga do campo ¢ torna-se

T2 T2
S = —mc/ dsg = —mc/ Gudztday, (38
i " o, (39)

que leva a equagao de Hamilton-Jacobi [1,/3,/6]

g"'S .S, = m?*c?, (39)
com gM"” a inversa de .

No estudo do movimento planetario a densidade
pm € considerada devida a uma massa M fixa na
origem do sistema de coordenadas e a equagao ([30))
¢é tomada no limite de baixas velocidades e campo
estatico. Logo, a equacdo de campo ¢é a usual equacao
de Poisson para o potencial gravitacional newtoni-
ano tendo como solugdo

GM

O(r) = ,

- (40)

onde r = ||r||, com r = (z,y, z) o vetor que localiza
m a partir da origem.

A solugao para ¢ na forma configura o sis-
tema sob descricdo como o movimento de uma
particula de massa m na presenga de um campo de
forca central cuja energia potencial s6 depende da
distancia entre m e a massa M que produz o campo,
sem levar em conta a orientacdo. Dessa forma o
sistema possui simetria esférica e as equagoes de mo-
vimento devem ser invariantes por rotacdo em torno
de qualquer eixo fixo que passe pela origem das
coordenadas. Tal invaridncia é garantida pela con-
servagao do vetor momento angular o que restringe
o movimento da particula a um plano perpendicular
a esse vetor [5].

Com as consideragoes anteriores a equagao (|39))
pode ser escrita explicitamente em termos das coor-
denadas polares planas (7, ¢) na forma

c? c2 \ Ot or
1 (“)2
r2 \ Oy
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o que é idéntico a escrevé-la nas coordenadas esféricas
(r,0,¢) e restringir o movimento ao plano 6 =
5. Uma solugdo para essa equagao pode ser pro-
posta notando-se que a energia do sistema sob con-
sideragao, dada pela hamiltoniana associada a ,

7

é
_ me? + m®d

E=""210
Ji-g

a qual no limite nao relativistico torna-se

(42)

1 2
E:m02+% (p%‘F]:;) +m® =me® +E, (43)

onde p, e p, sao os momentos conjugados a r e ¢,
respectivamente, e £ é a energia na aproximacao
newtoniana. Como pode ser visto a funcdo hamil-
toniana nao depende explicitamente do tempo, tal
que a energia F é conservada. Levando-se em conta
que o momento angular L também é conservado, a
equacao admite uma solucdo por separacgao de

varidveis na forma [1}2]
S=-Et+ Lo+ S, (44)

onde S, é a parte da solugdo que depende apenas
da trajetéria.
Substituindo a solugao anterior em (41]) tem-se

ds,\?> E? I2 20 P2
= - m?P 14+ 5+ — |, (45)
c? A

ar ) 2 12
que reescrita na forma integral, com ® dado por

, leva a

1
E? 2k 1 K2\ |2

Sr:/dr [2—m202+m—2 <L2+2>] ;
C T T C

(46)

com k= GMm.
Para estudar a trajetéria r como funcao do angulo
@ é conveniente tomar

oS

9L — ¥ = constante, (47)
o que, pela substitui¢do em (44]), fornece

oS oSy

= = = . 4

oL — Pt ar =¥ (48)

Derivando S, com respeito a L e usando a condicao
anterior, chega-se a
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que derivada com respeito a r prové

1
dp | E? 9o 2km 1 [ o, K*\| *L
e - UL L Sl
dr z - Mme + r r2 + c? 72
(50)
Agora, a equagao que determina a trajetéria r = r(p)
é dada a partir do ultimo resultado por
<d7“>2 rt | E? 22+2km
—) == |5 —m"c+—
dp L? | 2 r
1 (. o Kk
1eE)] @

Para estudar a dltima equacdo introduz-se a nova
-z _ 1
varidvel u = , tal que

du _dudr 1 dr dr _ odu
de drde  r2dyp de dp’
(52)

Pela tultima igualdade, (51)) pode ser reescrita em
termos de u e o resultado, depois de derivado com
respeito a ¢, leva a

ki2
22 )
(53)
Esta é a equacao de um oscilador harmonico sob agao
de uma forca constante e pode ser completamente
solucionada dada as condic¢des iniciais.
No problema em questao, considerando-se apenas
o caso de movimento confinado onde E < mc?, as
condi¢Oes iniciais para sdo obtidas a partir dos
pontos de “retorno” da trajetoéria, para os quais a
velocidade radial % ¢é nula. Como

d2u+ 9 km
—twu = —

02 T2 onde w?i= 1+

dr_ ddu_ Ldudp _
dt — w?dt  uldpdt
do d Ld
_p2aean _77u’ (54)
dt dp m dy

esses pontos podem também serem determinados

através de fj% = 0 ou, como assegurado a partir de

1} por g—; = 0. Com isto os pontos de “retorno”

cam estabelecidos pelo resultado por meio de

2kme? L2022

72

E? —m?ct + =0. (55)

1

A equagdo anterior é quadrética em ;: com solugoes

* \/(L]Zj?)Q -
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m2ch — 2
L2w2c?

17 km
r L2w?2

(56)

e4313-7

onde o sinal positivo representa o menor valor de r
e consequentemente o ponto de maior aproximagao
da particula ao centro da forga.

Usando um sistema de coordenadas polares ade-
quado pode-se impor que a direcdo de maior apro-
ximagao ocorra em ¢ = 0 e que nesse ponto % =0.
Levando essas duas condic¢oes na solucao geral da

equagao dada por

u = Acos(wy) + Bsin(wyp) (57)

km
+ L2w?%’
determina-se as constantes A e B como segue:

km km

u(p=0)=A+ 12002 202

km \2 m2ct — E2
+ L2w2)

L2w2e?
pois a maior aproximagao ocorre em ¢ = 0 pela
escolha do sistema de coordenadas. Assim,

(58)

km (m2ct — E?2)L2w?
A= 12002 \/1 - E2m2c2 ’ (59)
enquanto B é determinado por
d
Yo =0)=Bw=0, (60)

dyp
tal que B = 0. Dessa forma a solugdo encontrada
para pode ser escrita como

km
u(p) = m(l + ecos(wyp)), (61)
onde 2 4 NT2 2
62:1_(mc—E)Lw (62)

k2m2c2
¢é a excentricidade da 6rbita. Levando em conta a
energia ndo relativistica & = E—mc? (vide Eq. )
e o limite de ¢ — 00, tem-se w? ~ 1 e e ~ 1+ 2,525,
recuperando, assim, o resultado newtoniano padrao
11,29
O fato de se ter w # 1 na gravitagdo escalar
significa que os pontos ¢ = 0 e ¢ = 27 sdo distintos
e a orbita nao ¢é fechada. Completado o periodo a
particula nao retorna ao ponto inicial e a elipse tem
um movimento de precessao. Em particular, desde
que w > 1, a trajetoria atinge o ponto equivalente
a ¢ = 0 antes mesmo de completar ¢ = 27. Diz-se,
entdo, que ha um retrocesso. Isso, inclusive, pode
ser mensurado impondo

2m + Ap)w = 2, (63)
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270

‘— Newton —— Teoria escalar|
(a)

Gravitagdo escalar: inconsisténcia das orbitas planetarias

270
I— Newton

(b)

Einstein

Figura 1: Em (a) o movimento de retrocesso do periélio (¢ = 0) previsto pela gravitacdo escalar é apresentado em relacdo
a predicdo da gravitacdo de Newton. J&4 em (b) apresenta-se o real resultado da relatividade geral para o movimento
de avanco do periélio em ralag3o ao caso newtoniano. As figuras (a) e (b) foram confeccionadas a partir de (61]) e do

resultado de Einstein na literatura [1,/10], respectivamente.

o que leva a

Ap=2r(wt-1). (64)

Expandindo w™! para %;mz < 1, obtem-se
G?M?*m?

Como ¢ = 0 representa o ponto da érbita com
maior proximidade entre as massas (periélio), a gra-
vitagdo escalar prevé um movimento de precessao
que é caracterizado pelo retrocesso do periélio a
uma taxa Ay dada por . Esse resultado esta em
acordo com o esperado para a solugao do exercicio
3.1 da Ref. [1], e mostra uma inconsisténcia entre
a previsao da gravitacdo escalar e os dados expe-
rimentais (ver Fig. 1), pois o que realmente se ob-
serva, ¢ um avanco do periélio, que a relatividade
geral de Einstein prevé com grande precisao como
sendo [1,5,/10]

G2 M?*m?

A =6m 72,2

(66)

Ou seja, o resultado 1' é —% do resultado previsto
por Einstein.
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5. Consideragoes finais

Antes de concluir deve ser enfatizado que mesmo
apresentando algumas caracteristicas necessarias
para descrever o campo de Newton na relatividade
especial, a falha na previsdo do movimento de pre-
cessao das Orbitas planetarias invalida totalmente
a gravitacdo escalar. Deve ser notado também que
este modelo de gravitagdo nao sera capaz de prever
outros fené6menos hoje observados, como é o caso
da curvatura dos raios de luz por um campo gravi-
tacional [1]. Este fenomeno, em particular, porque o
tensor energia-momento do campo eletromagnético
tem trago nulo. Assim, a equacao nao prevé o
acoplamento entre a radiagao eletromagnética (luz)
e o campo gravitacional. Por outro lado, escrever a
acdo da particula no campo na forma pode ser
visto como uma primeira motivacao para se buscar
uma intima ligacdo entre gravitacdo e geometria do
espaco-tempo.
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