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Neste trabalho, mostra-se um caminho diferente para se estudar o momento de inércia de um
corpo em rotacdo. Descreve-se um experimento que permite estabelecer como a inércia de uma
placa depende de sua massa e geometria, em que se determina pardmetros como os expoentes e
a constante da tradicional equagao do momento de inércia de uma placa, a partir de medidas de
corrente elétrica. Para isso escolhe-se quatro placas de massa diferentes, mantendo-se em duas delas
as mesmas dimensoes, enquanto que nas outras duas uma das dimensoes é o dobro da outra. Os
resultados obtidos reforcam a idéia de que o sistema e o procedimento de medida utilizado podem
ser uma alternativa em realizar esta pratica nos laboratérios de ensino.

In this work, a different way to study the moment of inertia of a body in rotation is shown. It
is described an experiment that allows to establish how the inertia of a plate depends on its mass
and geometry, where parameters like the exponents and the constant of the traditional equation
of the moment of inertia of a plate are determined, starting from the measurements of the electric
current. For this purpose it was chosen four plates of different masses, which two of them have the
same dimensions, while for the other pair of plates one has the side twice larger than the other one.
The obtained results reinforce the idea that such a system and the proposed procedure can be an
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alternative in accomplishing this experiment in teaching laboratories.

I Introducao

Em um artigo recente, Pintdo et al. [1] adotaram um
procedimento experimental diferente dos tradicionais
como aqueles de Goldemberg [2] e Tyler [3] para de-
terminar o momento de inércia de um disco. Utiliza-
ram um método originalmente proposto por Fleming
e Clinton [4] e Bennet [5] para a medir capacitancia e
determinaram diretamente, a partir de uma leitura de
corrente elétrica, a velocidade angular do disco apds o
corpo suspenso descer de uma determinada altura h.
Conhecendo-se a velocidade, obtém-se a aceleracio an-
gular. Para que isto fosse possivel, construiram um
circuito RC;, com uma chave que é acionada através
de um sensor opto-eletronico (emissor e receptor in-
fravermelho) que emite luz sobre a superficie de um
CD fixo ao eixo de rotacdo e dividido em 24 setores
circulares igualmente espagados (12 superficies espe-
lhadas e 12 opacas, alternadas entre si). Através de
uma das duas posi¢coes possiveis desta chave, o capa-
citor C; ird se carregar ou descarregar. Durante este
processo, a freqiiéncia de comutacdo desta chave, fj,

pode ser expressa pela relacdo, f; = i;/C;V em que
ij é a corrente medida no medidor analégico DC aco-
plado ao circuito, e V' é a voltagem aplicada por uma
fonte DC no capacitor C;. No caso deste CD com 24
divisdes, a freqiiéncia de rotagdo do eixo é 1/12 da-
quela da comutagao f;, portanto, a velocidade angu-
lar associada ao eixo é w; = 7 f;/6. Lembrando que
a aceleracao, a;, pode ser determinada da equacao de
Torricelli para um movimento circular uniformemente
acelerado, como w]? = 2a;A0, e do fato que a altura
h é dada por h = rAf, entdo se consegue expressar o
como uma funcao da corrente ao quadrado. Outros de-
talhes do circuito utilizado podem ser encontrados na
Ref. [1]. Com este procedimento, eliminaram a neces-
sidade de se medir o tempo. O experimento é entdo
repetido, variando-se a massa do corpo suspenso. O
momento de inércia, por sua vez, é determinado a par-
tir da inclinacdo da reta obtida, do grafico do torque
(que é conhecido) versus a aceleragdo angular. A van-
tagem do método é que ndo é preciso se preocupar com
o atrito, uma vez que a inclinagdo da reta ndo depende
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do torque associado as forgas de atrito, além de se poder
determiné-lo facilmente. Como avaliacdo do sistema de
medida, Pintdo et al. [1] determinaram o momento de
inércia de um disco e anel e compararam esses resul-
tados aos valores descritos na literatura [6], verificando
um desvio percentual inferior a 1%. Apds esta primeira
avaliagio experimental, Pintdo et al. [7] realizaram um
experimento dando um novo enfoque ao sistema de me-
dida e conseguiram estabelecer a dependéncia do mo-
mento de inércia de um corpo (particula) em relagio a
sua massa e distancia ao eixo de rotagdo. Os resultados
verificados nestes trabalhos [1,7] foram bastante impor-
tantes na realizacdo destas novas medidas. Como uma
extensao dos trabalhos anteriores, apresenta-se agora
uma nova alternativa experimental para determinar os
expoentes e a constante da tradicional equacao do mo-
mento de inércia de uma placa.

11 Medida do momento de
inércia

De uma maneira geral, na medida do momento de
inércia de uma placa, usou-se a montagem esquema-
tizada na Fig.1, onde uma das placas j estd fixa ao eixo
do sistema rotacional. Inicialmente, adotou-se o mesmo
procedimento utilizado por Pintdo et al. [1] para deter-
minar a inércia do eixo mais os acessérios (CD e pa-
rafuso de fixagdo). Sabe-se que o torque resultante 7,
responsavel pelo movimento de rotacao do eixo é ex-
presso como

T =71 — TATR = IEIXO X0 , (1)

em que Tr e TATR Sa0, respectivamente, os torques as-
sociados a tracao T aplicada pelo fio e as forcas de
atrito; Igrxo é o momento de inércia do eixo com os
acessorios e ap sua aceleracao angular. Com base na
Ref. [1] pode-se expressar a aceleragdo angular de um
corpo rigido qualquer em rotacdo como

aj = k;j(ij)?, (2)

em que os sub-indices j significam: j = 0, a rotacao do
eixo mais acessorios e, j = 1, 2, 3 ou 4, a rotacao do
mesmo eixo mais as placas 1, 2, 3 ou 4, respectivamente;
k; é uma constante conhecida (k; = rx?/72h(C;V)?),
uma vez que r, h, C; e V sdo grandezas previamente de-
terminadas. A forca resultante sobre a massa de tracao
m, enquanto estd caindo, é mg — T = ma = ma;r,
de modo que T' = m(g — a;r). Como 7r = T'r, resulta
mr = m(g—a;7)r, que, usando a Eq. (2), pode também
ser expresso em termos de corrente como

Tr = mgr — mkj(r)2(ij)2. (3)
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Figura 1. Sistema rotacional com acessérios e, placas de
diferentes massas M; (detalhes na vista A).

Assim, conhecendo-se as constantes que compare-
cem nas Egs. (2) e (3), pode-se determinar tanto a ace-
leracao angular como o torque, a partir da leitura da
corrente. Variando a massa do corpo suspenso e man-
tendo constante as demais grandezas, pode-se obter um
conjunto de valores de 7r versus «;. Pela Eq. (1), a
relacao entre essas grandezas é linear e a inclinacao da
reta fornece o momento de inércia do eixo, Igixo. A
partir do instante em que a massa de tracao m deixa
de atuar no movimento do eixo, a Eq. (1) pode ser
expressa como

T = —7aTR = IETIXOQO - (4)

Se adicionarmos uma placa de massa M, cujo momento
de inércia é Ipr,acaj, que gira soliddria ao eixo (ver Fig.
1) e repetir o procedimento anterior, no instante que
a mesma massa deixar de atuar no movimento desse
corpo, a Eq. (1) pode ser modificada para

T = —7aTR = I(PLACAj+EIXO) ) (5)
em que I(pp,Acajt+E1x0) € 0 momento de inércia do con-
junto placa e eixo.

Considerando que a massa presa na extremidade do
fio é a mesma para as duas situagoes descritas pelas
Egs. (4) e (5), daigualdade Ipr.acaj = [(PLACAj+EIXO)-
Isrxo e lembrando da Eq. (2) que a; = k;(i;)?, deduz-
se uma expressao para o momento de inércia da placa
j, valida para o sistema de medida utilizado:
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Ipracaj = Ierxo4;, (6)

em que Aj = [k()/k'](l()/l])2 — 1]

As grandezas iy e i; sao as correntes medidas nas
duas situagoes descritas pelas Egs. (4) e (5). Os valores
de ko e k; referem-se as constantes fixadas para realizar
as medidas, sem e com a adi¢do da placa j no sistema
rotacional, respectivamente. Através dos valores ex-
perimentais substituidos na Eq. (6), e conhecendo-se
previamente a inércia de rotagao do sistema (eixo mais
acessorios), é possivel avaliar o momento de inércia do
corpo que estd girando. Como proposta deste artigo,
realizou-se uma pratica que permite estabelecer como o
momento de inércia de uma placa depende de sua massa
M;, de suas dimensdes (a e b) e quanto vale a constante
de proporcionalidade (B) da tradicional equagdo para
o cdlculo da inércia [6]

Ipracaj = B(M;)*[(a)” + (b)"], (7)

onde X, Y e B sao os parametros a serem determina-
dos.

Estrategicamente, foram utilizadas 4 placas (cujas
dimensoes estdo definidas na vista A da Fig. 1), e es-
tabelecemos as seguintes equagoes para calculo dos ex-
poentes X e Y da Eq.(7):

X =[1/log(Ms/M7))log(Ipraca 2/Ipraca 1) € (8)

Y = (1/log2)[log(Ipraca 3/Ipraca 1)+X1og(My/Ms)].

(9)

E importante mencionar que as Egs. (8) e (9) sur-
gem da (7), levando-se em consideragio a escolha ade-
quada de dois pares de placas, sendo todas de massas
diferentes porém com um par de placas de mesmas di-
mensoes e 0 outro par com uma placa possuindo um dos
lados duas vezes maior do que um lado correspondente
a outra.

O valor da constante B pode ser obtido da Eq. (7),
usando o resultado da Eq. (6) (momento de inércia da
placa) para quaisquer uma das placas, a massa (M),
as dimensoes (a e b) e os valores dos expoentes X e V'
calculados das Eqgs. (8) e (9).

Utilizou-se cinco massas de tracdo diferentes para
aplicar o torque associado a forca T'. Isto de fato é
necessario para se obter o momento de inércia do eixo
(Imixo). No entanto, conhecendo-se Irrxo, com o sis-
tema de medida utilizado, ndo é preciso usar todas essas
massas para determinar os parametros da Eq. (7). Este
iltimo procedimento pode ser vantajoso em casos em
que se tenha pouco tempo para realizar uma pratica em
laboratorio. Em nossas medidas, utilizou-se sempre as
cinco massas para poder aplicar a teoria estatistica de
pequenas amostras [8] na avalia¢do dos erros associados
aos parametros X, Y e B.

IIT Resultados

II1.1 Momento de inércia do eixo com acessorios
(Irrxo)

Na Fig. 2, utilizando o método dos minimos quadra-
dos, representou-se a reta que melhor se ajusta aos va-
lores experimentais do torque em funcao da aceleracao
angular. O valor encontrado para a inclinacdo desta
reta representa o momento de inércia do eixo e seu va-
lor é Igixo = (0,0055 4 0,0001)10~2 kgm?, enquanto
o coeficiente linear, que corresponde ao valor do torque
de atrito, é TaTr = (0,052 £ 0,008)10~2 Nm.
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Figura 2. Curvas e pontos experimentais do torque 7r em
funcdo da aceleracao angular . A inclinacao da reta ajus-
tada pelo método dos minimos quadrados representa 0 mo-
mento de inércia do eixo com acessérios Irrxo €, o coefici-
ente linear, o torque de atrito TaTR.-

II1.2 Estudo do momento de inércia da placa

IT1.2.1 Dependéncia com a massa da placa (1/;)
ou cédlculo do expoente X

Utilizando-se duas placas de mesma dimensoes (a =
b = (20,0 &£ 0,1)cm) com massas de valores M; =
(461,74+0,01)ge My = (210,22+0,01)g, sendo uma de
acgo (placa 1) e outra de aluminio (placa 2), conseguiu-
se manter a mesma geometria durante as medidas. Na
Tabela 1, encontram-se os valores das massas de tracao
m, intensidade das correntes elétricas ig, i1 € i3, € 08
parametros Ay, As e X. No céalculo dos parametros A
e A,, estdo presentes relagdes como ko/k1, ko/k2, i0/i1
e ip/i2. Sabemos que k; = ra?/72h(C;V)? é uma cons-
tante caracteristica de nosso sistema [1], e que, antes
de efetuar qualquer medida de corrente elétrica, deve-
se fixar adequadamente todas estas grandezas. Usou-
se para todas as medidas deste artigo, uma polia de
raio 7 = (1,25 £ 0,01 cm, uma fonte com voltagem
V de (5,1 £0,1) volts e uma altura de queda h de
(0,950£0,005)m. Nas medidas de corrente elétrica, em
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que se considerou s6 o movimento do eixo sem a placa
J, fixou-se uma capacitincia Cp=(32,724+0,01)nF, um
pouco menor que C;=(95,50+0,01)nF (5 de 1 a 4, cor-
respondendo a cada uma das placas). Com este proce-
dimento, conseguiu-se evitar que o ponteiro do medidor
ultrapassasse o fundo de escala (50uA e resisténcia in-
terna 1k2). As constantes de tempo, embora sejam le-
vemente diferentes no circuito RC; deste sistema de me-
dida [1], ndo interferem na leitura da corrente elétrica,
pois hé tempo suficiente para que o capacitor carregue
ou descarregue totalmente. Os valores de corrente e
voltagem foram determinados com um mesmo medidor
para evitar erro sistemdtico na sua leitura. Finalmente,
os valores X da tltima coluna, da Tabela 1, foram cal-
culados através da Eq. (8). O valor encontrado para X,
com um nivel de confianca! de 95% é 0,96+0,05. Pe-
quenas variagoes na geometria das placas (paralelismo
das faces, angulacdo dos cantos e furos centrados) jus-
tificam o fato de X ser levemente diferente de 1, valor
previsto de literatura [6].

Tabela 1 - Valores utilizados na Eq. (8) para deter-
minar X, sendo MQ/M1:0,455; k‘()/k‘lz k?o/k?2:9,25 e
Ierxo=(0,005540,0001)102 kgm?.

m(g) do(pA) ii(pA) ix(pA) A A X

20,29 23,0 10,0 14,0 47,9 24,0 0,881

30,20 28,5 12,0 175 51,2 235 0,087

40,20 33,5 14,0 20,5 51,9 23,7 0,008

50,29 37,5 16,0 23,0 49,8 23,6 0,950

60,20 40,5 17,5 255 48,5 22,3 0,087

I11.2.2 Dependéncia com as dimensoes a ¢ b da
placa ou cédlculo do expoente Y

Com os valores das massas das placas 3 e 4, isto
é M3=(96,29+0,01)g e M,=(47,64%+0,01)g, sendo a di-
mensdo a=(60,0+£0,1) cm da placa 3, o dobro da res-
pectiva dimensdo da placa 4 (ver vista A da Fig. 1),
foi possivel deduzir a Eq. (9), que permitiu calcular
Y. Usou-se, para o cédlculo de Y, o valor de X encon-
trado no item 3.2.1, ou seja 0,96+£0,05. Na Tabela 2,
encontram-se os valores das massas m de tragdo, in-
tensidade das correntes ig, i3 € i4 € 08 parametros As,
As e Y. Os valores de m e iy utilizados para a de-
terminacao do expoente X (tabela 1) foram os mesmos
para este caso (determinagao do expoente Y'), sendo ne-
cessario este procedimento para a validade do método.
Os parametros As e A4 foram calculados levando-se
em consideracao as relagoes ko/ks, ko/ka, i0/i3 € i0/i4.
Avaliou-se o erro associado a Y, com um nivel de con-
fianca de 95%, e encontrou-se que o valor de Y é 2,1+
0,1.
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Tabela 2 - Valores utilizados na Eq. (9) para determi-
nar Y, sendo M4/M3:0,495; k‘()/k‘3: k‘()/k‘4:9,25; X=
0,96+0,05 e Igixo=(0,0055+0,0001)102 kgm?.

m(g) do(pA) is(pA) da(pA) Az Ay Y

20,29 23,0 9,5 260 532 624 21
30,290 285 120 320 512 634 204
40,29 335 140 375 519 638 205
50,20 37,5 155 420 53,1 6,37 2,09
60,29 40,5 17,0 460 515 6,17 2,09

I11.2.3 Caélculo do fator B para a placa 1

Para determinar B relativo a placa 1 (ago), calculou-
se o valor médio de A; com base na Tabela 1, e aplicou-
se a teoria estatistica de pequenas amostras, com um
nivel de confianca de 95%, para avaliar o seu erro.
Encontrou-se que A; é 50+2. Em seguida, com a in-
clinacao da reta, da Fig. 2, determinou-se momento de
inércia do eixo, ou seja: Ierxo = (0,0055+0,0001)10~2
kgm?. Substituiu-se este valor e o anterior (4; =
50 £ 2) na Eq. (6), e determinou-se o momento de
inércia da placa 1, isto é: Ippaca1=(0,28 +0,01)102
kgm?.  Utilizando todas as grandezas relativas &
placa 1, massa (M; = (461,74 + 0,01)g), dimensoes
(a = b=(20,0£0,1)cm), expoentes (X=0,96+0,05 e
Y =2,1+£0,1) e o respectivo valor de momento de
inércia (IpLaca 1=(0,28=+ 0,05)10~2 kgm?). Entdo, fi-
nalmente, substituindo-as na Eq. (7), encontrou-se que
a constante B é 0,083+0,003. Este valor concorda bem
com a previsdo tedrica [6], ou seja 1/12.

IV Conclusao

Dos resultados encontrados nos itens II1.2.1, I11.2.2 e
I11.2.3 pode-se concluir que:

a) O momento de inércia de uma placa de massa M
depende diretamente de sua massa elevada ao expoente
0,96+0,05;

b) O momento de inércia da placa de massa M
depende diretamente das suas dimensoes a e b, mais
explicitamente da forma a¥ + bY, sendo que o valor
experimental determinado para Y é 2,1 +0,1;

c) A constante B, determinada experimentalmente,
é 0,083 £ 0,003;

d) Com base em nossos resultados experimentais, a
equacgao para cdlculo do momento de inércia de uma
placa (Eq. 7), pode ser expressa como

I =0,083M%%[g>! 4 p>1]. (10)

IDa teoria de pequenas amostras em Estatistica, o pardmetro X é expresso como: X = X +2,13(S/+/N — 1), onde Xs é a média
dos cinco valores X da Tabela 1, o nimero 2,13 tém origem na distribuicdo de “Student” (ver apéndice III da ref. 8), considerando que
existe 95% de probabilidade de X pertencer ao intervalo estimado; S é o desvio quadratico médio, isto é S = /(X — X;)?/N, com

N =5 e X; sendo os valores de X no intervalo de 1 a N.



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 24, no. 4, Dezembro, 2002 459

Portanto, como conclusdo geral, o sistema desenvol-
vido permite estudar de uma forma simples como 0 mo-
mento de inércia de um objeto depende de sua massa e
geometria, e em alguns casos, como este da placa, esta-
belecer uma equacao para o seu calculo. Logo, com este
trabalho experimental, encontrou-se um caminho dife-
rente para estudar o momento de inércia de um corpo
em rotacdo. Os valores encontrados reforcam a idéia de
que este sistema de medida pode ser uma ferramenta
1til no auxilio de novas praticas dentro dos laboratorios
didaticos, principalmente no que se refere ao estudo da
dinamica de rotagao.
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