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Neste trabalho mostramos de forma didéatica a dedug¢do da equacdo de onda relacionada com as chamadas
ondas gravitacionais. Veremos que as referidas ondas surgem naturalmente como solugdes das equagdes de Einstein
linearizadas, apés a escolha de um sistema de coordenada (gauge) adequado. Discutiremos ainda a geracdo de
ondas gravitacionais e a natureza quadrupolar da radiacido gravitacional emitida por um sistema binario em 6rbita
circular. Por fim, aplicaremos a teoria desenvolvida nos dados observacionais da binaria de Hulse-Taylor, obtendo
assim uma nocao dos valores que cercam este tipo de evento e também do quao precisa é a teoria apresentada.
Palavras-chave: Relatividade geral, Radiagdo gravitacional, Bindria de Hulse-Taylor.

In this work we show a deduction of the wave equation related to the so-called gravitational waves. We will
see that these waves arise naturally as solutions of the linearized Einstein equations, after choosing a suitable
coordinate system (gauge). We will also discuss the generation of gravitational waves and the quadrupolar nature
of gravitational radiation emitted by a binary system in circular orbit. Finally, we will apply the theory developed
in the observational data of the Hulse-Taylor binary, thus obtaining notion of the values that involve this kind of

event and how accurate the theory is.

Keywords: General Relativity, Gravitational Radiation, Hulse-Taylor binary.

1. Introducao

A nossa civilizacdo, em todas as culturas, sempre foi
fascinada pelo conceito de espago (céu, inferno, etc.)
e tempo (o inicio, meio e fim de tudo). Ao longo do
tempo esses conceitos se enraizaram na nossa consciéncia,
dando-nos as imagens mentais que usamos. Pensamos
no espaco como uma entidade tridimensional (largura,
altura e espessura) que nos rodeia, € pensamos no tempo
como uma espécie de fluxo, que guia a evolugdo do nosso
universo. Juntos eles funcionam como um palco, onde se
da a peca que descreve o universo. Nessa peca, os atores
sao tudo que podemos imaginar - planetas, estrelas ou
até nés mesmos. Na antiga visao Newtoniana de mundo,
esse palco é o mesmo, seja vocé um ator ou um mero
espectador.

Porém, de acordo com Einstein em sua teoria da Re-
latividade Geral (RG), o espago e o tempo deixam de
ser apenas esse palco rigido, e passam a ser um ator da
propria peca: o chamado espago-tempo, um continuo de
quatro dimensoes. Esse novo “ator” é modificado pela
presenca de matéria e energia. A presenca de planetas,
estrelas e galdxias (matéria e energia) curvam a estrutura
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do espago-tempo de forma semelhante a uma bola pesada
esticando uma cama elastica.

Um dos resultados mais interessantes previsto na RG
foi a existéncia de ondas gravitacionais. As ondas gravita-
cionais podem ser pensadas, de um modo grosseiro, como
as ondas criadas quando jogamos pedrinhas na superficie
de um lago: elas sdo ondulagdes (perturbagdes) na geo-
metria do proprio espago-tempo geradas por qualquer
tipo de matéria acelerada, e se propagam pelo Universo
a velocidade da luz. Contudo, diferentemente das ondas
no lago, as ondas gravitacionais podem se propagar no
espago vazio (vdcuo). Além disso, uma vez que a forga
gravitacional é muito fraca, as ondas geradas sdo extre-
mamente pequenas, sendo consideravelmente intensas
apenas em regides que concentram uma grande quanti-
dade de massa e energia, como na regido préxima de um
buraco negro.

O real existéncia dessas ondas ficou por um longo
periodo restrito a discussoes tedricas. SO a partir da
década de 60 [1] os fisicos passaram a buscar mais seria-
mente a detec¢do dessas pequenas ondulagoes do espago-
tempo, sem ter tido nenhum resultado confiavel até fe-
vereiro do ano passado. A descoberta anunciada pelos
detectores LIGO (Laser Interferometer for Gravitatio-
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nal waves Observatory) |2], e publicada na prestigiosa
revista cientifica Physical Review Letters [3], nfo ape-
nas confirma a existéncia das ondas gravitacionais como
também fornece a primeira medi¢do direta da existéncia
de buracos negros.

O enorme interesse gerado pela descoberta do LIGO
trouxe a necessidade de mostrar aos alunos de graduagao
como essa descoberta se deu e também como a teoria
de Einstein prevé essas ondas. Excelentes artigos sobre
este tema foram publicados no fim do ano passado na
Revista Brasileira de Ensino de Fisica (RBEF) e ao leitor
sugerimos consulta-los para maiores detalhes a cerca do
experimento e resultados [4H7].

Neste artigo nés propomos revisitar os aspectos ma-
tematicos da RG que estao diretamente ligados ao tema.
Nosso objetivo é apresentar de forma didatica ao aluno
de graduacao o calculo explicito das ondas gravitacio-
nais a partir de primeiros principios, isto é, partindo
diretamente da equacao de Einstein, acessando o regime
linear de campo fraco e obtendo uma solugao geral para
a equagao de onda resultante. Como aplicacao, estuda-
mos a radiacdo gravitacional emitida por um sistema
binario de massas girando em o6rbita circular. Os resul-
tados tedricos sao entao aplicados na anélise dos dados
do evento denominado por PSR 1913+16 ou “Bindria de
Hulse-Taylor”; cuja observacao possibilitou a primeira
detecgdo indireta da emissdo de ondas gravitacionais [8].
Dessa forma, pretendemos fornecer ao leitor iniciante
em RG uma visao concreta sobre a deducgao da solugdo
das equagoes de Einstein que dao origem as ondas gra-
vitacionais e como usé-las para confrontar os resultados
experimentais. Tais estudos ndo sdo geralmente cobertos
pelos cursos de introducdo a RG em nivel de graduagao ou
mesmo de pés-graduagdo e por isso achamos conveniente
apresenta-los aqui.

A notagdo e as convengoes adotadas sdo as mesmas da
referéncia [9] e o restante do trabalho esta organizada
como segue. Na se¢do [2] faremos uma breve apresentagio
da equagao de Einstein e e suas implicagdes. Na sec¢ao
usaremos o método perturbativo para linearizar a
equagao de Einstein e mostrar que a perturbagao obe-
dece a uma equagao de onda. Na segao [4] discutiremos a
geracdo de ondas gravitacionais e a natureza quadrupolar
da radiagdo gravitacional. Em seguida, calcularemos a
energia emitida via radiacdo gravitacional por um sis-
tema bindrio em érbita circular. Aplicaremos entao a
teoria desenvolvida nos dados observacionais na bindria
de Hulse e Taylor, comparando teoria e experiéncia. Por
fim, na secdo [5] teceremos nossas consideragoes finais.

2. A equagao de Einstein

Na teoria geral da Relatividade (RG), publicada em 1916
por Albert Einstein [10], a nog¢do newtoniana de espago
como um vasto vazio no qual os eventos acontecem e,
portanto, ndo tendo efeito sobre o movimento da matéria
é transformado em uma rede “espago-tempo” que acolhe
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essa matéria e guia o seu curso. Nesse contexto, a prépria
ideia do que pensamos por forcas gravitacionais, nada
mais é do que uma expressao do espaco-tempo ser curvo.

Segundo a RG de Einstein, os efeitos gravitacionais sdo
incluidos em sistemas fisicos através da métrica g, (z) e,
uma vez conhecida a distribuicdo de matéria e energia, a
equagao que nos permite obter tal métrica é a chamada
equagio de Einstein (uma maneira interessante de se
deduzir a equagao de Einstein baseada em argumentos
fisicos de simetria pode ser encontrada na referéncia [11]):

0

G#y = 8CTGT;LV, (1)
onde G = 6,672 x 107N - m? /kg? é a constante gra-
vitacional, ¢ = 2,997 x 108m/s é a velocidade da luz
no vacuo e 7T,,, é o chamado tensor momento-energia.
Trata-se do objeto mais geral que carrega a informacao
da massa, energia e momento do sistema a ser analisado.
Do lado esquerdo da equacao , temos o chamado ten-
sor de Einstein (G,,,) que traz consigo informagéo acerca
da curvatura do espago-tempo em questao. Tal tensor é
definido em termos de dois outros objetos

1
= Ryu - 7glev (2)

G 5

sao eles: o Tensor de Ricci

_ _ p A
Ry = Rp/wv - aPFZV o aVFZu + FP)\F

v

P A
- FV)\F/)/U

(3)
e o escalar de curvatura

R= R, =g (9,

n%

P A P A
0,1, + T, T3, ~T0I),).,
(4)

que, por sua vez, sao definidos em termos da conexao
afim

Fﬁu = %QPA (O gux + Ougur — Orgup) - (5)
O motivo de definirmos as expressoes acima deve-se ao
fato que posteriormente iremos lineariza-las.

A equacgdo de Einstein constitui um conjunto de 10
equagoes diferenciais parciais ndo lineares em g,,,,. Con-
forme citado, essa equagdo nos permite obter a métrica
guv quando conhecido o tensor momento-energia do sis-
tema fisico em questé(ﬂ Dessa forma, saberemos como o
espaco-tempo tem sua estrutura geométrica modificada
pela presenca de matéria. Nao discutiremos a inclusao
da constante cosmologica. Consideragoes acerca desta
podem ser encontradas em varios livros texto. Consulte,
por exemplo, [12] ou [13].

Vale ressaltar que as equacdes de campo da RG sao
consideravelmente mais complexas do que as equacoes
de campo presentes na fisica classica, como por exem-
plo as equacdes de Maxwell do eletromagnetismo. Tal

1Como de fato temos um conjunto de equagdes é comum o uso do
termo equagdes de Einstein no plural.
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complexidade surge por causa da natureza nao-linear do
campo gravitacional. Enquanto no eletromagnetismo as
equacgoes de Maxwell sdo lineares justamente pelo fato do
campo eletromagnético nao transportar carga e nao inte-
ragir consigo proprio. Em uma teoria de campo efetiva,
o campo gravitacional é portador de energia e momento
e, portanto, acaba gerando auto-intera¢ao, uma vez que
no contexto da relatividade, energia e momento, além
da massa, também sao fontes de campo gravitacional.
Uma discussao mais completa acerca desse tema pode
ser encontrada em [9].

2.1. Transformacao de calibre

O tensor de Einstein, dado por , é simétrico (pois
R, € g, sdo simétricos) e o fato de trabalharmos num
espago-tempo quadridimensional implica que ele possui
apenas 10 componentes independentes, da mesma ma-
neira que a métrica g,,,. Portanto, a equacao consiste
em um conjunto de dez equagoes algebricamente inde-
pendentes. Poderiamos supor que a equacao de Einstein
acrescida das condi¢bes de contorno, seria suficiente para
que determinassemos a métrica univocamente. No en-
tanto, isso ndo ocorre pois as dez componentes de G,
estao relacionadas pela identidade de Bianchi

V,.GH =0, (6)

que formam um conjunto de quatro identidades diferen-
ciais que devem ser respeitadas.

Como consequéncia, as dez equagoes de Einstein para
G, se reduzem a apenas seis verdadeiramente inde-
pendentes, deixando-nos aparentemente impedidos de
determinar todas as dez componentes da métrica. En-
tretanto, se g,, € solucdo de , entao fazendo-se uma
transformacao de coordenada geral (x — ') obtemos
uma nova métrica g:w que também serd solugdo de .

Isto significa que g;w possui quatro graus de liberdade que
dependem da escolha das coordenadas z’ e ndo podem
representar graus de liberdade genuinamente fisicos.

No eletromagnetismo, temos um problema semelhante
que é o de determinar univocamente o quadripotenciaﬂ
A, através das quatro equacoes de Maxwell. Tal problema
6 é resolvido quando adotamos um calibre (ou gaugeEI)
particularﬂ O problema da unicidade da métrica pode
ser resolvida de forma analoga, basta simplesmente que
adotemos um sistema de coordenadas especifico, que
serd o nosso gauge. E a escolha desse sistema (que pode
ser expressa por quatro condi¢des), em adigdo as seis
equagoes independentes que ja possuimos devido a ,
que nos permite determinar a métrica univocamente.
Voltaremos a esse assunto nas préximas se¢oes, quando
se fara necessario adotarmos um gauge.

2AM = (¢, A), onde ¢ é o potencial escalar e A o potencial vetor.
3Do original em inglés.
4Como, por exemplo, OuA* = 0 que é o chamado gauge de Lorentz.
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3. Teoria da perturbacao

Obteremos a seguir a equagdo de Einstein no regime
linear. Primeiramente, usaremos o método perturbativo
que consiste, neste caso, em escrevermos a métrica g,
como a de Minkowski mais uma pequena perturbacgao;
substituir essa métrica perturbada na equacao de Einstein
e entdo lineariza-la, de modo a obter a perturbagao em
funcdo de algum pardmetro ou classe de pardmetros.
Dentro do regime linear, discutiremos ainda o problema
da invariancia de gauge.

3.1. A equacao de Einstein no regime linear

A teoria linearizada da gravitagdo é baseada no pres-
suposto de que em regides do espago-tempo distantes
de qualquer fonte gravitacional, o campo é fraco e a
métrica se desvia apenas levemente da de Minkowski
(M = (—1,1,1,1), com os demais elementos fora da
diagonal nulos) [14]. O que torna essa suposi¢do valida,
é o fato de encontrarmos frequentemente na natureza
situagoes nas quais a distribuicdo de matéria é cercada
pelo vacuo e os corpos mais préximos estao muito afas-
tados; de forma que o campo gravitacional pode ser tido
como fraco pelo menos em uma regido intermediaria
onde a métrica é a minkowskiana mais uma pequena
perturbacdo. Tal regido é conhecida como zona de campo
distante (ou far field) e em geral o estudo das solugdes on-
dulatérias das equagdes de campo sao restritos as solugoes
que exibem tal regiao.

Matematicamente, a aproximag¢do mencionada acima é
descrita como uma perturbagao linear de primeira ordem
na métrica de Minkowsk na forma

Guv = Npv + h,uua (7)
onde |hy,| << 1. A inversa da métrica fica dada por
guu — n/tu — hHv. (8)

Pode-se interpretar a versao linearizada da RG (onde
todos os efeitos sdo determinados em primeira ordem
de hy,), como uma teoria que descreve a propagagao da
perturbacdo ao longo de um espago-tempo minkowski-

anﬂ Nesse regime, as equagoes , e sao escritas,
respectivamente, como

1
Fﬁu = §gp)\(augu/\ + 8ugu/\ - 8Aguu)

1
= 51" Ouhyis + Ouhuy = Oshy),— (9)

5Esse fato também nos permitira usar Nuv € Y para levantar e
descer indices, respectivamente.

SEstamos considerando pequenas perturbacdes apenas sobre o
espago-tempo de Minkowski e isso ndo precisa ser sempre assim. Po-
derfamos, por exemplo, considerar essas mesmas perturbacées sobre
um outro espaco-tempo qualquer de métrica gLOJ e, para esses casos,

escreveriamos nossa métrica perturbada como g,, = g;(t(z,) +hpy. Ob-

tendo assim uma teoria que descreve a propagacgao da perturbagao

o 0 .
ao longo de um espaco-tempo de métrica gf“) Essa abordagem é
necessaria, por exemplo, na cosmologia.
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o tensor de Ricci]

R, = g'upRul/po

1
= inl‘p(ﬁp&,hw + 0,0,hyp — 050y hyp — 0,0, M)

1
= 5(@8,,]1“0 + 0,0,h",, — 0,0,h — 0,0"hy),
que como esperado é um tensor simétrico. Fazendo uma

contragao no tensor de Ricci, obtemos o escalar de cur-
vatura

R=g""R,,
= %Wlty(agauhau + 0,0,h°%, — 0,0,h — Oh,,,)
= 0,0,h"" — h, (10)

e, dessa forma, a equacdo de campo linearizada é escrita

050,17, + 050,17, — 0,0,k — Ohy,

N OpOrhP* + 1, 0h = 167GT,,, (11)
onde T}, ¢ o tensor momento-energia calculado na or-
dem zero em h,,, tal que sua magnitude ¢ da mesma
ordem da pertubacéo e satisfaz a lei de conservagao or-
dindria 0, T"" = 0. Esta é uma suposigao razoavel, uma
vez que a quantidade de energia e momento devem ser
pequenas no limite de campos fracos [9]. Notemos que
aqui, e no restante do trabalho, estamos assumindo ¢ =1
por simplicidade. Uma vez de posse das equacdes de
campo linearizadas, devemos agora lidar com a questao
da invariancia de gauge.

3.2. Invariidncia de gauge

Como explicitado anteriormente, o problema da invaridncia
de gauge aparece porque a procura por uma métrica

9uv = Nuv + by ndo especifica completamente o sistema

de coordenadas no espaco-tempo; podemos ter outros

sistemas de coordenadas em que a métrica continue a

ser escrita como a de Minkowski acrescida de uma pe-

quena perturbacao, mas a perturbacao serd diferente.

Assim, a decomposigdo da métrica como feita em @ nao

¢é univoca.

Nao devemos esperar, portanto, que as equacgoes de
campo nos deem uma tinica solugao, pois qualquer solugao
obtida dessas equagoes sempre pode gerar outras através
de uma transformacao de coordenadas (tal caracteristica
é assegurada pelo principio da covaridncia geral). Precisa-
mos entao especificar de maneira univoca a perturbagao
hyw. Segundo [13], a transformacdo de coordenadas mais
geral que preserva o limite de campo fraco é da forma

at — 2t =t + (), (12)

“Onde h = n*Y hyw.
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onde 9&¥ /Ox¥ é, no maximo, da mesma ordem de mag-
nitude que A, .

Partindo-se da lei de transformacao tensorial para a
métrica dada por

ox'* Ox'v

I _
oxP 0x° g

7, (13)

pode-se mostrar que a perturbagédo h,, transforma-se,
segundo (|12)), na forma

h:“, = h;w - 8/,L§l/ - aug,uv
onde &, = n,E". A equacdo é a chamada trans-
formacao de gauge para a teoria linearizada, e a in-
varidncia da teoria perante estas transformagoes é a cha-
mada invaridncia de gauge. Pode-se provar, por inspecao
direta, que a transformacao deixa o tensor de curva-
tura linearizado invariante. Isto é de suma importancia,
uma vez que a fisica do problema esté principalmente
no tensor de curvatura (ou de Riemann) R, ,,. Conse-
quentemente, a equacao de campo dada por também
¢ invariante sobre a mesma transformacad®l Assim, fi-
xando as quatro fungoes representadas por £+, estaremos
especificando univocamente a perturbagio.

(14)

4. Radiagao gravitacional

Nesta secao discutiremos a geragao de ondas gravitacio-
nais e a natureza quadrupolar da radiagao gravitacional.
Por fim, aplicaremos a teoria aqui desenvolvida aos dados
observacionais da binaria de Hulse e Taylor.

4.1. Producgao de ondas gravitacionais

Conforme mencionamos acima, a equacao de Einstein
linearizada (11]) é invariante de gauge e sua forma parece
proibitiva para qualquer tentativa de soluciona-la. En-
tretanto, a liberdade de gauge nos permite escolher um
sistema de coordenada que possa simplificar bastante a
forma da equacgao. Uma das escolhas mais comuns é o
chamado sistema de coordenada harménico (ou simples-
mente gauge harmonico), definido por

g"'T), =0, (15)
cuja forma linearizada é dada por
o+ 1
hyw = 58,,/1. (16)

Tal escolha particular de gauge é sempre possivel pois
mesmo que a perturbacao original h,, ndo a obedeca,

8Essa invaridncia a qual nos referimos é semelhante a invaridncia de
gauge do eletromagnetismo. Na teoria eletromagnética, a fisica estd
contida nos campos eletromagnéticos, que sdo geralmente escritos
em termos do quadripotencial A#. O problema reside no fato de
o quadripotencial ndo ser univoco (diferentes quadripotenciais
podem gerar os mesmos campos). Tal problema é resolvido fixando
o quadripotencial através de uma transformacédo, geralmente A, —
Ap + Ou.
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podemos usar (|14)) e obter uma nova perturbagao h;“,

que satisfaz a condigdo . De fato, basta realizar uma

transformagcao de coordenada que seja solugao de
1

0, = 0"y, — §8yh. (17)

Assim, no gauge de harménico, a equacéo de Einstein

assume a forma

(18)

1
O (h,“, — 277,“,h> = —167G1T},.

A equacao anterior indica que seja conveniente intro-
duzirmos a perturbacdo de traco reverscﬂ definida por

— 1
huu = huu - 577;11/}% (19)
sendo esse nome é justificado pelo fato de que h = —h.

Para tal perturbagao, a condi¢gdo de gauge harmonico
implica em 8“5,“, =0.

Devido a enorme semelhanca com o gauge de Lorentz
(0uA* = 0) do eletromagnetismo, a condi¢do acima
(0"h,,, = 0) recebe 0 mesmo nomq'®, Assim, no gauge
de Lorentz, a equacao de Einstein assume a forma sim-
plificada

Ohyy = —167GT),,, (20)
sendo portanto uma equacao de onda para cada uma das
componentes da perturbacao.

Dada uma fonte T),,, nosso objetivo ¢ encontrar a
solucao geral para a equagao e trabalhar as proprie-
dades da radiagdo emitida por um sistema em diferentes
tipos de movimento. Matematicamente, isso é semelhante
ao problema de encontrar a solucao para as equacoes de
Maxwell na presenca de fontes, onde tinhamos de resol-
ver JAH* = —4mJ# para determinar o quadripotencial. A
solucao da equagao é obtida a partir do método da
funcao de Green, cuja a solugao é

_ 1
h#,,(t,x) = 4G/ mTﬂu(t - |X - y|7Y)d3y7 (21)

onde t = 2°. A quantidade t, =t — |x — y| é chamada de
tempo retardado e sua ocorréncia no argumento de (21
implica que a perturbacdo gravitacional se propague com
velocidade unitaria, que assumimos ser precisamente a
velocidade da luz no vacuo.

A solucao pode ser interpretada da seguinte ma-
neira: a perturbagdo no campo gravitacional em (t,x) é
a soma das influéncias da energia e momento da fonte
no ponto (t,,x —y) no cone de luz passado. Percebe-
mos que enquanto a gravitacao newtoniana possui uma
din&mica trivial (isto é, todas as interagoes acorrem de

9Podemos reconstruir a perturbacio original a partir de EH,,. Assim,
nenhuma informacao é perdida ao fazermos essa mudanca.

10Vale ressaltar que a perturbagio original nio é transversa nesse
gauge pois O, h*" = %&,h.
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forma instantdnea), a gravitacao einsteiniana é ndo tri-
vial, ou seja, a perturbacao gerada na fonte deve levar um
certo tempo até chegar a outro ponto do espago-tempo.
Vale ressaltar que existe ainda uma outra solucdo para a
equagao que esta relacionada com o tempo avangado
t, =t + |x — yl|, no entanto a descartamos, pois viola
causalidade.

4.2. A natureza quadrupolar da radiacao
gravitacional

Nosso préximo passo serd extrair informagoes acerca
da radiagdo gravitacional emitida por uma fonte T}, .
Antes de prosseguir, serd conveniente eliminarmos a de-
pendéncia de T),, no tempo retardado, o que pode ser
conseguido através de uma transformada de Fourier na
variavel tempo [9,[12]. Se T}, (w,y) e Ay (w,X) sdo, res-
pectivamente, as transformadas de Fourier de T}, (t,y) e

huw(t,x), entao

1 R
i3 = —= / dt T (1, %)

_ AG /dt eiwt/d3yTMV(t_ x-yly)
Var
4G eyl

lx —yl
dtr eiwtr /d3y4 T,ul/(tTaY)

Ix -yl

" Vor

eiw|x—y\ _
= 4G/d3y7TW(w,y).
x—vl
Na equagao acima, a primeira linha representa simples-
mente a definicdo da transformada de Fourier no tempo,
na segunda linha nés inserimos a solugao , na ter-
ceira linha usamos a definicdo do tempo retardado ¢, =
t — |x — y| e o fato de dt,, = dt para implementar uma
mudanca na varidvel de integracao de t para t.,., e final-
mente, na quarta linha usamos novamente a definicao da
transformada de Fourier.

Vamos agora nos restringir a situagao na qual a fonte
encontra-se isolada, muito distante e é composta apenas
por matéria nao relativistalﬂ Tais aproximacoes sao
adequadas e suficientes para o estudo da radiacao emitida
por um sistema bindrio em orbita circular que trataremos
a seguir.

Pondo a origem do sistema de coordenadas perto da
fonte, a aproximacao adotada nos permite trocar na
equacio |x — y| por r = |x|, 0 que faz com que o
termo e“*=¥| /|x — y| possa ser reescrito como e“" /r. A
aproximagao de baixas velocidades (quando comparadas
a velocidade da luz) nos permite assumir que r é prati-
camente constante, pois demora muito tempo até que a
distancia entre a fonte e o observador tenha alguma dife-
renga significativa. Com tudo isso, podemos reescrever

como

hyw(w,x) = 4G

(22)

wr

/d3y Ty (w,y).

11 Matéria cuja a velocidade tipica é muito menor que a da luz.

- (23)
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Felizmente, precisaremos calcular apenas as componen-
tes espaciais de Ew(w, X), e as razdes para isso sdo duas:
uma de carater fisico e outra matematico. A motivagao
de caréter fisico reside no fato de que a lei de conservagao
0,T*" = 0 implica que todas as integrais sobre T% sdo
conservadas e independentes do tempﬂ Dito de outra
maneira, a transformada de Fourier de T° com respeito
a varidvel tempo conterd apenas termos estaticos (w = 0).
Isso nos mostra que a parte dependente do tempo da
métrica, que é o que caracteriza a radiacdo, esta contida
nas componentes espaciais da perturbagao [12].

A razao de ordem matematica estd associada com
o gauge adotado 8NEW = 0 (que implica 9, T* = 0
por causa de (20). Esta por sua vez, estabelece uma
relacdo entre as componentes da perturbacao no espaco
de Fourier, dada por:

. ~0v
—iwh

(@,%) + 07" (w, %) = 0. (24)

~0j
Tal equagao nos mostra que h  pode ser determinado a
partir de A . Além disso, juntando o conhecimento de que

EOZ = Elo com a equacio , é possivel determinar EOO.
Portanto, precisamos calcular apenas as componentes
espaciais da perturbagao, pois todas as outras podem ser
obtidas a partir delas.

Dadas as devidas motivagoes, passamos entao a resolver
apenas para as componentes espaciais. Comegamos
por efetuar uma integragao por partes

/dgy T (w,y) = /d3y O (y'T™)
—/dgy Y (3kfkj) . (25)

onde o primeiro termo do lado direito da igualdade é uma
integral de superficie que ird desaparecer pelo fato de
a fonte se encontrar isolada; enquanto o segundo termo
pode ser relacionado com 7%, uma vez que a lei de
conservacao 0, T"" = 0, quando escrita no espago de
Fourier, impoe que

0T = iwTO". (26)
Assim,
/d3y T (w,y) = *iw/dgy y' T

_712 3 0] 3706
= 2/dy(yT +yT)

iw S . ~
=5 | @y [y’ T%) —y'y? (0T)]
2
w . S
— f7/d3y ylyI T, (27)
12Explicitamente: % de.Z’TOV = fd3ac00T0" = - de:vaiT“’ =

— fdsiT“’ = 0, pois as fontes sdo localizadas.
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A segunda linha é justificada por conta da simetria dos
indices ¢ e j, enquanto as duas ultimas foram novamente
aplicacoes da integracdo por partes e a equagao . E
convencional na literatura [9,12}[13], definir o chamado
tensor momento de quadrupolo da distribuicao de matéria,
como sendo

I'(t) = /d?’y y'y T(t,y), (28)

que juntamente com ([27]) nos permite escrever a equacao
(23) na forma

iwr

=~ e ~
hij (w, X) = —2Gw2 Iij (OJ) (29)

Retornando para a dependéncia temporal, a equacao
anterior é reescrita como

- 2G d?
hij(tax) = TEIz‘j(tr)v (30)

que é a chamada formula de quadrupolo onde t, =1t — 7.

Esse resultado nos revela que a radiagdo gravitacional
emitida por uma fonte, nas condigdes descritas, é propor-
cional & derivada temporal de segunda ordem do tensor
momento de quadrupolo da distribuicado de matéria. Po-
demos observar que isso contrasta com a radiacdo eletro-
magnética, em que a maior contribuicdo é proporcional
a derivada temporal de segunda ordem do momento de
dipolo da distribuicdo de cargas, e o motivo disso é facil
de entendermos.

O momento de dipolo no eletromagnetismo é definido
usando-se a distribui¢ao de cargas, e para um sistema
feito de cargas com diferentes taxas q/m, ele pode mudar.
No caso gravitacional, o momento de dipolo d de um
sistema de massas é dado por:

d=MRcum, (31)

onde M é a massa total do sistema e Rops € o vetor que
localiza o centro de massa. No caso de distribuigoes isola-
das, temos que o centro de massa se move com velocidade
constante e, portanto, Rc m = 0. Concluimos, entdo, que
nao podemos ter radiacao gravitacional proveniente do
momento de dipolo [12]. Assim, na decomposi¢do mul-
tipolar, o termo de ordem mais baixa para a radiagao
gravitacional é o momento de quadrupolo. Vale ressaltar
também que o momento de quadrupolo é geralmente
menor que o de dipolo, e é por essa razao, bem como o
fraco acoplamento de matéria a gravidade, que implica
que a radiagdo gravitacional é tipicamente muito menor
do que a eletromagnética [9).

4.3. A energia transportada por ondas
gravitacionais

Vamos agora a uma das questoes mais delicadas da te-
oria: a energia transportada por ondas gravitacionais.
Assunto por sinal muito importante, pois nas teorias de
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campo tratadas por intermédio da RG, temos que o fator
decretério para a existéncia de ondas nao é apenas que
os campos sejam dependentes do tempo; mas que, além
disso, haja transporte de energia e momento sem haver
transporte de matéria. No entanto, essa é uma questao
muito dificil de se lidar [15,/16].

As complexidades desse assunto ndo sao apenas de
origem técnica, mas também conceituais, uma vez que
o proéprio principio da equivaléncia - pilar basico da
RG - nao nos permite definir a energia associada a um
campo gravitacionaﬂ Neste trabalho, nao discutiremos
o mecanismo pelo qual calcula-se a energia transportada
por ondas gravitacionais. Apenas usaremos a relacéo, ja
existente na literatura [91/12], de que a poténcia irradiada
(Lew) por sistemas fisicos devido a emissdo de ondas
gravitacionais é dada por

dEew G [&PLLT 1}
Lew=——"=——( —2-—1IT 32
oW dt s\ a ae ) Y

onde IET é a versao transversal e de trago nulo do mo-
mento de quadrupolo calculado, como antes, no tempo
retardado. A férmula acima representa a média temporal
da taxa de energia que é trocada, e fontes irradiantes
estdo perdendo energia, por isso o sinal negativo na igual-
dade.

4.4. Ondas gravitacionais emitidas por um
sistema binario em érbita circular

Como aplicacao dos resultados obtidos até agora, usare-
mos a féormula para calcular a energia emitida, via
radiagao gravitacional, por um sistema bem simples: dois
corpos de massas mi e mo efetuando Orbitas circulares
em torno de um centro de massa em comum. Tal situagao
¢ descrita na figura

Faremos uma anédlise dessa situacao através da mecanica
newtoniana, valida em baixas ordens. Neste caso, os
parametros orbitais sdo completamente determinados
pela massa reduzida p e pela distancia [y entre os dois
corpos envolvidos. Baseando-se na figura acima para a
nossa analise, onde adotamos a origem do sistema de
coordenadas coincidindo com o centro de massa do sis-
tema, podemos escrever, em termos da massa reduzida
= mimo/M e a separacgdo orbital ly = r; + ro, que as
distancias r1 e ro valem respectivamente

mal

r o= ]\240, (33)
myl

To = ]\140, (34)

onde M = my + mq é a massa total do sistema.

13Na RG a defini¢do de energia (componente 00 do tensor momento-
energia) depende do observador. Uma forma simples de ver isto
é a seguinte: ndo sabemos dizer se a gravidade sentida é devido
ao referencial estd acelerado ou por existir realmente um campo
gravitacional.
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Figura 1: Dois corpos de massas mi e ma efetuando 6rbitas
circulares em torno de um centro de massa em comum.

A frequéncia orbital Q é obtida igualando-se a forca
gravitacional newtoniana, a resultante centripeta. Para
cada uma das massas teremos

m1ma o malo
G—— =m1Q 35
P VA (35)
m1ma omily
G—5— =m*——
l(Q) ma M (36)
o que implica que para ambas as massas
GM
g
e, portanto, as equacdes de movimento serao
mal mal
x = ;40 cos({i) , oy = ]\240 sen(Qt),  (38)
l l
X9 = _mz\140 cos() , yo = _mj\140 sen(Qt).  (39)

De posse dessas equagdes estamos aptos a computar o
tensor momento de quadrupolo, definido por (28)). Para
este caso temos

2
T% =3 " mnd(z — 2)0(y — yn)d(2), (40)
n=1
0 que resulta em

I, =my /x25(a: —x1)0(y — y1)d(z)dadydz
+ mgy /m25(x — x2)0(y — y2)d(z)dadydz
= mle + mgxg
= plcos®(0t)
_ :uZQ 1% 2
=5 geos(2Q) + §l0. (41)
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Aplicando-se o mesmo procedimento para as outras com-
ponentes, encontramos que todas sao nulas, exceto

I, = —%l%cos(QQt) - glg, (42)
Ly = %l%sen(ZQt). (43)

No entanto, note que precisaremos apenas da parte
temporal dessas componentes e, portanto, as contas serao
efetuadas tomando-se

Lw = —1I,, = gzgcos(mt), (44)

Iy = %l%sen(QQt). (45)

Antes de prosseguirmos é interessante notar que a
frequéncia das ondas gravitacionais emitidas é o dobro
da frequéncia orbital. Em uma forma matricial o tensor
momento de quadrupolo é escrito como

cos(2Qt)  sen(2Qt) 0
I;; = §l8 sen(2Qt) —cos(22) 0 |,
0 0 0

ou de forma mais reduzida

I; = glgAij, (46)

onde A;; sao os elementos da matriz apresentada acima.

Substituindo esse resultado em 7 encontramos que a

magnitude da radiagio gravitacional emitida pelo sistema

binario é dada por

_dEegw 32 G2 M3

At 5 A

onde reinserimos a constante ¢ no resultado acima.
A ordem de magnitude da amplitude dessas ondas

pode ser calculada substituindo-se (46)) na férmula do

quadrupolo, o que resulta em

_ApM G?

o rlpct

Lew (47)

ho (48)

4.5. A binaria de Hulse e Taylor

Em 1974, no Observatério de Arecibo, dois astronomos
Russell Hulse e Joseph Taylor fizeram uma importante
descoberta: uma estrela bindria formada por um pulsar
e outra estrela de néutrons que orbitam um baricentro
comum. Tal sistema foi designado por PSR 1913 + 16,
e foi o primeiro a possibilitar uma detec¢ao indireta de
ondas gravitacionais. O que faremos agora é aplicar os
resultados obtidos na subsec¢ao anterior a este sistema,
a fim de termos uma ideia dos valores envolvidos nesse
tipo de evento; por exemplo, a taxa da liberacdo de
energia devido a emissdo de ondas gravitacionais. Como
consultado em [8/17], os dados do referido evento sdo:

my ~ 1,441 M),
my ~ 1,387Me),
lo=0,19-10 m,
P = T7h 45m 7s,
r=1,5-10% m,
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onde My = 1,99 x 103%kg e Ry = 6,96 x 10%m sdo,
respectivamente, a massa e o raio do Sol. Os outros
parametros acima sao os mesmos descritos na subsecao
anterior; P o periodo e r a distancia binaria-Terra. De
posse desses dados, podemos concluir que a frequéncia
vaw das ondas emitidas nesse evento sdo da ordem de

20
vaw = — ~7,2-107° Hz, (49)
2T

além disso, usando-se (47) e (48) encontramos também

Lew ~7,0-10%W,
ho ~6,12-10723,

Os resultados acima nos permitem tirar algumas con-
clusées imediatas. Primeiro, a amplitude de tais ondas é
infima. Incrivelmente, por mais alta que seja a energia
irradiada nesse evento, nem mesmo os observatérios do
Advanced LIGO seriam capazes de detectar essas ondas.
As curvas de sensibilidade do LISA e LIGO sédo mostradas
na Figura 2] Neste gréfico, a amplitude adimensional ca-
racteristica estd em unidades “por raiz quadrada de Hz".
Aplicando os valores obtidos em e na férmula

1

de conversdo hg v/, obtemos o valor aproximado de

7,2 % 10-2'Hz 2 para o sistema binario PSR 1913 + 16
( para maiores detalhes sobre as convengoes utilizadas na
literatura para as curvas de sensibilidade de ondas gravi-
tacionais, sugerimos ao leitor consultar a referéncia [18]).
Notemos que sua localizagdo estd fora das regides de
detecgao dos aparelhos E Entretanto, outros sistemas
bindrios mais préximos da Terra poderiam ser detecta-
dos. Por exemplo, os sistemas detectados pelo LIGO,
teriam sido detectados pelo LISA, uns 10 anos antes, se
ele ja estivesse existindo (ver semindrio apresentado na
conferéncia Amaldil2 [19], recentemente).

Observamos ainda que a perda de energia devido a
emissao de ondas gravitacionais é altissima. Para se ter
uma ideia de quanta energia estamos falando, o proprio
Sol irradia uma quantidade equivalente a 4,3 - 1026 W
através de radiacio eletromagnética, mas apenas 5-10% W
via radiacdo gravitacional. E de se esperar que com a
perda de toda essa energia as componentes da binaria
acabem se aproximando, o que acarreta na diminuicao
do periodo orbital. Para finalizar o trabalho, o que fare-
mos agora é aproveitar todos os resultados obtidos até
aqui para calcular essa diminuicdo no periodo. Isso nos
possibilitara ter uma nogao de quando ira acontecer a
coalescéncia das referidas componentes.

A expressdo foi obtida a partir de (32). Isto implica
que ela deve ser considerada como uma média de muitos
comprimentos de onda ou, equivalentemente, sobre um
numero muito grande de periodos. Portanto, a fim de
que Lgw seja uma grandeza definida, devemos estar em

14Podemos criar nossa prépria curva de sensibilidade e as regides
de localizacdo dos eventos através dos aplicativos online dis-
poniveis em http://www.srl.caltech.edu/~shane/sensitivity/
MakeCurve.html e http://rhcole.com/apps/GWplotter/.
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Figura 2: Em vermelho, temos a curva de sensibilidade dos equi-
pamentos LISA (Laser Interferometer Space Antenna Project).
Em azul, a curva de sensibilidade dos equipamentos do Advanced
LIGO. Apenas eventos localizados acima de tais curvas podem
ser detectados. No entanto, como pode ser visto, PSR 1913+ 16
n3o se encontra em nenhuma dessas regides e, portanto, n3o
poderia ser detectado.

uma regido onde os paradmetros orbitais ndo mudam sig-
nificativamente durante o intervalo de tempo necesséario
para executar tal média. Esta hipétese é chamada de
aprorimacdo adiabdtica e, certamente, é aplicivel a siste-
mas tais como PSR 1913 + 16 que estao muito longe da
coalescéncid™]

No regime adiabético, o sistema tem tempo de ajustar
a Orbita para compensar a energia perdida pela emissao
de ondas gravitacionais com uma mudanga na energia
orbital, de tal maneira que:

dEorb
dt
Vejamos agora as consequéncias dessa equagao.

A energia orbital é igual & energia cinética E. de cada
uma das componentes, acrescida da energia potencial U
de ligagao (que neste caso é de origem gravitacional), isto
é

+ Low = 0. (52)

E,, =FE.+ U, (53)
onde
1 2 1 2
EC = 5777,1 (QT’l) + img (Q’I’Q)
_ 192 mim3ly | mimalo
2 M? M2
GuM
. (54
¢ G GuM
U= e TR (55)
lo lo
Substituindo e em , obtemos
GuM
Eorb = - a 3 (56)
2l

150s dados mostrados acima indicam que essa coalescéncia esté
longe de ocorrer. O que queremos é ter ideia do quao longe.
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e tomando-se a derivada temporal da expressao acima

dFEo; GuM (1dl 1dl

b B (250 - B (—52) . (57)
dt 2l lo dt lop dt
No entanto, a expressao acima pode ser escrita de uma

maneira mais sugestiva, para isso, reescreveremos dlg/d¢
em termos da derivada temporal de . De (37)), temos

1dQ 3dl
Qdr - 2dr (58)
e substituindo em , ficamos com
dE,; 2 Eqp dQ
b _ 2 Eorp did (59)

dt 3 Q dt’

Por outro lado, a frequéncia orbital €2 é relacionada com
o periodo P pela relagao 2 = 2w P, o que implica em

1dQ 1dP
—— = 60
Q dt P dt’ (60)
pondo isso na equagao , obtemos
dP 3 P dE.p
- 1
dt 2FEqp dt (61)
ou, fazendo uso de (52))
dP 3 P
= =S ILow. 62
At~ 2B W (62)

A relagdo acima nos permite calcular o quanto o
periodo da ¢rbita muda devido a emissao de ondas gra-
vitacionais. Supondo que nossa 6rbita seja circular e,
portanto, que os dados acima sdo verdadeiros, temos que

P =27907 s
Eoy ~—1,4-104 7
Lew =7,0-102 W

logo
dP
- -2 107 13s/s. (63)

No entanto, o valor de dP/dt foi obtido a partir de
medicoes. Tal valor, medido com uma precisao altissima,
foi encontrado depois de aproximadamente trés décadas
de monitoramento e vale:

% = —(2,418440,0009) - 107** s/s,  (64)
0 que implica em uma taxa de reducgao de periodo orbital
de aproximadamente 76,5 microssegundos por ano. Com
isso, o tempo de vida calculado para a espiral final é de
300 milhoes de anos [§].

Como pode ser visto, existe uma grande diferenca entre
o valor obtido teoricamente e o medido. Na verdade, tal
discrepancia ja era de ser esperada. Isto porque a orbita
real do sistema nao é circular, mas sim uma elipse de
excentricidade € ~ 0,617 [8]. Como explicado em [12], se
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refizéssemos os céalculos usando as equacoes de movimento
apropriadas para uma orbita excéntrica, obteriamos

dP
TS 107 2s/s (65)

que é incrivelmente préximo do valor medido.

Em 2004, Joseph H. Taylor e Joel M. Weisberg publi-
caram uma nova analise dos dados experimentais, con-
cluindo que a disparidade de 0,2% entre os dados e
os resultados previstos é devido a constantes galacticas
pouco conhecidas, incluindo a distancia do Sol ao centro
da galaxia, movimento préprio do pulsar e sua distancia
da Terra [8}17].

5. Conclusao

O objetivo deste trabalho foi fazer um estudo introdutoério
sobre ondas gravitacionais. Comecamos por fazer, na
secdo [2] uma breve revisao sobre a equagao de Einstein
da RG. Em seguida, na segdo [3 aplicamos o método
perturbativo nas equagoes de Einstein e em seguida as
linearizamos. Na secdo [4] estudamos a geragao de ondas
gravitacionais. Para isso, adotamos o gauge harmoénico
0 que nos permitiu reescrever a equagao de Einstein na
forma de uma equagdo de onda com termo de fonte, isto
é, considerando a presenga de matéria. Passamos entao
a discutir a natureza quadrupolar da radiacao e suas di-
ferencgas em relacao a radiacdo eletromagnética que é de
natureza dipolar. Por fim, computamos a energia emitida
via radiagdo gravitacional por sistemas binarios em érbita
circular e aplicamos nossos resultados aos dados experi-
mentais da PSR 1913 4 16 (Bindria de Hulse e Taylor).
Os dados desse pulsar binario levam a previsdo teérica de
que a poténcia irradiada nesse evento, devido exclusiva-
mente as ondas gravitacionais, é da ordem de 7-10%3 W.
Para se ter uma ideia do que significa essa quantidade de
energia, o préprio Sol irradia uma quantidade equivalente
a 4,3-10% W através de radiacdo eletromagnética, mas
apenas 5 - 10% W via radiacio gravitacional.

Outro dado de suma importancia obtido aqui foi a
diminuicao do periodo orbital dessa binaria, algo em
torno de dP/dt ~ —2,2 - 10~ !3s/s. No entanto, este re-
sultado nédo é tao préximo do valor medido dP/dt ~
—(2,4184 4 0,0009) - 10~ 12s/s (uma reducio de aproxi-
madamente 76,5 ps por ano). Tal medicdo foi resultado
de aproximadamente trés décadas de muitas observagoes
e realizada com uma precisao altissima. De fato, esse
erro ja era esperado, pois a 6rbita do sistema real nao
é circular e sim eliptica, com excentricidade ¢ ~ 0,617.
Como pode ser visto em [12], fazendo-se novamente os
calculos, mas dessa vez usando as equacoes de movimento
apropriadas para uma Orbita excéntrica, irfamos encon-
trar dP/dt ~ —2,4 - 107'2s/s, o que concorda com o
resultado experimental.
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