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Quatro abordagens para o movimento browniano

(Four approaches to the brownian motion)
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A “danga” aleatéria de pequenas particulas em suspensdo num lquido, um fenémeno conhecido como mo-
vimento browniano, foi primeiramente explicado por Einstein na sua famosa tese de doutorado. Seguindo uma
perspectiva histdrica, mostramos como este fenémeno pode ser descrito de quatro maneiras distintas, a saber:
o tratamento difusivo de Einstein, a variante estocastica ou de forca flutuante proposta por Paul Langevin, a
abordagem via equagdo de Fokker-Planck, e finalmente, as caminhadas aleatérias de Mark Kac. Discutiremos
também as limitagbes presentes na abordagem difusiva. Em particular, mostramos que a equagado parabdlica na
qual Einstein baseou sua explicagao deve ser substituida por uma equagao do tipo hiperbédlica que também surge
naturalmente no tratamento via caminhadas aleatérias. A solugdo geral dessa equagdo é obtida e comparada
com o resultado padrao. Para tempos curtos, comparados com as escalas de tempo caracteristicas do sistema, o
movimento das particulas segue um comportamento ondulatorio.

Palavras-chave: Einstein, movimento browniano, Paul Langevin, Fokker-Planck.

The random trajectory of small particles in suspension within a liquid, a phenomenon known as brownian
motion, was firstly explained by Einstein in his famous doctorate thesis. From a historical perspective, we show
how such a phenomenon can be described in four different ways, namely: the Einstein diffusive treatment, the
stochastic variant or fluctuating force proposed by Paul Langevin, the approach through the Fokker-Planck equa-
tion, and, finally, the random walks by Mark Kac. Some limitations present in the standard diffusive approach
are also discussed. In particular, we show that the parabolic equation in which Einstein based his explanation
should be replaced by a hyperbolic equation of motion which also appears naturally in the treatment of random
walks. The general solution of the generalized diffusion equation is obtained and compared to the standard re-
sult. For short times, in comparison with the characteristic time scales of the system, the motion of the particles

is described by a wave behavior.

Keywords: Einstein, brownian motion, Paul Langevin, Fokker-Planck.

1. Introducao

O movimento irregular de pequenas particulas imer-
sas numa solucao foi originalmente observado em 1828
pelo boténico inglés Robert Brown [1]. Ele notou que
as particulas em suspensao adquiriam uma espécie de
movimento errdtico que posteriormente ficaria popular-
mente conhecido pelo nome de movimento browniano
(MB).

Nas décadas seguintes, inumeras tentativas foram
realizadas para desvendar a natureza do movimento
browniano. Experimentos de laboratorio mostraram
que o movimento fica mais intenso quando se reduz
a viscosidade do meio ou o tamanho das particulas
brownianas, e também quando se eleva a temperatura
da solugao. Muitas causas possiveis foram aos pou-
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cos sendo eliminadas, tais como: atragoes ou repulsoes
entre as particulas suspensas, acoes capilares ou hi-
grométricas, bolhas temporarias de ar, correntes de
convegao no interior da solugao, gradientes de tempera-
tura ou algum tipo de perturbagao mecanica, além de
outros tipos de instabilidades no fluido.

Somente a partir de 1860 comegou a tomar forma
o ponto de vista moderno de que o “zigue-zague” das
particulas brownianas poderia ser devido as colisoes
com as moléculas do fluido. Verificou-se que suas tra-
jetdrias nao apresentavam tangentes (ou seja, as curvas
nao seriam diferencidveis), e também que o movimento
randomico aparentemente nunca cessava. No entanto, a
verdadeira causa do fené6meno permaneceu um mistério
até 1905, quando finalmente foi elucidado por Einstein
no seu artigo de 1905.
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O tratamento de Einstein para o MB é um dos tra-
balhos intelectuais mais notaveis de todos os tempos.
Sua solucao representou um grande avanco cientifico
nos campos da quimica e da fisica, tornando a teoria
atomico-molecular uma parte fundamental da estrutu-
ra da matéria. Como uma espécie de bonus extra, o
tratamento de Einstein também forneceu uma estima-
tiva do nuimero de Avogadro que foi verificada, com
grande precisao, nos experimentos efetuados por Jean
Perrin [3].

Posteriormente, um esforco consideravel foi cana-
lizado por muitos investigadores para generalizar e com-
preender o tratamento de Einstein do movimento brow-
niano. Importantes contribuicoes foram dadas por
Smoluchowski [4], Langevin [5], Fokker [6], Burger [7],
Fiirther [8], Ornstein [9], Planck [10], Kac [11] e muitos
outros.

Figura 1 - A figura acima (publicada por J. Perrin), mostra a tra-
jetéria de uma particula executando movimento browniano. O
movimento é extremamente irregular (a trajetéria praticamente
ndo apresenta tangentes), sendo mais ativo para temperaturas
mais altas ou em fluidos menos viscosos. Observando-se uma
mesma amostra por aproximadamente 20 anos concluiu-se que o
movimento nunca cessa.

Atualmente, o movimento browniano permanece na
fronteira da pesquisa como um exemplo importante
de processo estocdstico, e constitui uma ferramenta
fundamental para o estudo de sistemas fisicos de nao
equilibrio. Tais sistemas sao encontrados em diferentes
areas da fisica, desde o nivel microscopico, como verifi-
cado na difusao de particulas num solvente, até escalas
de ordem astronémica, tal como observado em sistemas
estelares [12]. Um exemplo interessante desse ultimo
tipo é representado por um buraco negro (BN) no cen-
tro de um sistema estelar denso. Teoricamente, quando
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sua massa é muito grande, o BN pode adquirir um mo-
vimento que é semelhante ao de uma particula em sus-
pensao num liquido ou num gés [13]. Em cosmologia,
movimentos brownianos com barreiras fixas ou méveis
sao também bastante empregados para estudar os pro-
cessos de formagao da estrutura de larga escala, tais
como galdxias, aglomerados de galdxias e vazios [14].
Mais recentemente, outros tipos de contribuicoes foram
obtidas na investigacao de sistemas com memoria, obje-
tivando estabelecer relagoes entre os regimes de difusao
anémala e normal [15].

Neste contexto, no presente trabalho mostraremos
como é possivel abordar o movimento browniano de
quatro maneiras distintas, a saber: o tratamento difu-
sivo de Einstein, o procedimento estocastico ou de forca
flutuante proposto por Paul Langevin, a abordagem via
equagao de Fokker-Planck, e finalmente, as caminhadas
aleatérias de Mark Kac [11]. Discutiremos também com
bastante detalhe, as limitagoes presentes na abordagem
difusiva. Em particular, mostraremos que a equacao
parabdlica na qual Einstein baseou sua explicacao deve
ser substituida por uma equacao do tipo hiperbdlica
que também surge naturalmente no tratamento via ca-
minhadas aleatorias.

2. MB e equagao de difusao: O trata-
mento de Einstein

Para estudar o comportamento irregular das particulas
em suspensao que surge devido aos movimentos mole-
culares térmicos, suporemos que cada particula executa
um movimento completamente independente das outras
particulas. Como veremos, essa hipétese é vélida so-
mente se os intervalos de tempos considerados nao sao
demasiadamente pequenos. Seguindo Einstein [2], con-
sideraremos um intervalo de tempo 7, que é pequeno em
comparacao com o tempo de observacao, porém sufi-
cientemente longo, para que os movimentos executados
por diferentes particulas no neste intervalo de tempo
possam ser considerados eventos independentes.

Suponhamos que existam N particulas em sus-
pensao no liquido. No intervalo de tempo 7, as coorde-
nadas x das particulas variam de Az = pu, onde p pode
assumir valores diferentes (positivo ou negativo) para
cada particula. Uma determinada lei de distribuicao
de probabilidades deve ser satisfeita pela varidavel pu: A
fragao de particulas que sofre um deslocamento entre x
e x + p no intervalo de tempo 7, pode ser expressa por
uma equacao da forma [2]

dN/N = ¢()dp, (1)

com a distribuigao ¢(p) satisfazendo a condigao de nor-
malizacao

+o00
/ o()dp =1, (2)

— 0o
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onde ¢(u) é uma fungao par, ¢p(u) = ¢(—p), suposta di-
ferente de zero apenas para pequenos valores de p. Con-
sidere também que 7n(z,t) é o ntimero de particulas por
unidade de comprimento, e calculemos a distribuicao
de particulas no instante ¢t + 7, a partir da distribuicao
delas no instante ¢t. Pela defini¢do da funcdo ¢(u), o
numero de particulas que no instante ¢t + 7 se encon-
tram entre x e  + u, é dado por

p=+0o0

n(e,t+ 7)de = de / 0+ pd(udu.  (3)

p==00
Como 7 é muito pequeno, podemos fazer uma expansao
temporal de 7 até segunda ordem?

ot 2 Ot?
e como 4 também é pequeno, para sermos consisten-

tes devemos desenvolver n(x + p,t) em poténcias até
segunda ordem em

n(z,t+7) = n(z,t)+7

on(z,t)
ox 21

2 92
p” 9°n(w,t)
52 +.... (5)

n(e+p,t) = n(z, ) +p
Inserindo os resultados acima na Eq. (3) obtemos

n+ Pr+ 208 = K J7Z () dpt
+oo +oo
90 (T g (u)dp + 28 [T L g (u)dp. (6)

No lado direito dessa equacgao, o segundo termo é iden-
ticamente nulo uma vez que ¢(u) = ¢(—p). Logo, con-
siderando a Eq. (2), vemos que 7 satisfaz a seguinte
equacao diferencial

Td* On 0%
292 "ot~ Po (7)

onde definimos

A Eq. (7) representa uma espécie de difusdo gene-
ralizada. A quantidade n(x,t) é a concentracao de
particulas por unidade de comprimento em torno de x
num instante arbitrario e a constante D é o coeficiente
de difusdao. No limite

T— << — (9)

a Eq. (7) se reduz para
on d9%n
ar_pZd
ot Ox?

que é a forma padrao da equacao de difusao, na qual

Einstein baseou a sua explicagao do MB. A Eq. (7) é

(10)
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do tipo hiperbdlica e generaliza a equacao de difusao
usual que é do tipo parabdlica.® Na secdo final desse
trabalho analisaremos a solugao analitica da equagao
de difus@o generalizada. Por enquanto, prosseguiremos
com a descri¢ao einsteiniana do movimento browniano.

Como um exemplo para ilustrar esse tratamento,
vamos obter a solugao da Eq. (10) quando o processo
difusivo satisfaz a seguinte condicao inicial

n(x,t =0) = Né(x) (11)

onde N é o namero total de particulas e § denota a
funcao delta de Dirac. Como seria esperado, tal condi-
¢ao implica que

+oo +oo
/ n(z,t = 0)de = Né(x)de = N.  (12)

A solugao da Eq. (10) pode ser facilmente obtida pela
técnica das integrais de Fourier. De acordo com esse
método, a concentracao pode ser definida como

+oo
n(x,t) \/ﬂ / t)e e dk (13)

onde os coeficientes da expansao, 7 (t), sao determina-
dos pela transformada inversa

1 Foo o,
m(t) = = / N e~ * de! . (14)

Calculando as derivadas temporal e espacial de
n(z,t) e substituindo suas expressoes na equagao de di-
fusao (10), obtemos a seguinte forma integral

e 377k 2 ikx
m + DE“n)e™dk = 0. (15)

Como a equagéo acima é valida para todo instante, seu
integrando deve ser identicamente nulo, ou seja,

377k
ot

cuja solugao é da forma

+ DE*ny, = (16)

Mk (t) = mroe” PFL (17)

Com este resultado, a definigdo (13) pode ser escrita
como

1t 2
n(xz,t) = \/—2?/ nroe” PF tetk e dl. (18)

Por outro lado, considerando que

1 +oo .
n(x,O):E / nroe*® dk (19)

2Einstein obteve seus resultados fazendo a expanséo no tempo somente até primeira ordem [2]. Por razdes que serdo discutidas
adiante, consideraremos termos até segunda ordem em 7 na expansao da fungao n(z,t).
3Uma classificacio das equacdes diferenciais parciais pode ser vista na Ref. [16].
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temos para a transformada inversa

1 oo o
ko = \/ﬂ/ n(z',0)e”* da’ (20)

e da Eq. (18) podemos escrever

]. oo Foo 2 : ’
n(z,t) = o n(x/,O)dx// e DR teik(@=a) gp. —
T J -0 —00
1 +o0 +o0 5
o n(x’,O)dx’/ e PRt %
™ — 00 — 00
(cos[k(z — )] + isin[k(z — 2")]) dk. (21)

Note que a segunda parcela na expressao acima é
igual a zero, pois se trata do produto de uma funcao
par por uma funcao impar, com a equacao se reduzindo
para

1 tee / /

“+o0
/ e~ PFt coslk(x — 2')]dk. (22)

— 00

A integracdo deste resultado é mais facilmente obti-
da considerando as seguintes mudancas de variaveis:
k=y, n=212—2ea= Dt com a expressao (22)
tomando a seguinte forma

1 +oo _ 22
n(z,t) = \/ﬁ/ n(a’,0)e” 7 dy. (23)

Finalmente, observando que a condigao (11), im-
plica que as particulas estao inicialmente localizadas
na origem, ou seja, n(z’,0) = Nd(z'), a concentragao
pode ser escrita como

N 22
n(.T,t) = \/ﬁe_ﬁ. (24)

O resultado acima nos mostra que as particulas se
comportam como num processo gaussiano difusivo. A
funcdo n(z,t) inicialmente representa uma delta cen-
trada em torno da origem x = 0. No entanto, a medida
que o tempo passa a distribuicao evolui como uma gaus-
siana de largura varidvel (ver Fig. 2).

Tendo calculado a funcao n(x,t), é interessante de-
terminar a distribuicao de probabilidade de que uma
particula da amostra ocupe a posicao entre x e x + L,
quando em ¢ = 0, iniciou seu movimento da posigao xg
com velocidade inicial vg. O conhecimento de tal funcao
é de fundamental importancia para se calcular quan-
tidades de interesse fisico, tais como o deslocamento
quadratico médio e a variancia. A distribuicao de pro-
babilidade pode ser obtida dividindo-se a concentracao
pelo ntmero total de particulas. Ou seja,
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Distribuicao de Probabilidade - n

Figura 2 - As curvas mostram a evolucao temporal da distribuicao
n(z,t) no regime difusivo unidimensional. Para tempos préximos
de zero a curva sélida representa uma funcao delta centrada em
torno da origem x = 0. Com o passar do tempo a distribuigao
evolui como uma gaussiana de largura varidvel. Como discutido
no texto, a descricao de Einstein é valida para tempos longos.

Py =00 L s (95

e
N Var Dt
Comparando essa equacao com a distribuicao de pro-
babilidades gaussiana

2
P(z) = I e e , (26)
V2ro?
vemos que < x >= 0, enquanto que para a variancia
temos o2 = 2Dt.

Este resultado significa que na teoria do movimento
browniano, as grandezas fisicamente relevantes estao di-
retamente relacionadas com os primeiros e os segundos
momentos da distribuicao, que é uma propriedade ge-
ral da fungao gaussiana [16]. Tais momentos podem ser
calculados da relagao

+o0
<" >= / " P(z,t)dz. (27)
— 00

Utilizando a fungao distribuigao (26), o valor de < z >
e 02 podem ser obtidos diretamente por calculos
algébricos considerando a expressao geral acima. O pri-

meiro momento é o deslocamento médio*

+oo T

——e
—oo V4T Dt

Seguindo a mesma prescricao, o segundo momento da
distribuicdo é o deslocamento quadratico médio®

22
<z >= “aptdy = 0. (28)

<a?>= ~foide = 2Dt,  (29)

2 / <,
—_— xe
VAr Dt Jo
que na teoria do MB é conhecida como relacao de
Einstein. O coeficiente de difusdo D na Eq. (29)

40 integrando de (28) é composto pelo produto de uma fungio par por uma fungio fmpar.

5Note que a fj'o’f P F("TH) para n par.
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deve ser uma funcao da temperatura e da geometria
das particulas. Einstein mostrou que para particulas
esféricas de raio a, o coeficiente D pode ser calculado
a partir da mobilidade b e da temperatura do meio no
qual a particula se encontra. O parametro b pode ser
obtido da fluidodindmica, mais precisamente a partir
da lei de Stokes [19]. A relagao satisfeita por D é

kT
-~ 6mya’

D =kpTh (30)
onde kp é a constante de Boltzmann, T é a tempera-
tura,  representa o coeficiente de viscosidade do meio
e b=1/6mvya. Inserindo a Eq. (30) na Eq. (29), temos
para o deslocamento quadratico médio no MB

RT

2
<z >= ——I.
3mNyva

(31)
Note que para obtermos a forma originalmente deduzi-
da por Einstein [2], utilizamos o fato de que a constante
de Boltzmann kg pode ser escrita como kg = R/N,,
onde R é a constante universal dos gases e N, é o
nimero de Avogadro.

Portanto, vemos que a particula se comporta como
um processo difusivo com < 22 > o t. Toda essa for-
mulagao unidimensional pode ser consistentemente ge-
neralizada para trés dimensoes. Neste caso, nao é dificil
demonstrar que a Eq. (31) assume a seguinte forma [19]

RT
TNgva

<712 >=6kpTht = t. (32)

E importante também mencionar que o resultado
de Einstein (31), ou equivalentemente, (32), foi um dos
primeiros exemplos de uma relagao onde uma flutuacao
quadratica média estd associada com um processo dis-
sipativo (descrito pelo coeficiente de viscosidade 7).
Além disso, como os valores das quantidades < r? >,
t, v e a sao diretamente mensuraveis, isto significa que
o numero de Avogadro pode ser estimado se tivermos
um bom cronémetro e um microscépio [20]. Seguindo
esse procedimento, Jean Perrin [3] obteve valores expe-
rimentais do desvio quadratico médio que permitiram
uma determinacao mais precisa do nimero de Avoga-
dro [20, 21]. Tais resultados também contribufram sig-
nificativamente para que a hipdtese atomico-molecular
tivesse aceitacao geral como uma descricao realista da
matéria.

Posteriormente, Einstein observou que seus resul-
tados apresentavam inconsisténcias para tempos cur-
tos comparados aos tempos caracteristicos do sistema.
Uma forma simples de perceber tais dificuldades é cal-
culando a “velocidade média” da particula usando a
Eq. (31)

dy<a?> RT 1

= . 33
dt 2 Ngya /+1/2 (33)

v
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Vemos que no limite ¢ — 0, a velocidade v — oo, sendo
esta a raiz da dificuldade. Outra maneira facil de com-
preender este problema pode ser vista na Fig. 2. Note
que, para tempos préximos de zero temos uma fungao
6 de Dirac centrada em x = 0, mostrando que inicial-
mente todas as particulas estao localizadas na origem.
Por outro lado, para intervalos de tempos tao pequenos
quanto se queira (¢t = 0+¢), a curva é uma gaussiana que
se estende a todo espaco, indicando que as particulas
se difundiram com uma velocidade infinita. Portanto,
fica claro que os resultados de Einstein sé permanecem
validos para um regime de tempo suficientemente longo
em comparacao a escala de tempo caracteristica do sis-
tema.

Para corrigir tais dificuldades, precisariamos con-
siderar o termo de derivada segunda com respeito ao
tempo na equacao de difusao (10). Em outras palavras,
é importante considerar a solugao analitica da Eq. (7),
j4 que ela incorpora naturalmente o termo 921 /9t?, su-
gerindo que para tempos curtos teremos uma descri¢ao
ondulatoéria. Discutiremos alguns detalhes dessa abor-
dagem na sec¢ao final. Por enquanto, vamos proseguir
examinando as diversas variantes da teoria do movi-
mento browniano.

3. MB e forgas flutuantes: a visao de
Langevin

Poucos anos apés o trabalho de Einstein, o fisico francés
Paul Langevin [5], posteriormente seguido por Fiirther
[8], Ornstein [9] e outros mais, iniciaram uma série
de estudos tentando uma possivel generalizagao daque-
les resultados. Tal abordagem, comumente conhecida
como tratamento de Langevin, serda examinada com de-
talhe nesta segao.

Segundo Langevin, o MB de uma particula
na auséncia de um campo de forca conservativo
pode ser entendido com base numa equagao diferen-
cial estocdstica, agora popularmente conhecida como
equagao de Langevin [5, 12, 18, 22]

) (34)
onde v denota a velocidade da particula. Nesta
equacao, a influéncia do meio sobre o movimento da
particula é decomposta em duas partes. Em primeiro
lugar, existe uma forca que varia lentamente, F' = —~ywv,
representando uma friccao dinamica sobre o movimento
da particula, onde v é o coeficiente de viscosidade do
meio. Existe também uma forga aleatéria, £(t), que
varia rapidamente em comparagao com os tempos de
observacao. Em outras palavras, £(¢) é uma forca flu-
tuante que é uma caracteristica basica de uma equacao
diferencial estocdstica. Langevin definiu as proprieda-
des dessa funcao por duas condigbes (I' é uma cons-
tante)
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< £(t) >=0, (35)

<EME() >=To(t - 1), (36)

que caracterizam o chamado ruido branco.%

Para determinar a solugdo analitica da Eq. (34),
vamos primeiramente supor uma equagao de Langevin
geral escrita na seguinte forma

dv

T+ I = (), (37

onde f(t) é uma fungao arbitraria. Definindo

ry =249, (39)

sendo ¢(t) também arbitraria e ¢(t) sua derivada, a
Eq. (37) pode ser reescrita como

d §(t)

—1 t) = >=. 39

& n(ug() = & (39)
Note que a Eq. (34) é recuperada para g(t) = et
Portanto, a equacao acima, ou equivalentemente, a
Eq. (37), pode ser reescrita na forma

d vty _ §(t)
pn In(ve’") = 2=, (40)

v

que pela mudanca de varidvel, u = ve?, se reduz a
forma elementar

du
— =¢(t)e 41
=g, (41)
com solucao
t ’
u(t) = ug +/ (et dt’. (42)
0

Retornando para a antiga varidvel v, vemos que a
solucao geral da equagao de Langevin é dada por

t
o(t) = voe "t 4 ¢ /0 c) . (43)

O valor médio e a variancia na velocidade devem
ser calculados através das propriedades da funcao &(t).
Utilizando a condigao (35) temos

< v(t) >= voe . (44)

A variancia é mais facilmente obtida calculando-se pri-
meiramente a diferenga v— < v >, de onde obtemos

t
v <> e / et )t (45)
0
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ou ainda
(v—<v>)?=
e § o UGt dt. (46)

Tomando a média, utilizando a condigao (36) e efetu-
ando a integracao, obtemos facilmente

(Av)? = (1 -

—2vt 4
(1= e, )

onde (Av)? =< v? > — < v >2 é a varidncia. Para
calcular a constante I', observemos que o regime esta-
cionario é obtido para tempos longos em comparacao
com os tempos de flutuacao da fungao £(t), indicando
que < v > se anula na Eq. (44), e da Eq. (47) temos
que

<?>— o (48)

2y

Por outro lado, o teorema da equiparticao garante que a
energia cinética média de uma particula em movimento
corresponde a %k BT para cada grau de liberdade, mais
precisamente

1 1
3m < v? >= kBT, (49)

onde kg ¢é a constante de Boltzmann. Combinando as
duas ultimas expressoes, obtemos a relagao exata entre
I" e a temperatura do meio externo
==

r (50)

Uma vez determinada a variancia da velocidade é conve-
niente calcular o deslocamento quadratico médio, ja que
este é uma grandeza, experimentalmente mensuravel
(mais detalhes nessa abordagem pode ser vista em na
Ref. [22])

¢
x =z —|—/ o(t")dt', (51)
0

onde x( é a posicao da particula em ¢t = 0. Substituindo
na integral acima o valor de v(t) dado pela expressao
(43), segue que

t
I'(t) = X9+ 1)0/ 6_71& dtl +
0
t ’ tl "
/ et / (et dt’ dt”
0 0
1 —t
= zp+tvo—(l—e ")+

8
1 [t "
- / (1 — e Nat".  (52)
7 Jo
Desta equagao obtemos o deslocamento médio

1
<z >=x0+v9—(1—e ), (53)
Y

60 ruido é branco (“white noise”) se o espectro de poténcia S(w) da fungdo correlagio < £(¢)£(0) > é independente da frequéncia,
sendo S(w) = [ et < £(t)£(0) > dt. No tratamento de Langevin, < £(t)£(0) >=I'6(t), temos S(w) =T.
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sendo o deslocamento quadratico médio obtido calcu-
lando-se primeiramente a diferenca

T— < T >=— /f”

de onde obtemos

AW=)qe o (54)

(r— <z >)?

_ 1 fo fO t”

(1—e —f>)(1 - eW”—t))dt dt”. (55)

Na expressao acima, tomando a média, usando a
condigao (36) e efetuando as integrais obtemos facil-
mente

(Az)? = %{t 2oty 2i

— 727,
=2 ~(1- ) (50)

Observe que no limite de tempos longos o termo domi-
nante é o primeiro, mais precisamente

r kT
(Az)? = St =2-""t, (57)
72 my
ou equivalentemente,
(Ax)? = 2Dt, (58)

que é a relacao de Einstein (ver Eq. (29)). Vemos por-
tanto, que no regime de tempos longos a abordagem de
Langevin é equivalente a descricao de Einstein. Neste li-
mite também pode ser mostrado [22] que a distribuigao
de probabilidades relativa a varidvel v obedece a uma
distribuigao maxweliana de velocidades

PO =\ ompT exp{=gr 7t (59)

4. A equagao de Fokker-Planck

Como vimos na secao 3, a equagao de Langevin na
forma (34) descreve o movimento de uma particula de
massa m imersa num fluido com coeficiente de visco-
sidade . Este mesmo sistema pode ser descrito por
uma equacgao de movimento que governa a evolucao
temporal de uma distribuicao de probabilidade. Tal
equagao é comumente conhecida como equacao de
Fokker-Planck e constitui o objeto de investigagao desta
secao. A equacao de Fokker-Planck é um tipo especial
de equacao mestra [17, 22], freqiientemente usada como
uma boa aproximacao para descrever processos marko-
vianos mais gerais.

Considere uma equagao do tipo Langevin da se-
guinte forma

dx
= I+ &), (60)

onde a variavel = denota uma coordenada generalizada
que, em principio, pode ser a posicao ou velocidade.
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Para esta varidvel independente, a equacao de Fokker-
Planck dependente do tempo é comumente escrita como
[17, 22]

on(x,t) 0 I 9%n(x,t)

5t = g @@ O+ 5 —5 5,

onde f(x) relaciona a natureza da for¢a atuando na
Eq. (60) e n(z,t) representa a distribuicdo de proba-
bilidade de encontrar a particula no intervalo entre x
e r + p. A equagao acima também pode ser reescrita

como
on(x,t)  0S(z,t)
ot ox
que representa uma equagao de continuidade para a
densidade de probabilidade n(x,t), na qual a quanti-
dade S(xz,t) deve ser interpretada como uma corrente
de probabilidade definida por

(61)

=0, (62)

I on(z,t)
2 Oxr

A integragdo da Eq. (62) com x assumindo valores no
intervalo [a, b] nos fornece

S(x,t) = fle)n(z,t) — (63)

b
€ COImo

/bn(x,t)dac —1 (65)

segue que

S(a,t) = S(b,1). (66)

nos mostrando que a conservagao da probabilidade total
é, uma conseqiiéncia direta das condig¢oes de contorno.
Vamos determinar a solugao da equagao de Fokker-
Planck na forma (62) para o caso estaciondrio, conside-
rando que os valores extremos S(x = a,t) e S(xz = b, t)
sao nulos. Nestas condigoes, segue da Eq. (63) que

I'on(x
Fame) — 21 g, (67)
cuja solugao é
() = Aes 1@, (63)

onde a constante A é fixada pela condigao de norma-
lizagdo de n(z). Para o caso de uma for¢a viscosa,
f = —v e a constante I dada pela Eq. (50), a solugao
acima assume a seguinte forma

m 1/2 mU2
10 =[] e[| 0

que ¢é a distribuicao maxwelliana de velocidades.

A solucao nao estacionaria é obtida diretamente da
Eq. (61). Utilizando a mesma forga viscosa do exemplo
acima, tal equagao pode ser representada como

vkpT 9*n(v,t)

M) 0 e 1]+ gz

ot ov m

(70)
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com solugao dada por [17, 22, 25]

m 1/2
SrkpT(l—e-20)|
m(v — voe )2
2]{;BT(1 — E_Z'Yt) '

o) = |

exp {— (71)
Comparando a expressao acima com a distribuigao
gaussiana (veja Eq. (26)), vemos que os valores da
média < v > e da variancia (Av)? sdo respectivamente

<v>=uvge 7, (72)

kT
Av)? = “BZ
(U) m

(1—e 21, (73)
que sao os mesmos valores obtidos no tratamento de
Langevin (cf. Egs. (44) e (47). Como seria esperado,
vemos também de (71) que para tempos suficientemente
longos o sistema relaxa para o estado de equilibrio, pois
a distribuicao de probabilidades se reduz a distribuicao
de velocidades maxwelliana.

5. Caminhadas aleatdrias: o tratamen-
to de M. Kac

O problema do caminhante aleatério, é dotado de um
carater bastante universal em fisica. No magnetismo,
por exemplo, um dtomo de spin 1/2 tem um momento
magnético v e de acordo com a mecanica quantica, o
spin pode estd “up” ou “down”, com respeito a uma
dada diregdo. Se essas possibilidades sdo igualmente
provéaveis, entao qual o momento magnético médio
< v > para uma amostra contendo N atomos? Um ou-
tro problema bastante familiar, corresponde a difusao
de particulas num meio intermolecular. Suponha que
uma particula percorre uma distancia média [ entre
duas colisoes sucessivas com as moléculas do meio. Qual
sera a distancia percorrida apés N colisoes?

A solugao para o problema da caminhada aleatéria,
na sua forma mais geral, é facilmente entendido
considerando-se a versao mais simples do problema em
uma dimensao, tal como originalmente investigado por
M. Kac [11]. Suponha que um caminhante aleatdrio
partindo da origem e se deslocando em linha reta, rea-
liza ny passos de comprimento fixo [ para a direita com
probabilidade p e ny passos para a esquerda com pro-
babilidade ¢ = 1 — p, de modo que p+ ¢ = 1. Além do
mais, estamos considerando que os passos sao eventos
mutuamente independentes. O problema é determinar
qual a probabilidade Py (m) de encontrar o caminhante
na posicao r = ml, onde —N < m < N, depois de ter
dado N passos. O nimero total de passos é

N = ni + no, (74)

sendo m a grandeza que parametriza a distancia liquida
percorrida, isto é,

m=ni — Na, (75)

Silva e Lima

e como cada passo tem comprimento [, a distancia que
o caminhante percorre a partir da origem é dada por

z = (ny —n2)l = ml. (76)

Considerando que os passos sao estatisticamente inde-
pendentes, de probabilidades p e ¢, a probabilidade de
realizar nq passos para a direita e no passos para a es-
querda ¢é independente da seqiiéncia de passos e pode
ser escrita como [26]

D.p.P....p X q.q.q.....q = p"q">. (77)
Existem vérias maneiras de arranjar os IN passos de
forma que n; seja o numero de passos para a direita e
ng seja o numero de passos para a esquerda. Na ver-
dade, descobrir o nimero de maneiras de arranjar os
N1 € No passos, é descobrir de quantas maneiras distin-
tas podem ser arranjados nj + ne objetos, sendo que
a permutagao de qualquer um dos objetos (n; + ng) é
irrelevante. Tal fato significa que o nimero de possibi-
lidades distintas é exatamente [16]

N!
—, (78)
TL1!TL2!

e que a probabilidade total, Py (n), de realizar n; pas-
sos para a direita e ng para a esquerda num total de N
passos, em qualquer ordem, é dada pelo produto

al Mg,

PN(nl) - nl‘(N — nl).

(79)

pois todas as seqiiéncias sao independentes. Como ve-
mos, o valor de Py(n;) é uma distribuicdo binomial.

Lembrando que a expansao binomial de (p+ ¢)", onde
p e q sao dois nimeros quaisquer, é dada por
N
N!
N __ ny  N—nj
r+q)” = — P ; 80
( ) nlzzo ’I’le(N—’l’Ll)! ( )

segue que a distribuigdo Py (n;) é normalizada, ou seja,

N N _
D=0 Pn(n1) =320 o #im)!pqu "=

P+ =1 (81)

Vamos determinar a probabilidade Py(m) do ca-
minhante se encontrar na posicado x = ml. Das
Egs. (74) e (75), temos

~_ N+m

N—m
5 .

2

ny Ng = (82)
Substituindo esses resultados na Eq. (79), pode ser vis-

to facilmente que a distribuigdo Py(m) tem a forma

N! N+m N—m
Py(m) = Ny w=my P © 4 ¢ o (83)
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ou, equivalentemente,

e D

PN(m) =

Para estabelecer uma conexao com o fenémeno de
difusdo, é necessario descrever o problema do cami-
nhante aleatério por meio de uma equacao diferencial
envolvendo varidveis continuas [11, 22, 26]. Suponha
que T seja 0 tempo necessario para realizar um passo,
entao Py(m) dado pela Eq. (84) é a probabilidade da
particula se encontrar na posicao = ml no tempo N7.
Somente uma particula que esteja em z = (m — 1)l ou
x = (m+ 1)l no tempo ¢t = (N — 1)7 poderd atingir
a posicao x = ml. No passo seguinte, a probabilidade
Py (m) obedece a seguinte relacao de recorréncia [11]

PN+1(TI’L) :pPN(m— 1)+QPN(m+1), (85)

que representa um exemplo tipico de um Processo Mar-
koviano”. Equacbes estocésticas dessa natureza, nas
quais os detalhes da dinamica de um sistema fisico sao
substituidos por leis probabilisticas, desempenham um
papel extremamente importante no estudo de sistemas
fora do equilibrio.

Conforme visto anteriormente, se N ¢é suficiente-
mente grande, a fungao discreta Py(m) pode ser subs-
tituida por uma funcao continua n(Nt,ml) = n(t,x).
Reescrevendo a relagao de recorréncia (85) para n(t, x),
temos

Pyii(m) =n((N + 1)1,ml) =
n(Nt+7ml) =n(t+ 7,x), (86)

Py(m+1)=n(Nt,(m+ 1)) =
n(NT,ml+1) =n(t,z +1), (87)

Py(m —1)=n(Nt,(m — 1)) =
n(Nt,ml —1) =n(t,x —1). (88)
Substituindo esses resultados na Eq. (85) e expandindo

ambos os lados em série de Taylor até segunda ordem,
obtemos

n+75+ 325 = (p+ g+
g—p)32+(p+aq) 5 53 (89)
Considerando que a probabilidade total satisfaz p +
q = 1, a equacao acima se reduz para
T0%n  On 1 on 1?2 9%n

-+ —=—(q— — 90
2oe tar TP g Y arae (0
que representa uma equacao generalizada para a ca-
minhada aleatéria. Por se tratar de uma equacao di-
ferencial do tipo hiperbdlica, devemos esperar que sua
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solugao seja vélida também no regime de pequenos tem-
pos, ja que ela incorpora naturalmente, uma derivada
segunda com respeito ao tempo na funcao n(x, t). Como
veremos na se¢ao seguinte, esse fato é de fundamental
importancia para corrigir as inconsisténcias presentes
na descricao de Einstein.

Algumas aproximagdes interessantes devem ser dis-
cutidas na Eq. (90). Primeiramente, observamos que a
conexao direta com o movimento browniano difusivo é
estabelecida quando assumimos que p = ¢ = 1/2. Neste
caso, definindo

D= 5 (91)
a Eq. (90) se reduz a
2 2

T O _ D@, (92)

20t Ot Ox?
que é precisamente a Eq. (7). Novamente, a equagao
de difusao que serviu de base para o tratamento de
Einstein é recuperada quando fazemos o mesmo tipo
de aproximagao (veja a Eq. (9)), ou seja,

T 0%n on

202~ ot
Portanto, a conexao com o continuo é estabelecida
de maneira consistente, de modo que todo o trata-
mento posterior, em particular, o cdlculo dos valores
médios das grandezas fisicamente relevantes, permane-
ce idéntico ao das segoes 2 e 3.

(93)

6. A Equacao de difusao generalizada

Como vimos, a equacgao comumente utilizada para des-
crever transmissao de calor e difusao de particulas,
constitui na verdade, um modelo aproximado, ou seja,
uma descrigdo menos rigorosa de tais fenomenos. Um
argumento favoravel a essa visao se baseia na idéia de
que equagoes parabdlicas do tipo da Eq. (10) transmi-
tem (em alguns regimes) sinais com velocidades infini-
tas. Naturalmente, tal resultado é inconsistente ja que
a velocidade méxima com a qual uma perturbacao se
propaga num fluido ou meio eldstico deve ser da ordem
da velocidade do som.

Se considerarmos que em cada intervalo de tempo
7 uma particula se desloca aleatoriamente com veloci-
dade v = l/7, vemos que a Eq. (92) pode ser reescrita
como 5 ) )

Py oy _ 0%

o2 D ot dz?’
que representa uma equagao de onda amortecida para
a caminhada aleatoéria.

Para estudar a influéncia do termo adicional na
equacao de movimento, vamos considerar uma onda
plana se deslocando num meio infinito. Em z = 0
supomos que 7(0,t) = ™!, onde w é a freqiiéncia de

(94)

"Nos chamados processos markovianos nao existem efeitos de memoria, ou seja, a probabilidade condicional relativa a cada varidvel
aleatéria q*(t) de uma particula, s6 depende do valor de ¢* = ¢} num instante anterior to [17, 18].



34

vibragao da onda. Escrevendo a solucao geral de (94)
na forma

n(.’b,t) _ eAa:ei(wthm)’ (95)

onde A e B sdo constantes, obtemos

2 [ 4 \1/2 ]
g W v
A =on (”w) —i o 06)
¢ /
2 B 4 1/2 7]
5 W v

com a velocidade de propagacao da onda escrita como

2 w? 202
= hp2 1/2
B0+ )+

Up <2 (98)

Para o caso em que w << v?/D, ou equivalentemente,
0°n/0t? << On/ot as relagdes anteriores se reduzem a

w

A2 =B?= —
2D’

(99)

v,? = 2wD, (100)

que sao os resultados obtidos da equacao de difusao
usual. Por outro lado, para o caso em que w >> v?/D,
os resultados sao também fisicamente consistentes, pois
a velocidade de propagacao da onda tem como limite
a velocidade das particulas. De fato, a freqiiéncia de
vibracao de uma onda se deslocando num meio difusivo
nao deve exceder a freqiiéncia de colisao das particulas
do meio.

A solugao da Eq. (94) para as condigoes gerais
n(z,0) = N§(z) e (On/0t)i—g = 0, vdlida para | z |< vt
pode ser escrita como [27]

n(z,t) = Ne t/7 %5@ +ot) + %5(1 —ot)| +
N (x2 _ ’L)2t2)1/2
%Jo[i] +
27 (22 —02t2)1/2

sendo Jy e J; fungoes de Bessel de primeira espécie.

Para o caso | z |> vt, a solugdo de d’Alembert para
uma onda plana amortecida se deslocando na direcao x
é recuperada

1 1
n(z,t) = Ne /7 0@+ vt) + S0 —vt)| . (102)

Da expressao acima vemos também que a velocidade
de propagacao da onda nunca excede a velocidade das
particulas. Como o produto vt é da ordem do livre ca-
minho médio A, o argumento das fungoes Jy e J; cresce
rapidamente quando | z | é muito menor que vt. Neste
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caso, a expansao assintética para as fungoes de Bessel
fornecem

Jy(z) ~ \/Zcos {x - g(u + ;)} . (103)

Portanto, a Eq. (101) pode ser reescrita como

n(x,t) = Ne H/7 B&(m +out) + %5@ - vt)] +
Ne—*v* {wt 3

gr=| i) o

4ot

que representa a solucao geral da equacao de onda mo-
dificada para a caminhada aleatéria, sendo y = x /vt <
1. Note que a expressao acima é composta de duas par-
tes. O primeiro termo relaciona a solugao de onda de
d’Alembert que rapidamente se torna desprezivel, en-
quanto que o segundo se refere a difusao das particulas.
No limite y << 1, ou equivalentemente x << vt
(tempos longos), o segundo termo da solugdo acima
tende para
—z? /20Tt _

B N
n(w, ) = (2v27tm)1/2 ‘

N
Jane (105)

que é precisamente a solucdo da equacao de difusdo
usual (Cf. Eq. (24)). Note que D foi reintroduzido
pela definigao (91).

Concluindo, vemos que a equagao ondulatéria hi-
perbdlica (7), ou equivalentemente (94), resolve o pro-
blema difusivo para tempos curtos, cuja existéncia foi
reconhecida pelo préprio Einstein ao propor sua teo-
ria do MB. Nesse aspecto, é importante ressaltar que
muitos livros-texto que tratam o problema difusivo nao
discutem o problema de tempos curtos, ou equivalente-
mente, se a propagacao de uma perturbagao com ve-
locidade infinita num meio continuo é conceitualmente
correta.
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