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As limitacoes do modelo do campo elétrico do condutor e
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K. Slodkowski!, M. C. Pinheiro*!, T. C. Luchese!

!Universidade Federal da Fronteira Sul, Campus Cerro Largo, Cerro Largo, RS, Brasil

Recebido em 12 de Maio, 2017. Revisado em 15 de Setembro, 2017. Aceito em 11 de Outubro, 2017.

Abordamos um classico problema de Eletrostdtica presente em livros didaticos do Ensino Médio e Superior: o
campo elétrico gerado por um excesso de cargas em uma esfera condutora. De inicio, analisamos especificamente o
valor do campo na superficie da esfera condutora, assumindo que as cargas estdo todas distribuidas exatamente
nessa superficie. Em seguida, ao flexibilizar a distribuicdo de cargas para um modelo de distribui¢do uniforme numa
camada esférica de pequena espessura, mostramos que as aparentes discordancias entre os resultados apresentados
na literatura ndo sdo matematicas. Elas apenas evidenciam as limitagoes dos modelos adotados para representar o

objeto.

Palavras-chave: modelizagdo, campo elétrico, descontinuidade.

We study a classical electrostatic problem presented in highschool and university textbooks: the electric field
generated by a charge excess in a spheric conductor. Firstly, we verify the field value on the surface of the conductor,
assuming the singular charge distribution model. Secondly, given some flexibility to the charge distribution to a
uniform density over a tiny spherical shell, we show that apparent discrepancies that are presented in literature
only give evidence of the limitations of the singular model on describing of the real object.
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1. Introducao

O Ensino e a propria Pesquisa em Fisica se apoiam em mo-
delos que visam representar objetos reais. Evidentemente,
pela complexidade da realidade, essa representagao torna-
se parcial e aproximativa, apresentando apenas aspectos
relevantes (definidos pelo pesquisador) do objeto real.
Assim, um mesmo objeto pode receber incontaveis mode-
los que, a depender da profundidade da andlise, podem
ser divergentes entre si [1]. Com isso em mente, uma
abordagem dos contetidos em sala de aula a partir da
modelizacao pode aproximar o conhecimento cientifico
da realidade dos estudantes. Essa andlise detalhada das
limitagoes do modelo cientifico é o norte da discussdo que
aqui faremos em torno do problema do campo elétrico
devido um condutor carregado — problema classico da
Eletrostéatica —, partindo da controvérsia encontrada en-
tre os trabalhos de Salvatore e Assad, ambos publicados
na Revista Brasileira de Ensino de Fisica [2}/3].

Dada uma esfera condutora de raio R e carga @, no
vécuo, mostra-se facilmente [4,5] que o campo elétrico a
uma distancia r # R de seu centro tem médulo dado por

E(T)Z{ 1O

4me,

para r< R
T% para r> R

(1)
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Tomando os limites laterais em torno de » = R, uma
descontinuidade em F(r) se estabelece:

. . o
Tgrg_ E(r)=0e que Tg%+ E(r)= ~ (2)
com o = Q/47R?, a densidade superficial de cargas. A
analise dessa descontinuidade ndo é tnica nos principais
livros didaticos usados no Ensino Médio e no Ensino
Superior e é o centro das discussdes levantadas por [2}3].
Em [6[g], textos usados no Ensino Médio, e também
nos cldssicos |4lf5l/9] menciona-se brevemente que o campo
é diferente de zero nessa regiao, sem quantifica-lo. Por
outro lado, [10] descreve que a intensidade do campo
elétrico em pontos da superficie do condutor esférico é
E(R) = 3Z-, isto é, exatamente a média entre os valores
limites apresentados em , sem, no entanto, apresentar
calculos ou argumentos detalhados. Este valor é o mesmo
demonstrado por [2], mas questionado por [3], sob o argu-
mento de que a descontinuidade do campo na superficie
do condutor ndo admite um tnico valor de campo.
Neste texto, pretendemos mostrar que o resultado
de [2] é matematicamente consistente, demonstrando-o
de outra forma na Sec. 2] mas que a descontinuidade
nao passa de uma consequéncia direta da limitagdo do
modelo do campo elétrico do condutor. Nesse sentido,
mostraremos na Seg. [3] que qualquer modelo sutilmente
mais elaborado para a distribui¢ao de cargas no condu-
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tor, desde que elimine a singularidade, leva ao mesmo
resultado matematico demonstrado na Seg.

2. Campo E na superficie do condutor

O excesso de cargas num condutor se acumula em uma
regido de aproximadamente 2 A em torno da tltima ca-
mada atomica que compde o material [9,[11]. Nesta secao,
adotaremos o modelo tradicional, no qual se assume que
esse excesso encontra-se exatamente na sua superficie,
criando ali uma singularidade. A partir da lei de Cou-
lomb, mostraremos que a intensidade do campo elétrico
E na superficie, citado por [10] e demonstrado por [2]
a partir da Lei de Gauss, é encontrado como um limite
desse modelo, mas néo implica que a func¢do E(r) seja
continua nesses pontos.

Sabendo que o médulo do campo de um anel de cargas
de raio r e carga ¢ em um ponto situado sobre seu eixo
de simetria (eixo perpendicular ao plano que contém o
anel e passando pelo seu centro) a uma distancia z do
centro do anel é dado por

1 qz
 dmeg (22 4 1r2)3/2°

3)

com direcao suportada pelo eixo de simetria e apontando
para longe (perto) do anel caso a carga ¢ seja positiva
(negativa), obteremos o campo em um ponto P sobre a
superficie da esfera condutora (em r = R) a partir de
uma superposi¢cao do campo de varios anéis que com-
porao a distribuicdo de cargas. A logica subjacente para
tal feito serd a seguinte: assume-se que a esfera condu-
tora adquire a carga @) e entdo fixam-se estas cargas
no espago de modo a manter a densidade superficial de
cargas imutavel; em seguida, recorta-se uma calota desta
esfera no entorno do ponto P, retirando juntamente com
a calota sua carga. Uma vez que as cargas ficaram fi-
xas, a densidade superficial de cargas ficard estavel e,
uma vez que nao ha cargas em P, esta-se calculando o
campo elétrico naquele ponto e nao a forgca sobre uma
determinada carga de prova ali colocada.

De acordo com a Fig. 1} vemos que o campo resultante
em P serd a soma dos campos dE dos anéis com carga
dQ =2nocR%*senfdf (0 = Q/4m R?) e raio r = Rsenf.
A distancia do centro de cada anel até o ponto P seréd

Figura 1: Definicdo das grandezas associadas ao célculo do
campo no ponto P, sobre a superficie da esfera condutora.
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z = R(1 — cosf). Com essas informagoes, escreve-se

B — / 1 dQz
dmeg (22 4 12)3/2
1 T 2roR3sen d(1 — cos 0)do
/90 [2R2(1 — cos 6)]3/2

o 1 /1 — cos by ()
260 2

sendo 6y o dngulo que define a calota recortada da esfera
em torno do ponto P. O limite em que 6y — 0 leva ao
resultado apresentado por [2,[10]:

4deg

E =

ag
lim £ = —. 5
901210 2¢q (5)

Vale lembrar que o resultado expresso na equacao
é o valor do campo resultante em r» = R devido a uma
distribuicao singular de cargas, ou seja, ¢ o campo em
r = R, consistente como modelo singular adotado, e
ainda sem o dq dali retirado com a calota infinitesimal.
Desse modo, tem que se ter clareza que, nessa situagao,
os campos em 7 — R~ e em r — R* ndo serdo nulos [T}

Os resultados , e explicitam a descontinui-
dade do campo em r = R. Da mesma forma, embora
tenhamos encontrado um valor limite para o campo E
num ponto P na casca (Fig. ), observa-se que o po-
tencial elétrico ndo ¢ diferencidvel neste ponto (Fig. [2p),
conforme se espera para qualquer campo conservativo.
Tal inconsisténcia nao deve surpreender, uma vez que ela
ocorre justamente na regido do espago onde o modelo
simplifica a realidade.

Na proxima secao, mostraremos que tanto a desconti-
nuidade do campo quanto o potencial nao diferenciavel
sdo consequéncias diretas da singularidade assumida na
distribuicao de carga.

3. Casca esférica de espessura 20

De acordo com [3], o campo elétrico ndo é definido na
superficie de um condutor esférico carregado. Por outro
lado, é exatamente nessa regiao que o excesso de carga se
encontra, mais precisamente em uma ou duas camadas
atomicas da superficie (camada de transigdo) [5,(9]. Ape-
sar do campo elétrico ser bastante complexo nessa regiao
devido a real distribuigdo das cargas [11], propomos
aqui uma analise de um modelo bastante simples, mas
que ainda assim descreve muito bem o objeto, sem recair
na tradicional singularidade na distribuicao de carga e,
consequentemente, numa descontinuidade artificial do
campo.

Imaginemos que as cargas se distribuem uniformemente
em uma camada muito fina de espessura 20 (6 ~ 1A),
formando uma nuvem de densidade uniforme em torno
do raio R da esfera. O campo gerado por este objeto

IVeja mais detalhes em [9).
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Figura 2: (a) Campo e (b) potencial elétrico devido a uma esfera
condutora de raio R, como func¢3o da distancia r com relagdo
ao seu centro, desprezando-se a espessura da regido onde se
concentra o excesso de cargas.

é andlogo ao campo devido a uma casca esférica nao-
condutora, de modo que, em ambos os casos, pode ser
determinado facilmente a partir da lei de Gauss. Nestas
bases, se Ry = R—0 e Ry = R+ 6 sdo respectivamente os
raios interno e externo da nuvem de cargas e desejamos
encontrar o campo em um certo raio r, com Ry < r < Ra,
definimos uma superficie gaussiana de raio r, concéntrica
a esfera, de tal modo que

. 7( B(r) - dA = gone . (6)

Como, por simetria, F é radial e, naturalmente, a fragdo
=

da carga externa a r nao contribui para E(r), o médulo

de E se resume a

1 genv
E(r) = dme, 12 (™)
Observando que
(r® — R.®)
env — s 8
q Q B R (8)
obtemos
Q r (1-7%)
E(r) = =3 (9)

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0155

e2311-3

A Fig. 3] traz um esbogo da curva descrita pela equa-
cao @7 bem como as curvas que descrevem os campos
internos e externos da casca. Observa-se, facilmente, que

3
Qo (1)
1 . o) 1
vt dmeo B3 (1— &) 0 10)

e, também,

3
lim @ L(l_%)— L9
r—Ro 47TEO Rg (]_ — RRilgs) 47780 R% ’
2

(11)

nao havendo, portanto, descontinuidade nas interfaces
interna e externa. Da mesma forma, no modelo hipotético
assumido nesta se¢do, nao ha regido nao diferencidvel na
curva de potencial (Veja Fig. [3)).

Além do modelo resultar em uma curva continua para
o campo e um potencial diferencidvel para qualquer r,
é fundamental que, por consisténcia logica, no limite
em que a espessura da casca tende a zero, obtenha-se os
mesmos resultados de quando se assume uma distribuicao
singular de carga. De fato, escrevendo R; e Ry como
fungdo de ¢ e avaliando o campo exatamente no meio da
casca (r = R), a equagdo |§| se resume a
Q 3R?—-35R+ 62

E = 12
Ame, R2(6R? +202) ° (12)

de modo que

1 Q o
i == 1
}li% E(R) 8me, B2 2¢g (13)

B importante ressaltar que, embora o limite 1) re-
sulte de um modelo bastante rudimentar (distribuigdo
uniforme) para distribui¢ao das cargas no interior da

camada de espessura 2d, o mesmo resultado pode ser
obtido para qualquer que seja a forma com que as cargas

4me .R
¢ “o
1.0 Q

0.5}

1, r/R

Figura 3: Campo elétrico e potencial elétrico devido a uma
casca esférica de espessura 26 e carga elétrica Q, uniformemente
distribuida.
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se organizam nessa camada, conforme mostrado em [12].
Por outro lado, o uso do modelo de distribuicdo uni-
forme de cargas ao longo da casca, nesta secao, torna o
problema didaticamente tratdvel em cursos basicos, sem
gerar perda de generalidade no resultado final.

4. Consideracoes finais

E importante notar que, além de levar ao mesmo resul-
tado matemadtico presente na literatura citada na Seg. [I]
a andlise desenvolvida na Seg. 3] nos permite entendé-
lo como um limite do modelo e ndo como uma incon-
sisténcia entre o que é previsto na Teoria Eletromagnética
(E(r) = =V V(r), Vr € R) e o resultado que o modelo
retorna (potencial ndo diferencidvel em r = R). Além
disso, o resultado limite apresentado na secdo 3 inde-
pende do modo como o excesso de cargas se rearranja na
superficie do condutor em uma espessura finita, conforme
mostrado em [12]. Nesse sentido, embora possamos obter
o resultado da equagao de diferentes formas, quando
se assume uma distribuicdo de cargas singular é preciso
ter clareza que o campo nao estard necessariamente defi-
nido em todos os pontos, nao fazendo sentido expressar
um valor para E(R). Dessa forma, tal como descreve [3],
também entendemos que o esbogo grafico apresentado
por [10] e por [2] (aqui reproduzido na Seg. [2)) levam
a uma compreensao equivocada do problema, em espe-
cial quando os detalhes do modelo nao sdo claramente
explicitados.
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