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Neste trabalho descrevemos uma classificacao geral das representagdes da equagao de Dirac em
141 dimensoes. Na classificagao sao incluidas as representacdes nas quais cada matriz de Dirac 3, o é
associada a uma unica matriz de Pauli. Esta classificacdo inclui 6 representages principais. A inclusio das
representacoes com sinais modificados das matrizes de Pauli aumenta o niimero de representacoes distintas
até 24. Determinamos as transformagoes unitarias entre todas as representac¢des na forma explicita. O
estudo da estrutura do conjunto das transformacdes leva a conclusdo de que todas as representagoes sao
equivalentes, isto é, uma representagdo pode ser obtida a partir de qualquer outra por uma transformagao
unitaria. Estabelecemos que o conjunto das transformagoes forma um grupo nao abeliano com respeito ao
produto matricial em classes de equivaléncia, definidas através da indistinguibilidade das transformacdoes
que diferem por um fator de fase. Este grupo possui um subgrupo nao trivial, o qual por sua vez contém
dois subgrupos néo triviais. Apresentamos a forma geral das matrizes de Dirac em 141 dimensoes
determinada por 3 parametros arbitrarios. Demonstramos a existéncia de isomorfismo entre o par das
matrizes de Dirac e o par de vetores unitdrios ortogonais. Apresentamos também aplicages dos resultados
obtidos neste trabalho.

Palavras-chave: equacgao de Dirac, 1+1 dimensoes, transformacoes unitarias, grupos finitos.

In this paper a general classification of representations of the Dirac equation in 1+1 dimensions is
described. There are considered such representations in which every Dirac matrix 3, « is associated with
a unique Pauli matrix. The classification includes 24 representations among which six representations are
main and others are ones with sign modified Pauli matrices. The unitary transformations between all the
representations are determined in the explicit form. The study of structure of the set of transformations
results in conclusions that all the representations are equivalent, so that anyone of the representations
can be obtained from any other by a unitary transformation. It is established that the set of the
transformations forms a non-abelian group in respect of matrix product in equivalence classes, which
are defined through indistinguishability of transformations, which differ by a phase factor. The group
possesses one non-trivial subgroup, which in its turn includes two non-trivial subgroups. The most
general form of the Dirac matrices in 1+1 dimensions determined by three arbitrary parameters is
presented. Isomorphism of the couple of the Dirac matrices to the couple of orthogonal unitary vectors
is demonstrated. Applications of the results obtained in the paper are presented.

Keywords: Dirac equation, 141 dimensions, unitary transformations, finite groups.

1. Introducao

Neste artigo discutimos algumas questoes da teo-
ria de Dirac em 141 dimensées. Antes de comecar
esta discussao, relembramos alguns aspectos da teo-
ria de Dirac no caso usual de 3+1 dimensoes, que
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s&o malis relevantes ao nosso trabalho. Menciona-
mos que existe vasto material dedicado a equagao
de Dirac, tanto nos livros de texto de Mecéanica
Quéntica e de Teoria de Campos, como se comprova
nas Refs. [1], [2], [3] e nas Refs. |4], [5], [6], [7], respec-
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tivamente; quanto em livros especializados, também
compovado nas Refs. [§], [9].

Primeiramente, apresentamos uma deducao for-
mal da equacdo de Dirac para os leitores nao fa-
miliarizados com esta area. Iniciamos pela lei de
conservagao de energia da mecanica: a energia total
de um sistema mecéanico conservativo é constante.
Para uma particula temos:

K +V = E = const, (1)
onde K é a energia cinética, V' é a energia potencial
e F é a energia total da particula. Expressamos a
energia cinética em termos do momento da particula

—

Jis
_
- 2m’
onde m é a massa da particula. Observamos que
a energia potencial é uma funcao das coordenadas

V =V (7). Escrevemos a Eq. na forma:

2
E=2 vy

= o 7).

(2
Para construir a equacao de onda nao relativistica,
a partir da Eq. , fazemos uma substituicdo da
energia total, das coordenadas e dos momentos por
seus operadores correspondentes que atuam em uma
funcado de onda :

E%Ew:ihaat, T — ) = 2,
y—=g=y, z—= 2=z, (3)
N O . O

px%pxwz—lﬁ%, Dy ﬁpy@D:—zhafy,

Dz — ﬁzw = _ihai'
0z

Substituindo os operadores da Eq. na Eq.
chegamos a equacao de onda:

0 n? (02 0? 0?
L0V ( v 0% 0%

"o T Tom \ oa2 ay2+az2>+v($’y’z)¢‘
(4)

A equacao (4) é a equagdo de Schrodinger, que des-
creve uma particula quantica nao relativistica sujeita
a um campo potencial V. A derivada em relagao
ao tempo de primeira ordem no lado esquerdo da
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Eq. possibilita descrever a evolucao temporal
da particula. Na construcdo da equacgao de onda de
uma particula relativistica é necessario obter uma
equacao de onda em que a derivada em relagao ao
tempo é também de primeira ordem.

Para uma particula relativistica, temos a seguinte
férmula da energia relativistica E:

2
FE? =23 + (m62> = p§c2 +p502 + pgc2
2
+ (m02> ,
onde m é a massa da particula, ¢ é a velocidade de
luz e p'é o momento relativistico. Fazendo uma subs-

tituicdo das quantidades na Eq. pelos operadores
da Eq. , obtemos a equacao:

(5)

0% 0% 0% 0% 2
2 212 272 272 2
—h 52 = —c°h 92 —c“h oy —c“h 5.2 —i—(mc ) ,

dividindo-a por ¢?h? temos

2 2 2 2 2
18¢_8¢ 0“1 8w+<mc) ~0. (6)

o2 9x2 0y2 022\ h

Na Eq. @ a derivada em relagcao ao tempo é de se-
gunda ordem devido ao quadrado da energia na Eq.
. Aplicando a raiz quadrada na Eq. , obtemos:

E = /P2 + (me2)? =

VP2 4 p2e? + p2e? + (me2)?,

(7)

onde o termo da energia é de primeira ordem. En-
tretanto, a raiz quadrada no lado direito dificulta
a interpretacao deste termo depois da substituicao
das componentes do momento pelos operadores. A
analise dimensional das quantidades do lado direito
da Eq. demonstra que os termos p,c, pyc, p.c
e mc? podem ser escritos na forma de uma com-
binacao linear com alguns coeficientes a1, ao, as e
B:

(8)
Elevando ambos os lados da Eq. ao quadrado e

mantendo a ordem de multiplicacdo dos coeficientes,
temos:

E = aipyc+ agpyc + agp.c + Bmc?.

E? = (alpxc + aopyc + agp.c + Bm02>

X (alpxc + aopyc + azp.c + ﬁmcz)
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= (@102 + a201) pepyc® + (aaas + azaz) pyp.c® + (azoq + a1a3) popuc’ 9)
+ (1B + Bay) peemc® + (azf + Bozg)pycmc2 + (a3f + Baz) p.emc?
2
+a2pic? + a%p§c2 + oz%pch + 52 (ch)
Comparando a Eq. @D com a Eq. , obtemos as seguintes condigoes para os coeficientes:
=1, a3=1a3=1, g*=1, (10)

arag + asap =0, asasg + azas =0, asa; + ajag =0,
a1+ Ba; =0, aefB + Paz =0, azf + paz = 0.

Das condig¢oes da Eq. , conclui-se que os coe-
ficientes a1, ag, a3z e § ndo podem ser nimeros,
pois os mumeros obedecem a lei de comutacdo com
respeito a multiplicacao, isto é, para dois ntimeros
r1 e T9, diferentes de zero, temos xi1xo = xox1 €
129 + x9x1 = 2x129. Considerando os coeficientes
ap, a9, az € f como matrizes, é possivel encontrar
4 matrizes que obedecem as condic¢oes da Eq. .
A dimensdo minima destas matrizes é 4 x 4. As
matrizes a1, ag, ag e 8 sdo chamadas de matrizes
de Dirac.

Efetuando a substituicdo das quantidades na Eq.
pelos operadores da Eq. , chegamos a equagao:

L0y ) % . %
ih T alwh@x asich By
—agich% + Bmc*ep, (11)

que representa a equagao de Dirac. A equacao de
Dirac descreve o comportamento quantico de uma
particula relativistica de spin 1/2, como por exem-
plo o elétron. Como a equagao é uma equagao
matricial, a funcdo de onda v é um objeto de 4 com-
ponentes, chamado de spinor de Dirac, que pode ser
escrito na forma de uma coluna:

(&

_ | ¥
o= | (12)

Py

Dividindo os lados esquerdo e direito da Eq.
por ch, obtemos:

10096 w9 me
z;a— all% agzay agzaz+ﬁh¢. (13)

Introduzimos as notagoes que sao usadas na area
da teoria relativistica e de campos. As coordenadas
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espaciais e de tempo sdo reunidas em um quadrivetor
x*, em que o indice u recebe os valores 0,1, 2, 3:

H = (xo,xl,x2,x3)

_ (xom) = (a:of) i=1,2,3, (14)
com Componentes

:r:ozct, :L‘lzx, :E2:y, = z.

O 4-vetor z* representa os pontos do espago-tempo.
Para denotar as derivadas pelas coordenadas usamos
o simbolo 0, = 0/0z*. Usaremos também as unida-
des naturais em que é aceita a convengdo ¢ = h = 1.
Aplicando as notacgdes e convencdes indicadas acima

na Eq. , temos:
Zaow = (—alial — Ozgi82 — 043i83 =+ ﬁm) w

Na area da teoria relativistica é usada também uma
convenc¢ao de somatorio por indices repetidos. Se
em uma féormula existe um termo de produto de
quantidades que possuem o mesmo indice, isto sig-
nifica que por este indice é efetuado um somatério.
Neste caso o simbolo de soma nao se escreve. Apli-
camos esta convenc¢do para o somatorio dos termos

semelhantes do lado direito da Eq.
3
1101 + a0y + 3103 = Z «;10; = oy10;
i=1

(15)

e chegamos a forma compacta da equacgio:
100y = (—ii0; + fm) . (16)

O lado direito da Eq. , bem como o da Eq.
, representa o hamiltoniano de Dirac para a

particula livre:
H = (—a;id; + fm) . (17)

Sendo o hamiltoniano um operador hermitiano, as
matrizes 3, «; também sdao hermitianas

gt =5, a;r =q; . (18)
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Multiplicando os termos da Eq. por 3 a es-
querda, temos:

Bidoy = (—Beid; + fm) ¢.

Na Eq. introduzimos para a matriz 8 e para o
produto Ba; a notacao

6:707 /Bal :’yl

e escrevemos todos os termos no lado esquerdo apli-
cando a condicdo 42 =1 da Eq. :

70580 + vi0;h — map = 0.

(19)

(20)

(21)

Usando a convencgdo de somatério por indices repe-
tidos, podemos reunir os dois primeiros termos na

()
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Eq. como

7% + ~'i0; = "0, (22)
Assim, chegamos ao aspecto usual da equacao de
Dirac que é usado comumente na teoria relativistica:

(0, —m) = 0. (23)

As matrizes v* também sdo chamadas de matrizes
de Dirac.

Utilizando a Eq. como defini¢oes das matri-
zes " e as condigOes para as matrizes 3, a; da Eq.
, podemos obter as condi¢des obedecidas pelas
matrizes y*:

B =1,

N2
(VZ> = faifa; = —Bfaia; = —faf = —1,
0 | i 0_ , A a2 @2 2
Y+ = BBa; + a8 = B oy — BBy = By — B7a; = 0,
i # 3, v + 47" = BaiBay + BayBa; = —BBaa; — BBaja; = —B (qiaj + aja;) = 0.

De forma compacta podemos escrever as expressoes
acima, como:

(VO)Z =1, (vi)Z = —1, y'y" + "

={7"7"} =0, n#v,
onde, as chaves {, } designam o anticomutador.

Na Eq. para as coordenadas z* é usada uma

notacao de 4-vetores em que a posicao do indice
é significativa: um 4-vetor com o indice em cima
z# é chamado contravariante e um 4-vetor com o
indice em baixo x, é chamado covariante. A relacao
entre as componentes do 4-vetor contravariante e
covariante é a seguinte:

(xo, ;) = (:UO, —xi) .

Escrevendo o somatério z,x#, explicitamente, te-

R
ey

vemos que ele representa um intervalo entre dois
pontos do espaco-tempo. A energia e o momento de

(24)

(25)

(26)
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uma particula também podem ser escritos na forma
de um 4-vetor de energia-momento:

P = ("0, 0%0%) = (0.0
= (»".5), i=1,23, (27)
onde p' denota energia relativistica, p® = pg =
(p? + mz)l/ ? e 7' é o momento relativistico. Para o
somatorio p,pt temos

2 2 2 2
' = (0°) = (') = (") = (")
2

= (") - =m? (28)

que representa uma expressdo da energia de uma

particula relativistica, a Eq. . Escrevemos na

forma explicita mais um somatorio que serd usado
no artigo

pur = pox’ + pix’ = poa® — pit. (29)

Com o uso da funcdo de onda 1) e das matrizes de

Dirac «*, constréi-se uma quantidade j# chamada
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de 4-vetor da corrente de probabilidade:
=Py = (051,52 5%) = (5°4°)
= (5%7), i=1,23,

onde ; representa o 3-vetor da corrente de probabi-
lidade e j° é a densidade de probabilidade. Na Eq.
o simbolo 1) denota a conjugacdo de Dirac de
1 definida como:

(30)

v =l
onde o simbolo T é a conjugacio hermitiana, que

implica conjugacao complexa * das componentes de
1) e a sua transposicao T

Ol = ()" = (@], 45,95, 97) -

Particularmente, para a densidade de probabilidade
49 temos:

(31)

(32)

7% =970 = 91090 = Ty

2 2 2 2
= |P1]” + [a]” + [¥3]” + [al]”.

As matrizes de Dirac ndo sdo definidas de forma
Unica, sdo utilizadas varias representacoes. As re-

presentacoes mais usadas sdo: a representacao de
Dirac

1 0 ; 0 ot
0 _ 2 2 i _ 2
Y= ( 02 _12 ) y V= < _O.’L 02 > ’ (34)
a representacao de Weyl ou representacao quiral
0 1 ; 0y o
0 __ 2 2 i 2‘
Y= ( 12 02 > y V= ( _O_z 02 ) ) (35)
e a representacdao de Majorana
o_ [ 02 o2 1 [ io® 09
TN e 0 )07 T 0y io )
0y —o? —ict 0
2 _ 2 3 _ 2
7= < 0.2 02 > y V= ( 02 _Z'O.l )(36)

Nas Eqs. , e sdo usadas as notagoes: 1o

¢é a matriz unidade 2 x 2, 0 é uma matriz 2 X 2 com
todas as componentes nulas e ¢ sdo as matrizes de

Pauli:
(o1 s (0 —i
U_<1O =V i o0 )
s (1 0
(19

Determinadas representacgoes sao tteis para tipos di-
ferentes de estudos. Por exemplo, a representacdo de
Dirac é mais conveniente para a discussao do limite

(33)

(37)
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nao relativistico da equacao de Dirac. O uso da repre-
sentacao de Weyl facilita o estudo de fenémenos de
quiralidade de férmions. Na representacao de Majo-
rana todas as componentes das matrizes de Dirac y*
sao imagindrias. Uma vantagem desta representacao
é que os spinores na equagao sao reais.

Além disso, as matrizes de Dirac e spinores nas
representacoes diferentes sdo relacionados por uma
transformacao unitaria, isso pode ser demonstrado
da seguinte maneira: supomos que o spinor em uma
representagdo 1 e o spinor em outra representagao
@Z, sdo relacionados por uma transformacao nao sin-
gular (inversivel) U:

Y = Ui
A transformacao U ¢é considerada como uma matriz
complexa 4 x 4. As propriedades fisicas da particula
nao devem depender da representacdo usada. Par-
ticularmente a densidade de probabilidade, que é
representada pela componente zero do 4-vetor da
corrente de probabilidade, deve satisfazer: }0 = ;0.

Das Egs. e (38)), temos:
i =y, =4 =iUTuy
= iy =¢lUTUYy,

(38)

(39)
portanto,
Ut =1, (40)

isto é, a matriz U é unitaria. A equacgao de Dirac
na representacao til tem a forma

(7"i0, —m) ¢ =0,
onde 7* sao as matrizes de Dirac nesta representacao.

Demostraremos qual é a relagdo entre as matrizes
de Dirac nas representacoes diferentes. Com o uso
40)

das Eqgs. , ( escrevemos ¥ como ¢ = U T@Z e
substituimos na Eq. :

AHUTi0,1h — mU ) = 0. (42)

Muiltiplicamos os termos da Eq. por U a es-
querda. Chegamos ao resultado:

UrU 8,4 — mUU ) = 0.
Sendo U unitéria, isto é, UTU = UUT = 1, temos
(UWUT i0, — m) b = 0. (43)
Comparando a Eq. com a Eq. vemos que
At = UA*UT. (44)

(41)

As matrizes de Dirac ¥* possuem as mesmas propri-
edades das matrizes v* da Eq. (24). Os quadrados
das matrizes y* sao
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N2
() =
N2
(7) =
e elas anticomutam, se u # v,

7.9} =
= UyHy UT 4+ UyHy U =

Para demonstrar como as matrizes 3, «; sdo rela-
cionadas em representagoes diferentes, usamos a Eq.

para as matrizes y*:

3=7"=U/U" = UpU", (47)
=303 = UAUTUAUT = U7 UT = Ua;UT.
(48)

Escrevemos ainda a equacao de Dirac na forma
hamiltoniana, para uma particula livre, usando o
hamiltoniano da Eq. (17):

Hy = (—;i0; + pm) Y = ep, € = const, (49)

onde ¢ denota a energia que é positiva no caso
de particula ¢ = ¢4 = pg > 0 e negativa no
caso de antiparticula ¢ = e = —py < 0, onde
po = (1%2 +m2)1/2. Para a funcido de onda da
particula livre da Eq. temos:

=<y = vt = (o). (50)
Escrevemos separadamente a funcdo de onda para
particulas

Py (at) = ey (o) (51)
e para antiparticulas
o (at) = ey (af). (52)

2. A equacao de Dirac em Baixas
Dimensoes

Em livros e artigos sao indicadas varias motivacoes
para os estudos da teoria quantica relativistica em
baixas dimensoes. Na nossa opinidao, a motivagao

mais condensada e elegante é formulada na Ref. [10].
Citamos diretamente um pardgrafo da Ref. [10].

“Em baixas dimensoes de espago-tempo, 1+1 e 2+1,

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 3, e3312, 2016
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UAUTUAUT = U400 = U (70) Ut =vut =1, (45)
N 2
U~ UNUAUT = Uyiny'UT = U (7) Ut = Ut = —1
FHAY 4 VAR = UAHUTUAYUT + Ufy“UTUfy”UT (46)

=U{y*,4"}UT =0.

a teoria quantica relativistica exibe especificidades
estruturais que sdo ausentes em dimensoes 3+1 de
espago-tempo. Acontece que estas especificidades
nao sdo somente curiosidades néo fisicas de “toy mo-
dels”, mas sdo de grande interesse em aplicagoes na
area de fisica da matéria condensada e podem ter um
impacto na area de fisica de particulas, fornecendo
idéias novas para a construcao de modelos.”

Nas baixas dimensoes, com uma dimensao espa-
cial (14 1) ou com duas dimensoes espaciais (2+1),
as matrizes de Dirac sdo representadas por matrizes
complexas 2 x 2. Particularmente, as matrizes [,
o; podem ser definidas por matrizes de Pauli da
Eq., porque as matrizes de Pauli obedecem as
condicOes necessarias para matrizes de Dirac da Eq.
. Uma certa escolha das matrizes de Pauli deter-
mina uma representacdo das matrizes de Dirac e a
correspondente representacdo do spinor. Nas baixas
dimensoes é facil estimar o namero total de repre-
sentacoes distintas das matrizes de Dirac. No caso de
141 dimensodes a equagao de Dirac possui somente
duas matrizes: 5 e a. O niimero de op¢oes da escolha
de dois elementos do conjunto de trés elementos é
3. Se a ordem dos dois elementos determina opgoes
diferentes, o nimero das opgoes é dobrado: 2-3 = 6.
Além disso, uma matriz de Pauli associada & matriz
de Dirac pode ter sinal positivo ou negativo, o que
multiplica o nimero das opgoes por quatro. Entao, o
numero total das representacées em 141 dimensoes
¢ determinado como 6 -4 = 24. No caso de 2+1
dimensoes a equacao de Dirac possui trés matrizes:
B, a1 e as. O nimero de opgdes de escolha de trés
elementos do conjunto de trés elementos, levando
em conta a ordem dos elementos, é 6. Além disso,
uma matriz de Pauli associada a matriz de Dirac
pode ter sinal positivo ou negativo, multiplicando o
nimero das op¢oes por 8. Entao, o ntimero total das
representacoes em 2+1 dimensoes é determinado
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como 6 -8 = 48. Como vemos, o ntimero de repre-
sentagoes distintas da equacao de Dirac nas baixas
dimensoes nao é grande, permitindo fazer uma des-
cricao completa das representacdes com o uso de
ferramentas mateméticas bastante simples. Acha-
mos que este tipo de investigagdo é compreensivel
a alunos de graduacao que possuem conhecimento
acerca de conceitos basicos de relatividade especial
e da mecanica quantica e com intencao de especia-
lizacdo na area de fisica tedrica.

Neste trabalho consideraremos a equacgao de Di-
rac em 1+1 dimensbes. Propomos uma classificagao
unificada das representagoes e determinaremos to-
das as transformacGes unitarias entre elas na forma
explicita. A estrutura algébrica do conjunto das
transformacoes serd estudada. Apresentaremos a
forma mais geral das matrizes de Dirac em 141
dimensoes e discutiremos isomorfismos destas ma-
trizes. Apresentaremos também algumas aplicagoes
dos resultados obtidos neste trabalho.

Foi observado que, em trabalhos envolvendo a
equacao de Dirac em 141 dimensoes, sdo usadas
varias representacoes e em alguns casos surge uma
necessidade de transicdo entre representacgoes. Ve-
mos que uma descricdo completa das representacoes
pode ser usada como um ponto de referéncia para
estudos nesse tema. Mencionamos alguns traba-
lhos onde sdo usadas diferentes representacoes. Por
exemplo, no trabalho [11] é discutida a equacao
de Dirac em 141 dimensoes com potencial elétrico
Vo = —q|x|. Para a busca de solugoes da equagao,
é usada a representacdo das matrizes de Dirac
B =0c', a =02, mas para a discussdo do limite ndo
relativistico é usada a representacio = o3, a = o,
chamada de representacao “padrao”’porque 8 tem
forma diagonal nesta representagdo. Uma trans-
formacdo entre as duas representacoes é indicada de
forma implicita no trabalho [11]. No trabalho [12] é
considerada a equagao de Dirac em 141 dimensoes
com potencial escalar Vs = g|z|. Para a busca
de solugoes da equacdo, é usada a representacao
das matrizes de Dirac f = ¢!, a = o2, chamada
por alguns autores, como o da Ref. [13], por exem-
plo, de representacao de Jackiw-Rebbi. Para a dis-
cussao do limite ndo relativistico é usada a re-
presentacio 8 = 03, a = o2. No trabalho [12] é
apresentada também uma transformacao unitaria
entre as duas representacdes na forma explicita

g i 11

vl 1) No artigo |14] é discutida a
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equacao de Dirac com potencial confinante e indi-
cado que a representacio 3 = o', a = ¢ é mais con-
veniente para discussdo de aspectos supersimétricos,
mas a representacio 5 = 02, a = o2 é mais ttil
para observacao de relagoes entre os casos de 1 + 1,
241 e 3+ 1 dimensdes. No artigo [15] sao discuti-
das as condigbes de contorno para uma particula de
Dirac em uma caixa unidimensional. No trabalho
sdo usadas a representacio = 03, a = o', cha-
mada de representacdo de Dirac e a representacao
B =o', a =03 chamada de representacao de Weyl.
No trabalho ¢é indicado também que para discussao
do limite nao relativistico é mais conveniente a uti-
lizacdo da representacgao de Dirac.

Outra motivagdo do nosso trabalho é o interesse
atual no tema da equacdo de Dirac em 141 di-
mensoes. Recentemente a equacdo de Dirac, ou a
equagao do tipo Dirac em 141 dimensoes, sdo ativa-
mente utilizadas em estudos nas areas de matéria
condensada e fisica atomica e molecular, para a
descricao de sistemas em baixas dimensoes que de-
monstram comportamento relativistico de particulas
ou quasi-particulas. Mencionamos alguns trabalhos
recentes desta linha de pesquisa. No trabalho [16]
sao consideradas as particulas de Dirac em uma
dimensao com massa e velocidade dependentes da
posicao. E demonstrado que as solugoes do tipo esta-
dos ligados no continuo sdo possiveis apenas quando
uma relagao especial entre massa e velocidade das
particulas é satisfeita. No trabalho [17], é estudado
um hamiltoniano unidimensional do tipo Dirac, com
massa e velocidade na forma de degrau. Sao de-
terminadas as extensoes auto-adjuntas fisicas desse
hamiltoniano e sdo apresentados os seus espectros.
E discutida uma transicdo através de heteroestrutu-
ras unidimensionais descritas pela equacao de Dirac.
No artigo [1§], é demonstrado que o limite de con-
finamento da particula de Dirac de uma dimensao
espacial sujeita ao potencial vetorial e escalar é
Ac/V2, onde A\¢ é comprimento de onda Compton
da particula. A validade do limite de confinamento
¢é estendida para os potenciais nao simétricos. No
artigo [19], é construido o operador de “time of
arrival”conjugado ao hamiltoniano que descreve a
particula relativistica de spin 1/2 de uma dimensao
espacial. No artigo é demostrado que o operador
construido consiste de um termo T cuja acao é a
mesma do caso de spin-0 e outro termo To que
comuta com o hamiltoniano. Impondo a condicao
de invariancia relativa a inversao da paridade no
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operador de “time of arrival”, o operador contém
somente o termo 7. No trabalho [20], ¢ considerada
a equacao de Dirac em 141 dimensoes com potenci-
ais mistos vetorial-escalar-pseudoescalar da forma
quadrada, que representam a mais geral estrutura de
Lorentz do potencial matricial. E demonstrado que
a existéncia de estados ligados é condicionada pela
magnitude do potencial pseudoescalar que possui
um valor critico.

3. A Equacao de Dirac em 1+1
Dimensoes

Apresentamos a equacdo de Dirac em 141 dimensoes
na forma hamiltoniana

Hyp = [—iad) + Bm] Y = ey | (53)

onde sdo usadas as unidades naturais, «, 5 sdo as
matrizes de Dirac e 0y = 9/0x'. A Eq. descreve
tanto particulas quanto antiparticulas. A solugao da
Eq. para particulas pode ser escrita como:

_ —ipx _ _ 2
Vi =€ PTuy, e1 =po=/m? +pj

e para antiparticulas como:

¢— = eivap7 E— = —po= — \/ m2 +p% )

onde pr = p ot = pox’ +prat e Up, Vp SA0 Spinores
constantes que obedecem as equagoes:

[—ap1 + fm]u, = equy, [apr + mlv, =e_v, .

(54)

As matrizes de Dirac 3, a néo sdo definidas de forma

unica. Uma das escolhas das matrizes de Dirac de-

termina uma certa representacao. Os spinores de

Dirac nas representacoes distintas sao relacionados

por uma transformacéo unitaria U:

v=Uy, UlU=1. (55)

Se 1 obedece a equagao de Dirac , entao 1;
obedece a equacao

[—z’aal + Bm} b=cp, (56)

onde

B=UpUt, a=UaU'. (57)

Representagoes da Equacao de Dirac em 141 Dimensdes

Para particulas e antiparticulas temos as relacoes
entre as representagoes distintas:

Vp =Uty = e~ P U, = e Py, U, = U, ,
_ | | (58)
Yo =Uy_ =eP"Uv, = "0y, v, =Uv, . (59)

As matrizes de Dirac 5, a sdo hermitianas

g =5, af =a (60)
e obedecem as relagoes
BF=a’=1, {o,f} =af+PBa=0. (61)

As condicoes , s&o obedecidas particular-
mente pelas matrizes de Pauh’lﬂ da Eq. . As duas
matrizes de Dirac 5, a podem ser escolhidas arbi-
trariamente entre as trés matrizes de Pauli. Uma
certa escolha das matrizes determina uma repre-
sentacdo de matrizes de Dirac e a correspondente
representacao do spinor.

4. Notacgao e Classificacao de
Representacoes

Apresentamos todas as representacoes das matrizes
de Dirac na forma explicita como:

B=sc', a=tol; s==+1, t==+1,

i,j=123;1#7. (62)
As representacoes definidas por 8 = o' e a = o7
com ¢;;; = +1, denominaremos de representagoes
ciclicas, e com g;j; = —1, denominaremos de re-
presentacoes anticiclicas, sendo €;5;, o simbolo de
Levi-Civita, €123 = +1. As representagoes com valo-
res s = +1 et =+1 da Eq. , denominaremos
de representagoes principais. As representacoes com
s=—1e/out = —1 chamaremos de representacoes
nao principais. Para as matrizes de Dirac 3, o e
spinores @ em uma certa representacao usaremos a
notacao:
6[@1}’ a[iq]; u[piq]’ v}[jq} ,

onde o indice i representa um quarteto de repre-
sentagbes em que (3, « sdo associadas as mesmas
matrizes de Pauli. Para as representacoes ciclicas
utilizaremos ¢ = 1,2,3 e para as representacoes
anticiclicas utilizaremos ¢ = 4, 5, 6, conforme a Ta-
bela . O subindice ¢ indica as representacoes

1O caso mais geral da forma das matrizes de Dirac é discutida separadamente no Apéndice.
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Tabela 1: Representa¢des principais: ciclicas e anticiclicas.

Representacoes Representagoes
pciclicasg p @ FYO =8 Fyl = fa EEltiCiClng,S p @ ,YO =8 Fyl = fa
1 ol o7 ol io® 4 ol o ol —io?
2 o2 o o? iot 5 o? ot o? —io?
3 o3 ot o? io? 6 a3 o ol —io!

nao principais, com ¢ = 1,2, 3, o valor ¢ = 0 é re-
servado para representacoes principais, conforme a
Tabela . Para as manipulag¢bes com objetos das
representacoes principais utilizaremos uma notacao
simplificada sem o subindice “0”: gl alf; ul[ﬂ, Uz[;i].

Tabela 2: Representagcbes ndo principais.

q s t
0 +1 +1
1 +1 -1
2 -1 +1
3 -1 -1

5. Transformacgodes Unitarias entre
Representacoes

Nesta secdo determinaremos as transformagcoes
unitarias entre as varias representacoes da forma

1] Para uma transformacgao de ug‘ﬂ para uz[,jT}
usaremos a notagao Uj, ;, : u][;q] — ul[,ﬁ], tal que:
ugr} = UjT,iqu;[;iq] .

Indicaremos algumas propriedades das trans-
formacoes. Para uma escrita compacta das férmulas,
utilizaremos uma notac¢do condensada do simbolo
das representacoes: [i;] = [a], [jr] = [b], ... . Es-
crevemos uma regra de composicao de duas trans-
formagoes. Sendo

o) = Ual§, ol = Uy

obtem-se
’LLZ[;:} = Uchbaugl] .

Por outro lado, ao utilizarmos a expressao
C a
uj[g] = UCau[p] )

chegamos a

Uca = chba . (63)

Indicamos que a transformacao do tipo U,, repre-
senta uma transformacgado identidade que é represen-
tada por uma matriz unidade.
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Para a conjugacao hermitiana das matrizes das
transformagoes temos:

ul[)b] = Ubau][?“] ,

portanto

Ugaul[)b] = uz[ja] .

De outro modo

ul[)a] = Uabugj] 5

portanto
Uay = U}, (64)
Com o uso da regra de composicdo das trans-
formacoes podemos escrever no caso geral:

Ujviq = UjrjoUjoio Uioiq : (65)

rig
Entao, para determinar as transformagoes entre duas
representagoes no caso geral, é suficiente determinar
separadamente as transformagoes entre todas as re-
presentacoes principais, as transformacoes do tipo
Ujyio» € as transformacoes entre uma representacao
principal e as representacdes nao principais dentro
de um quarteto, isto é, as transformacoes do tipo
Uioiq e Uj, jo-

Para encontrar as transformacoes na forma
explicita, decompomos U na base (c%, %), onde

0

o' sdo as matrizes de Pauli e ¢V é a matriz unidade

2 X 2:
U = aﬂa":aoa()%—aia"
ap+asz ai; —ia
= (foTm TR L, eC. (66)
a; +a2  ap—as

Nesta decomposicdo a matriz U é definida por 4
coeficientes Q- Juntando os coeficientes a, em um
objeto de 4 componentes, escreveremos também U
na forma:

U= (a/J«) = (a07a17a27a3) = (aﬂaai) = (a/()va:)
(67)
Sendo U unitéria, UTU = 1, os coeficientes a,, devem
satisfazer as condigGes:
lao|* + @ - @ = |ao|* + |a1|?
+lagf® +as* =1, (68)
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apa; + ajag + a,agicn;

Representagoes da Equacao de Dirac em 141 Dimensdes

Apresentaremos também as seguintes relagoes teis
para célculos:

=asd+dap+id" xad=0. (69)
Uol — 1 L3
o ago +a; — zaga + iazo” = (a1, ap, ias, —iaz) , (70)
Uo? = ago? +iaio® +as — ZCL30' = (ag, —tas, agp,ia1) ,
Uos® = a003 —ia10? 4 iago! + a3 = (as,iag, —iay,ag) ,
olU = ago! 4 a1 + iago® — iaso? = (a1, a9, —tag,iag) ,
oc?U = apo? —iao +as+ iaga (ag,ias, ag, —iay) ,
d3U = ago® +ia10? —iago! + az = (a3, —iag, ia1, ag) |
[al, U] — 24903 — 2iazo?, [0—2, U] = —2ia10° + 2iazo’, [03, U} — %ia10? — 2iago! (71)
LU =2ap0" +2 2, U} = 2a90* + 2 3,U} = 2a90” + 2 72
o, = 2ap0" + 2a1, 07, = 2a00° 4 2a2, y0°, = 2a00° + 2a3 , (72)
onde, os colchetes [, | designam o comutador, definido por [A, B] = AB+BA.
5.1. Transformacses entre Representacgoes Com o uso das Egs. (70) obtemos:
Principais
L . ~ as, a3, ag, —ia ai,ag,1a3, —ia
Primeiramente consideraremos as transformagoes en- (a2, tas, ao, 1) (a1, ao, a3, 2)
tre as representagoes principais. Para a determinacao (a3, —iag,iar,a0) = (az,—ias,ap,ia1),
da forma explicita das transformagoes, usaremos as
Eqs. (57) escritas como: que resulta em
ﬁb]Uji — jiﬁ[l], ! Uy = Ujia[z] ) (73) » '
ap = a3, a1 = az € apg =way, az = ay ,
Dividimos este problema em duas etapas. Na pri-
meira etapa defermlnaremos as tra{ls.formagoe's /en.tre portanto
as representacoes dentro do setor ciclico e anticiclico, .
na segunda etapa determinaremos as transformagoes ap = az = az = —tao - (75)
entre as representacgoes ciclicas e anticiclicas. .
P ¢ Para satisfazer a Eq. temos:
5.1.1. Transformagoes do Setor Ciclico ) 1.
'SR T — — 7
(Anticiclico) 4lagl* =1=ao = 2¢ 7 (76)

Iniciamos com a determinacao das transformagoes
entre as representacoes do setor ciclico. As trans-
formagoes entre as representacoes do setor anticiclico
serdo obtidas como consequéncia dos célculos. Para
a determinacao da transformacao Us; : uj[gl] — ui[?]
da Eq. e da Tabela (1)) temos:

Us : 02U = Us!, 0°U = Uc? (74)
1l 1—-i i1
U = 5¢ (—i—i—l 14

1 . e [ 1 —€i/?

= 56290\/56 7'71-/ ( 1 6i7r/2
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_1i<p
—56

> 1 e z7r/4<1 _Z>
Noa 1o

onde €¢ é um fator de fase arbitrario, portanto
1 i S
U1 = ¢ (1, =i, —1,—17) .

Substituindo os coeficientes das Egs. , na
Eq. , obtemos:

ﬂe—zﬁr/ll

\/iefiw/ll

_ﬁeiﬂ/4
\/ieiw/4
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Impondo ¢ = 7/4, temos

1 .
U21 = 56’”/4 (1, —i, —’i,

(77)
Na Eq. ¢é introduzida também a notacdo Uy
para esta matriz, a qual serd usada nos calculos
futuros.
A matriz inversa é determinada pela Eq. :

1 1 1
Uiz :U21:\/§<i —i)
= %e_i”ﬂl (1,4,4,1) = Uo . (78)

Notamos que a Eq. escrita na forma

oU =Uo?, 0*U =Uc?
pode ser interpretada como a transformacao Ugs :
[5] — uz[g] do setor anticiclico, portanto

Para a determinaiéo da transformagéo Uso

[ N u;E,] da Eq. (73] e da Tabela temos:
Usy : 03U = Uo?, o'U =Uo?® . (80)

A Eq. escrita na forma

olU =Uo?, 63U =Uo?,
pode ser interpretada também como a transformacao
Uy : [6] — ugq do setor anticiclico.

Para a determinacdao da transformacao Uis
[ I ull da B . :
D q. (73) e da Tabela ([1)) temos:
Uz : o'U =Uo%, o°U=Uc". (81)
A Eq. escrita na forma
o?U =Ust, o'U =Uo?,

pode ser interpretada como a transformacao Usy :
u,[,4] — ug’] do setor anticiclico.

Realizando célculos semelhantes aos anteriores,
chegamos a mesma condicao da Eq. para os

coeficientes a,, portanto

Usg=Uiz =Up, Uz =Us1 = U} . (82)

Uss = Usy = Uy, Ups = Uss = US . (83)
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Notamos que as transformacoes sdo determinadas
a menos de um fator de fase arbitrario. Para refletir
este fato, em vez do sinal de igualdade usaremos
o simbolo ~ que significara igualdade a menos de
um fator de fase arbitrario. Unimos os resultados
dos célculos das transformagoes do setor ciclico e
anticiclico em expressbes compactas:

U212U322U132U542U652U462U0
1 1 — 1 L

_\/§<1 ; >_2(1,—z,—z,—z), (84)

Uty = Ups = Usy = Uys =~ Usg = Ugy ~ U

:\}ic _11,):;(1,@,2’,2') . (85)

Notamos que, a partir da regra de composicao da
Eq. , temos

U21Urg = Uss, UroUas =

portanto, das Egs. e , obtemos

vz ~uj, Ul

U13 )

~ Uy . (86)
5.1.2. Transformacdes entre Representacoes
Ciclicas e Anticiclicas

Determinaremos as transformagoes entre as repre-

sentacoes ciclicas e antlclchcas Inlclamos com a
5 . g [6]

transformagao Usg : up — up Da Eq. (73) e da

Tabela (1)) temos:

Up : 02U = Uo?, 6°U =Uo? . (87)
Usando as Egs. ([70]), temos
(af27ia37a07 _ial) = (G;g,iGQ, _iahaO) 5

((13, _ia27 ial? ao) = ((12, _ia?n ao, ial) y
que resulta em
apg = —ia1, a2 = a3 € ag = tay, ias = ias ,

portanto
aozale, a2 = as .

Para satisfazer a Eq. temos

2]a2|2:1:>a2:a3:

9]
X
SI%

Impondo ¢ = 0, obtemos

Uy = — (0,0,1,1)

1 1 1 —
R A
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Notamos que
Uss = Ul = Uss . (89)

Para a determinacdo da transformacao Usy

u1[74] — u1[03] da Eq. (73) e da Tabela temos:

Usy: U =Uo?, 0'U =Uo? . (90)
Com o uso das Egs. ([70]), temos:

((Il, ag, ’iag, —’iag) y

(CL3, ’L'U,Q, _ialy CLO) 5

(a3, —iag,tai,ap) =

(a1, a0, —iag,iaz) =
que resulta em
ap = —iag, a1 = az e ag = iaz, a] = as ,

portanto
a0:a2:(), a]p = as .

Para satisfazer a Eq. temos

2]a1* =1 i
a = = Q] =09 = —— .
1 1 3 /2

Impondo ¢ = 0, obtemos

1 1 (1 1
U34:ﬁ(0,1,0,1):2<1 _1>. (91)

Notamos que
Usy = Uly = Uss . (92)
Para determinacao da transformacdo Uqs : uz[?] —
ul[,l] da Eq. e da Tabela temos:
Uis : 0'U = Uo?, ¢*U =Uc' . (93)
Com o uso das Eqgs. ([70)), temos

(a1, a0, —ias,iaz) = (a2, —ia3,ao,ia1),

(az,ias,ap, —iay) = (a1,a0,ia3, —iaz),
que resulta em

ag = —’[;(1/37 ap = ag eaoziag, ayp = az ,

portanto
ag=a3 =0, a; = as .

Para satisfazer a Eq. temos
e

2P =1=a=a =—,
| 1| 1 2 \/é
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Impondo ¢ = 0, obtemos

1 1 0 1—1
Uis=—(0,1,1,0) = — .
15 \/5(’ s Ly ) \/§<1+’L 0
(94)
Notamos que
Uis = Uy = Us; . (95)

. ~ 4
Agora determinamos a transformagao Uay : ul[g] —

u;[?]. Da Eq. e da Tabela temos:

Up : 0?U = Uo?, 0°U =Us? (96)

Com o uso das Eqs. ([70)), temos

(a2,ias, ap, —iay) (a1, ap, a3, —ias),

(as, —iag,ia1,a9) = (as,iaz, —iai,agp),
que resulta em

as =ay, tag=agea; =0, aa =0,
portanto
ar =ags =0, ag = —tag .
Para satisfazer a Eq. temos
i i

2\@0]2:1:>a0:f/<;:>a3:—if/;,

portanto
U24:3;(1,0,0,—i):f/§ ( 10*1 13@, > .

Impondo ¢ = 0, temos:

1 1—4 0 1
— .| =—=1(1,0,0,—%) .
V2 < 0 1412 > V2 ( 1)
(97)
A transformacao inversa é determinada de acordo

com a Eq. (64]):

Usy =

U =UJ, .
Observamos que as equagoes escritas como
U =Uo®, 0*U =Uc?,

podem ser interpretadas como as relagdes para a

(3] [6]

determinacdo da transformacao Us3 : up — up
portanto
Uss = Uls = Una, Usg = Uly = U, = Usy . (98)
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Para a determinacdo da transformacao Uig
4 b e da Tabela temos:

Up —>up] da Eq.
Ug: 0'U = Uo?, 0*U =Uo? . (99)
Com o uso das Egs. (70]), temos

(a3a ia23 _iala (IO) 5

(CLQ, 7ia3a ap, ial) 3

(ala ao, _ia?)a ia2) =

(CLQ, iag, ag, *ial) =
que resulta em
a1 =asz, ag =tas ea; =0, a3 =0,
portanto
a1:a3:0, agz—iao.
Para satisfazer a Eq. temos

e’ ey

— =y = —1— .
V2T R

2|a0\2:1:>a0:

Impondo ¢ = 0, obtemos

1 , 1 (1 -1
U16:\/§(1,0,—z,0):\/§<1 . ) (100)

A transformacao inversa é determinada de acordo
com a Eq. (64]):

_ g7t
Observamos que as equagoes (99) escritas como
U =Ud?, o'U = Ud?,

podem ser interpretadas como as relagoes para a
2] (5]

determinacao da transformacao Usa : up® — up
portanto
Usy = Usg = Uls, Ups = Uly = Ul = Ug . (101)

Para a determiﬁéo da transformacdo Uyy
73)

u,[)4] — ul[,l] da Eq. (73)) e da Tabela temos:

Uy :o'U=Ucdt, o’U =Ud? (102)
Usando as Egs. ((70]), temos

(ala ap, Y:CL3, 77:0’2) 3

(a3, iaz, —iai, ap) ,

(ah ap, 7ia3a ia?) =

(CL2, Z.a37 ap, _ial) -
que resulta em

as = a3 =0 e as = as, taz = a9,
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portanto
a2=a3=0, alziao.

Para satisfazer a Eq. temos
el el

—, a1 = 1= .
V2 T e

2ao)* =1 = ag =

Impondo ¢ = 0, obtemos

1 1 1 4
Uyy=—(1,4,0,0) = — | . . 103
14 ﬂ( ) \/i < i1 ) ( )
A transformacéo inversa é determinada de acordo

com a Eq. :
Un =Uj, .
Observamos que as equacoes escritas como
o?U =Uo?, o'U = Uc?

podem ser interpretadas como as relagdes para a

determinacdo da transformacio Uss : ug’] — uz[;r)},
portanto
Uss = Uy = Uls, Uss = Uly = Ul, = Uy . (104)

Todas as transformagdes entre representacoes
ciclicas e anticiclicas sdo apresentadas nas Tabe-
las e na forma matricial, e na Tabela na
forma de componentes. Apresentamos também as
propriedades das transformagdes:

Usy = Ussz, Uzs = Us2, U5 = Us (105)

Ui = Uls, Upy =Uls, Uy =Udy . (106)

5.2. Transformacoes entre Representacoes
dos Quartetos

Nesta secdo consideraremos as transformagoes entre
uma representacdo principal e as representacées nao
principais dentro de um quarteto, as transformacées

do tipo Uj;,. Usaremos as Eqgs. na forma:

ﬁ[io}Uioiq = Uioiqg[iq}’ a[io]UiOiq = ioiqa[iq] .
(107)
Determinaremos as transformacodes com ¢ = 1, isto

¢, Uyy1,. Para ¢ = 1, da Eq. (107)) e da Tabela
temos:

¢g=1:0'U=Uc", —c°U =Us? (108)
ou

[O’l,U] =o'U-Uc! =0, {02,U} =?U+Uc?=0.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 3, 3312, 2016



e3312-14 Representagoes da Equacao de Dirac em 141 Dimensdes

Tabela 3: As transformagdes U;; das representagdes anticiclicas para as representagdes ciclicas na forma matricial.

Uij j=4 j=5 =6
N L 01— L1 1
V2 1 1 V2 1+ 0 V2 1 1
iy o (1-i 0 L1 A
V2 0 1+ vzl -1 1 V2 i —1
1

- 11 L 1 —i L 1+i 0
= 2\ 1 -1 2\ —i 1 V2 0 1—i

Tabela 4: As transformagdes Uj; das representagdes ciclicas para as representagdes anticiclicas na forma matricial.
Ui i=1 i=2 i=3

., a1 L (1+i 0 L (11
J s\ —i 1 3\ 01— {1 -1

j=5 1 0 1—1 a1 (1 -1 1 1 ¢
V2 \ 1+i4 0 vzl 1 vz i 1
-6 L1 L1 =i L 1-i o0
vz -1 1 vz \ ¢ -1 2 0 1+

Tabela 5: As transformagdes entre representacdes ciclicas e anticiclicas U;;, U;; na forma de componentes.

U, _j=4 =5 _j=6
=T 5 (1.7.0.0) % (0.1.1,0) % (1,0, —4,0)
,L:Q 7%(170707 _7’) 1%(1’0’7’70) ?(0307171)
i=3 72(07170’1) 72(177%070) 72(1707072)
Uji i=1 1=2 1=3
- 1 - 1 - 1
‘ =4 ﬁ(la_lvovo) F(laovovz) ?(0517071)
.7' =5 ﬁ(ovlvlao) 7?(1707_7170) ﬁ(L%OvO).
i=6 L@oi0 Lo011y 2(100-)
Com o uso das Egs. (71]) e (72)) obtemos que da

aO:a1:a3:0.

ag=a3=0; ag=az =0
2 3 » 70 2 ’ Para satisfazer a Eq. temos:

que da lag| =1 = ag = € .
ap = az = az = 0.
Escolhendo ¢ = 0, obtemos
Para satisfazer a Eq. temos: 7

Uy, = (0,0,1,0) = o2 . (111)
Para ¢ = 3, da Eq. (107) e da Tabela temos:
¢=3:—0'U=Us', —0*U =Uo? (112)

la1| = 1= ay =€ .

Escolhendo ¢ = 0, obtemos

Ure1, = (0,1,0,0) = o . (109) o
1 _ 2 _
Para ¢ = 2, da Eq. (107) e da Tabela (1)) temos: {U ’U} =0, {U ’U} 0.
Usando as Eqgs. e obtemos
¢g=2:—-0'U="Us', c*U =Uo? (110)
ag=a1=0; ag=as =0,
o ue da
{Ul,U}:O, [0'2,[]}:0. 4

apg — ap = ag = 0.
Com o uso das Eqgs. € obtemos Para satisfazer a Eq. temos

ap=a1=0; ag=a3=0, las| =1 = a3 = €% .
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Escolhendo ¢ = 0, obtemos
Uiy1; = (0,0,0,1) = ¢ .
As Egs. escritas como
—0?U =Uo? oc'lU=Uc' 1 q=2

(113)

podem ser interpretadas como as relagées para deter-
minagao da transformacao Uss, do setor anticiclico,
portanto

U5052 == U1011 = O’1 (114)

As Egs. (110]) escritas como
o?U =Uc? —c'U=Uos':q=1

podem ser interpretadas como as relagoes para deter-
minagao da transformacao Uss, do setor anticiclico,
portanto

Usys, = Uty1, = 0 (115)

As Eqgs. (112]) escritas como
—0?U =Uo?, —c'U=Ucl:q=3

podem ser interpretadas como as relagées para deter-
minagao da transformacao Us,s, do setor anticiclico,
portanto

(116)

Para determinar as transformacdes com i = 2,3
do setor ciclico e as correspondentes transformagoes
com i = 6,4 do setor anticiclico procedemos de
forma semelhante e obtemos os resultados:

3
U5053 = U1013 =0

=02, Usya, = Ugys, = 0°,
ol. (117)

Usp2, = Usy6,
U2023 = U6063 =

3 1
U3()31 - U4042 =0, U3032 — U4041 =0,

U3033 = U4043 = 0'2. (118)

Os resultados dos calculos das transformagcées do
tipo Uiy, sao apresentados na Tabela @
Observamos que

Uio,iq = Uiq,io . (119)

Tabela 6: As transformacdes U,
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6. Estrutura Algébrica do Conjunto das
Transformacgoes Unitarias

Nesta secao estudaremos a estrutura algébrica do
conjunto das transformagoes unitarias entre as véarias
representacoes. Antes disso, daremos uma nocgao de
grupos como entidade matematica para os leitores
que nao tem conhecimento neste campo. Textos
introdutorios sobre este assunto podem ser encon-
trados, por exemplo, nas Refs. [21] e [22].

6.1. Defini¢oes Basicas da Teoria de Grupos

Um conjunto de elementos G em que ¢é definida uma
operagao (x ), entre dois elementos, forma um grupo,
se, para seus elementos é satisfeito o seguinte sis-
tema de axiomas:
1. Sejam ¢g; e go elementos de G, entdao o elemento
g1 X go também pertence a G:

Vgl,gg S G, g1 X g2 € G. (120)
2. Para todos os elementos pertencentes a GG, é satis-
feita a lei de associatividade, isto é, para quaisquer

trés elementos g1, g2 e g3 pertencentes a GG, é satis-
feita a relagao:

Vg1, 92,93 € G, (g1 X g2) X g3 = g1 X (g2 X g3) .
(121)

3. Existe o elemento neutro e em G:
JeeG: VgeG, exg=gxe=g. (122)
O elemento neutro e é nico.

4. Para cada elemento g em G existe um elemento
inverso ¢g~! que também pertence a G:

VgeG, g7 igxgt=g"

O elemento inverso g~! é tnico.

entre uma representacdo principal e as representacdes n3o principais para os quartetos

05tq
indicados por i.
Uig,iq g=1(+-) q=2(—+) g=3(——)
i=1 o0'=(0,1,0,0) o°=(0,0,1,0) o°=(0,0,0,1)
=2 o? ol ol
i=3 o3 ol o?
i1 =4 ol o3 o?
1 =25 o? ol o
i1=26 o3 o? ol
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O axioma 1 é denominado de axioma de fecha-
mento, o 2 de associatividade, o 3 de elemento neu-
tro e o 4 de elemento inverso.

Se para os quatro axiomas acima ¢é adicionado um
axioma de comutatividade:

5. Para quaisquer elementos g1 e go pertencentes a
G, é satisfeita a relagao:

Vg1,92 € G, g1 X g2 = g2 X g1, (124)

o grupo é denominado de grupo comutativo ou abeli-
ano. Se um grupo nao obedece o axioma de comuta-
tividade, ele é denominado de grupo ndo comutativo
ou ndo abeliano.

Se um subconjunto G’ de G é fechado sob a
operagao (x), isto é, para todos elementos g} e
gy de G’ temos que ¢} X g5 também pertence a G':

V91,95 € G', g1 x g5 € G, (125)
entdo, G’ forma um grupo e é denominado subgrupo
de G.

Apresentamos alguns exemplos simples de grupos.

1. O conjunto de numeros inteiros Z com a
operagao de soma, que designamos por (Z,+). E
simples verificar os axiomas acima. A soma de quais-
quer dois ntimeros inteiros ¢ um ntmero inteiro. A
operacao de soma para numeros inteiros é associ-
ativa. O elemento neutro em Z é o zero, 0. Para
qualquer ntmero inteiro n o elemento inverso é —n.
Entdo, (Z,+) é um grupo. A soma de dois niimeros
inteiros é comutativa, isto é, o resultado nao de-
pende da ordem dos niimeros somados. Portanto, o
grupo (Z,+) é abeliano.

2. O conjunto de ntimeros reais R com a operagao
de soma, que designamos por (R,+). A soma de
quaisquer dois ntimeros reais é um numero real. A
operacao de soma para numeros reais é associativa.
O elemento neutro em (R, +) é o zero, 0. Para qual-
quer numero real z o elemento inverso em (R, +)
¢ —z. Entao, (R,+) forma um grupo. Por razoes
similares ao exemplo 1, podemos concluir que (R, +)
é um grupo abeliano.

3. O conjunto de nimeros reais positivos Ry com
a operacao de multiplicacdo, que designamos por
(R4, +). O produto de quaisquer dois nimeros reais
positivos é um nimero real positivo. A operacio de
multiplicacdo para nimeros reais positivos é associ-
ativa. O elemento neutro em (R4,-) é a unidade, 1.
Para qualquer ntimero real x o elemento inverso em
(Ry,-) é 1/z. Entao, (R4, ) forma um grupo. O pro-
duto de ntimeros reais positivos é comutativo, isto
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é, o resultado nao depende da ordem dos niimeros
multiplicados. Portanto o grupo (R, -) é abeliano.

Agora apresentamos alguns exemplos de subgru-
pos.

1. Nos exemplos 1 e 2 acima mostramos que o0s
conjuntos Z e R com a operagao de soma formam
grupos. Z é o subconjunto de R, portanto Z é um
subgrupo de R.

2. Consideremos o conjunto de todos os niimeros
impares com a operacao de soma que é um subcon-
junto de nimeros inteiros. Este conjunto ndo forma
um grupo, pois a soma de dois niimeros impares é
um numero par. Portanto, o axioma de fechamento
nao é obedecido. Entretanto, a situacdo é outra com
o conjunto de todos os nimeros pares, que também
é um subconjunto dos niimeros inteiros. Ele obedece
os axiomas de grupo: a soma de dois nimeros pares
é um numero par, a operacdo de soma de nimeros
pares é associativa, o elemento neutro é o zero, o ele-
mento inverso para um dado ntimero par é o niimero
com o sinal oposto. Portanto, o conjunto de todos
ntmeros pares é um subgrupo de ntimeros inteiros.

6.2. Estrutura Algébrica do Conjunto das
Transformacoes

O conjunto que consideraremos nesta se¢do é o con-
junto das transformacdes unitarias entre as varias
representacoes das matrizes de Dirac que foi ob-
tido nas sec¢oes anteriores. Cada transformacgao é
representada por uma matriz unitaria. Uma acéo
consecutiva das transformagoes, que introduz uma
composicao de transformagoes, é definida como o
produto usual de matrizes. Nosso objeto de estudo
é o conjunto de matrizes unitarias indicado na Eq.

(65):

Uj,i, = UjrjOUjOiOUiOiq . (126)

rig
Entre os elementos do conjunto é definida uma
operacao de multiplicagao: o produto matricial. O
produto de matrizes é uma operagdo associativa.
Sendo U transformagoes unitarias, as transformagoes
inversas sdo definidas por U~! = UT. Ressaltamos
que entre as matrizes na Eq. estd presente
também a matriz unidade.

Na investigacdo da estrutura do conjunto ndo dis-
tinguiremos as transformacdes que diferem por um
fator de fase. Em outras palavras, diremos que as
transformagoes que diferem por um fator de fase
pertencem a uma mesma, classe de equivaléncia, que
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denotamos pelo simbolo ~
U~ €U .

Primeiramente, observamos que o conjunto que
inclui as matrizes de Pauli ¢ e a matriz unidade o?,
representado por o# = {ao,ai}, forma um grupo
em classes de equivaléncia, porque

otV ~ ot . (127)

O conjunto de trés transformacdes {00, Uy, Ug }
também forma um grupo em classes de equivaléncia,
porque

U ~Ul, U ~ Uy,

que foi indicado na Eq. .

(128)

6.2.1. Estrutura do Setor Ciclico
(Anticiclico) das Transformacgoes

Na primeira etapa discutiremos as transformagoes
entre as representacoes do setor ciclico (anticiclico).
Qualquer transformacao, inclusive as transformacoes
inversas, no setor ciclico (anticiclico) pode ser apre-
sentada em uma das formas:

ota¥a”, ohUyo", U“UJO'V.

Levando em conta a Eq. (127]), temos:

otolo? ~ gho? ~ o .

Portanto, o conjunto das transformacoes do setor
ciclico (anticiclico), que denotamos por X, tem a
forma:

X = {0'/\, o'Upc”, UaUgU’B} ) (129)

Além disso, por calculos diretos pode ser demons-
trado que

olUy ~ Uyo?, 0*Uy ~ Ugo!, 03Uy ~ Upo? (130)

U(;ro1 ~ 03U(;r, Ugo'2 ~ O'IUg, Uga?’ o~ 02Ug ,
(131)
que expressamos de forma simbédlica como:
Uy ~ Uyo”, (;’“U[;r ~ Uga” . (132)
Denotaremos os subconjuntos do conjunto X por:

C= {U)‘}, A ={o"'Uyo"}, B = {UO‘U(;[J’B} .
(133)
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Usando a Eq. (127)), temos:
Ve, ¢ € C, ciea = ota? ~ ot e C (134)

Ve € O, Vace A, ca=ocd"Uyo”

~ o' Uyo” € A; (135)
ac = oFUyo"o ~ otlUsc” € A ,
Ve € C, Vbe B, cbza)‘U“UgJ”

~ "' Ulo” € B; (136)
be = a“UgJ”aA ~ O"U‘UJO'V/ €B.

Usando as Eqgs. (127)), (130) e (131)), temos:

YVa € A, Vbe B, ab= O'“U()O'VO'QU(J)[O'E
~ a”a”/UoUgaa/aB ~ ot gP ~ gt e O ;
U“Ugaﬁa“an” ~ JaOﬂIUgUQO'M/O'V

/ !
~o¥g" ~oreC .

Usando as Eqgs. (127)), (130), (131)) e a Eq. ,

ba =

temos:
Val,ag S A, a1ag = O"“U()O'VO'QU()O"b7
~ oloV Ulo™ of ~ U“/Ugaﬁl €B;
Vbi,by € B, biby = c*Ulc"cUlo?

~ O"uO'I/U(J)QO'a/O'B ~ cr“/UQUB/ cA.

Entao, o conjunto X contém o elemento neutro e
possui as propriedades:

Ve X, 27l e X; Vo, 20 € X, m120 € X, (137)

que significa que o conjunto X forma um grupo. O
grupo X possui a seguinte subestrutura:

Yai,aa € A, ajas € B;

Vbi,bo € B, biby € A;

VYei,co € C, ciep € C (138)
Ya € A, VbeB, abeC, baeC;
Ya € A, Vee(C, ace A, cac A,
Vb € B,VeeC, bceB, cbe B.

As propriedades de multiplicagdo dos elementos dos
subconjuntos do grupo X sao apresentadas também

na Tabela (7) e na Fig. (1. Das propriedades (130)
e ([131]), concluimos que o grupo X é nao abeliano.

Além disso, de acordo com as Eqs. (127)) e (128)), o

grupo X contém dois subgrupos nao triviais:

Gy = {UO,UO,Ug}, Geo = {o"} . (139)
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Tabela 7: Tabela de efeito de multiplicacdo dos elementos
dos subconjuntos A, B, C do grupo X.

W QX
o QQ
QW | =
> Q W@

<

| __——0
\.B

Figura 1: Esquema da estrutura do grupo X.
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6.2.2. Estrutura do Conjunto Total das
Transformacoes

Agora discutiremos o conjunto total das trans-
formagdes. O conjunto total inclui o conjunto das
transformagoes entre as representacdes do setor
ciclico (anticiclico) X, estudado na sec¢do ante-
rior, e um conjunto das transformagoes entre re-
presentacoes ciclicas e anticiclicas, que denotaremos
por Y. Notamos que as transformacoes entre as re-
presentacoes ciclicas e anticiclicas principais, que
sao apresentadas nas Tabelas , , podem ser
escritas na forma:

U, UUs, UoUy, UUL, UL,
UoUyUy, UpUUS, USUL U, U&UtUJ,

(140)

onde Uy, U0 sdo definidas nas Egs. . e , e
U; é uma transformacao de transicao entre as re-
presentacoes ciclicas e anticiclicas. Para U; é con-
veniente escolher a transformacao Usg, pois Usg =
Uls = Usy:

Ul =U2=1.

Ui = Uy, Up = (141)

Escrevemos cada uma das transformacoes da Ta-
bela na forma de composicao das transformacées

apropriadas utilizando as Egs. (84), e (141):

Uiy = U12Us6Ug4 ~ UJUtUJ, Uis = U12Uz6Ugs ~ UgUtUo, Uie = U12Uz6 ~ UJUt ;

Uas = Uz6Ups ~ UtUS, Uas =

Us6Uss ~ UUy, Uz ~ Uy

Uszy = UzaUs6Upy ~ UoUtUg, Uss = UzaUasUgs ~ UgU Uy, Use = UzaUzg >~ UpUy .

Denotamos os elementos do grupo Gy =

{JO, Uy, Ug} por V;:

Ve Gy, i=0,+1:Vy=0o",

Vii=Uy Vo =0 . (142)
Para V; temos:
YV, Vi € Gy, ViV~ Vi € Gu; Vil ~V; . (143)

As transformacgoes do conjunto (140) podem ser
escritas na forma simbdlica como:

ViUV .

Adicionando ainda as transformagoes ndo principais,

podemos escrever o conjunto Y das transformacoes
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entre as representacoes ciclicas e anticiclicas na
forma:

Y = {c"V;UVjo"} . (144)

Por célculo direto, pode ser demonstrado que

UUU, ~ Ulo®, UULU; ~ Ugo? (145)
ou
UoU, ~ UUl o, UiU, ~ U Uo?
UoUyo® ~ U U], UiU0? ~ U0,
que expressamos simbolicamente como:
ViU, =~ U, Vot . (146)
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Por célculo direto, pode ser demonstrado também
que

e3312-19

Além disso, escreveremos a Eq. (132]) na notagao
usada nesta se¢ao, como

otV; ~ Vo (149)
O'lUt:—UtO'I, O'2Ut:UtO'3, O'3Ut:UtO'2 s ' '
(147) e o conjunto X da Eq. (129):
que, por sua vez, pode ser simbolicamente expres-
sada como X = {o"V;o"} . (150)
O'MUt ~ UtO'V . (148)
O conjunto total das transformacgoes denotamos por:
Q={X,Y}= {JaVkaﬁ, U“ViUtha”} ;4,0 k=0,+1; o, B8, u,v=0,1,2,3 (151)
Usando as Egs. (146), (148) e (149)), temos:
Yy, ye €Y, yiya = o*V,U Vo' o ViU Vio? ~ o*ViU,Via¥ ViU Vio? (152)
~ o"VilUio® V;ViUVio? ~ 0" ViUyo® VieUpVio? =~ o' Vio UEV;0" Vio?
~ UMWUA‘GUVWU’B ~ U“UXViV}VEU’/aﬁ ~ U“IVj/Vlaﬁ/ ~ a“/Vl/aﬁl eX.
Ve € X, WyeY, xy=c"Vie" o VU Vio” ~ c"V;o® U Vi o Vjo? (153)
o ViU, Viu VioN of ~ o' ViU, Vo €Y ;
yr = ViU VioPo"Vio¥ ~ JO‘VkUtVlU“,V}G”
~ VU VVie® 0¥ ~ 6 ViU Vo €Y ;
Ve, xo € X, 129 = U”V,UVJO‘V]-JB ~ JHVZ-U’/Vjaﬁ (154)

!
~ ghg® ViVjo—B ~

Entao, o conjunto €2 contém um elemento neutro e
possui as propriedades:

VweQ, wl e Ywr,ws €9, wiws €Q, (155)

que significa que o conjunto €2 forma um grupo. O
grupo () possui a subestrutura:

Ve € X, VyeY,zyeY,yreyY, (156)
Vyr,y2 € Y, y1ye € X Vo, 22 € X, 122 € X

As propriedades de multiplicagdo dos elementos dos
subconjuntos do grupo ) sdo apresentadas também

na Tabela e na Fig. . Das propriedades ,
, e , concluimos que o grupo €2 é ndo
abeliano. Além disso, de acordo com a Eq. e
as Eqgs. , o grupo {2 contém um subgrupo
nao trivial:

Gx ={d"Ve"} , (157)
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a"IVkaﬂ eX.

que, por sua vez, contém os dois subgrupos nao
triviais:

Gu={Vi}, Go={o"} . (158)

Tabela 8: Tabela de efeito de multiplicagdo dos elementos
dos subconjuntos X, Y do grupo .

QX Y

X Y
Y X

‘Ki ><‘i0
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<

Y
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Figura 2: Esquema da estrutura do conjunto total 2.

7. Forma Explicita de Spinores de
Particula e Antiparticula

O estudo da estrutura algébrica do conjunto de
transformagdes nos leva a conclusdo de que todas
as representacgoes sao equivalentes, isto é, uma re-
presentacao pode ser obtida a partir de qualquer
outra por uma transformacio unitaria. Usaremos
este fato para a determinacao da forma explicita
de spinores constantes em qualquer representagao
a partir de um spinor de uma certa representacao.
Por exemplo, determinaremos a forma explicita do
spinor ug’} de particula na representagao principal
[3]: B =03, a =ol. Resolvemos a Eq. para up.
Escrevemos a equacao na forma matricial
—D1

() (5= (5)

que corresponde ao par das equagdes com respeito
as componentes:

_(5_7”)5_17177 = 07
—p&—(e+m)n = 0.

Podemos expressar a componente 7 como:

. —h
77_( 57

e+ m)

(€Y ( 1
R <”> (@f’;))é'
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portanto,
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Exigindo a normalizagdo do spinor na forma
To —
upup =1,

obtemos

2 p?
¢ i)

_‘£|262+25m+m2+p% _|£|2 2e2 + 2em
(e +m)? (e +m)°
_‘§|2 25(6—|—m)
(e +m)?
2e e+m ;
:‘5‘2(€+m):1:>£: 2 e

onde ¢ é um fator de fase arbitrario. Portanto,

1 e+m
Uy, = _ e’
' <(€+”,;))V 2

B e e+m
2e (e +m) —p1

Impondo ¢ = 0, obtemos:

T I T AT
b nf( -1 )’nf 2e (e +m) (159)

Os spinores em outras representacoes sao obtidos a
ir de ¥
partir de up

minadas na Secao 5:

com o uso das transformacoes deter-

u;[oiq} — Uiq30u1[93] = UiqioUi03ou1[93] ’ (160)

onde as transformagoes U, ;, foram apresentadas na
Tabela (6), e Uiy3, foram escritas na Eq. e na
Tabela .

Escrevendo a equacgdo para spinores de anti-
particula da Eq. na forma:

[—ap1 — Bm| vy, = —e_vp, = e4vy ,

observamos que esta equacao difere da equagao para
spinores de particula pelo sinal oposto do termo
com f. Portanto, se é usada uma representacao
com 3 = so’, o spinor de antiparticula obedece &
equacao para o spinor de particula na representacao
com 3 = —so’. De acordo com a Tabela pode-
mos estabelecer as relagoes entre spinores de anti-
particula e spinores de particula nas representacoes
correspondentes:

vz[f‘ﬂ = ugﬂ, vz[fﬂ = ugo]; vz[fﬂ = ug‘g], ng] = ugl] .
Com o uso das transformagoes U; ;, da Tabela @

escrevemos os spinores de antiparticula a partir do
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spinor de particula da representacao principal cor-
respondente:
op) = ) = U igup?, o = !, (161)

UI[J“] = ug?’] = Uigﬂ-ouz[ff’}, v][j3] = u][_fﬂ

No caso particular da representacdo [3], obtemos,
como um exemplo, a forma explicita do spinor de
antiparticula:

ol = Bl = Bl — Uy 5wl = o1yl

1[ e+m —h1

Notamos que o caso de 2+1 dimensodes ja nao exibe
a propriedade de equivaléncia de todas as repre-
sentacgoes e a possibilidade de obtencao de spinores
de antiparticula a partir de spinores de particula
por uma transformagao unitaria.

8. Discussao

Nesta secdo discutiremos algumas aplicacbes dos
resultados obtidos no trabalho.

1. Nos trabalhos [23] e |24] é elaborado o método
de transformadas de Darboux para a equacao de
Dirac em 141 dimensoes. O método permite gerar
um hamiltoniano novo, junto com suas autofungoes
{xp}, a partir de um hamiltoniano iniciante, cujo
espectro e autofuncoes {¢p} sdo conhecidos. Simbo-
licamente escrevemos a aplicacao do método como:

xp =TDyp .

O método ¢é elaborado para o hamiltoniano que na
nossa notacao ¢é escrito como:

Hpo = i0%81 + vy, Hpot) = et , (163)

onde vg é um potencial de interagao de forma ma-
tricial. Na Eq. ¢é usada a representacao de
a=—c0’eff=0c'oup = o3 Deacordo com a clas-
sificacdo proposta neste artigo, estas representacoes
sdo [11] ou [61].

Para utilizar o método de transformadas de Dar-
boux para um hamiltoniano ﬁo, em qualquer ou-
tra representacao [iq], é suficiente aplicar a trans-
formagao Uy, (ou Us,s,) no hamiltoniano e nas
suas autofungoes {1} para levé-los a representagao
usada no método:

Hpo = UHUT, 4p=Uy .
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Em processo de aplicacdo do método de transforma-
das de Darboux sdo gerados o hamiltoniano novo
Hp, e suas autofuncdes {xp} na representacao [1,]
(ou [61]). Se necessario, é facil voltar a representagao
inicial, aplicando a transformacdo inversa Us 1, (ou
Ui,6,)- Expressamos as etapas de calculos simboli-
camente como:

v — U = p = TDyp — xp — U xp = x .
Para as transformagoes diretas temos:

1 .
Utyig = U1110UrgigUigiy = 0 UlgigUigiy;
_ _ 3
Us,i, = Us,60UspioUigiq = " UsyioUigig
e, para as transformagcdes inversas,

U+ =U U0\ U o =U . Ui e oo
igly — YigigViplo? > 1q61 — VYigigYigbo .
2. Discutiremos resumidamente também a
existéncia de férmions de Majorana em 141 di-
mensoes e sua forma explicita. Segundo as Refs. |25]
e |26], os férmions de Majorana podem ser defini-
dos como as solugoes da equacao de Dirac, em que
¢ usada a representacdo em que as componentes
das matrizes v sao imaginarias. No caso de 1+1

dimensdes estas representacoes sao [2,] e [5,4]. Um
spinor de Majorana obedece a condicao

Y =+Cy*

onde o simbolo * é a conjugacao complexa, C' é uma
matriz unitaria que obedece a condicdo:

CT =-C ; (164)

o simbolo T indica a matriz transposta. Os spino-
res constantes de particula e antiparticula de um
férmion de Majorana obedecem as condicoes:

vp = ’yOCu;, Up = ’)/OC’U; . (165)

Determinaremos a forma explicita da matriz C.
Escrevendo a matriz C' na base {d%, 0"}
C=cuot = coo? + c1ot + co0? + c30°

e usando as relagoes das matrizes de Pauli

T T
(Uo) :Go’ (01) 201’
T T
(02) _ _02, (03) :03’
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temos:

1

CT =cyo’ + 1ot — ca0? + c30°

A condigao (164) leva a relagao

1 3

C()O'O +cio” — 0202 + c30

0 —010'1 — 620'2 — 030'37

= —CoO0
que da

00201203:0:>|02|2:1:>02:ew.

9 33 nyg (1 1
“z[o]—U%“z[J]—ﬁ(i —z)(

U}[f} — u][022] — U22,20U§O] —

V2

Na representagao [5] eles sao:

5 _ 3Ny (1
o <ot =25 (51

p

o) = %) = Uy, gl = L

P V2
que d& Y°C = 0202 = 1, portanto

* n
o = (

Para representacdo [5] usamos C' = io?, que d4 v°C = o%io

0 [5]*_1.7717}” e+m+ipy
Cuy”™ =
e =

9. Conclusao

Neste trabalho consideramos as representagoes da
equagao de Dirac em 141 dimensodes. Introduzi-
mos uma classificacdo unificada de todas as repre-
sentacOes nas quais cada matriz de Dirac é associ-
ada a uma tunica matriz de Pauli. Esta classificacao
inclui 6 representacoes principais: 3 ciclicas e 3 an-
ticiclicas. A inclusdo das representacées com sinais
modificados das matrizes de Pauli faz com que cada
representacao principal torne-se um membro de um
quarteto das representacoes. O ntimero total das
representacoes distintas portanto é 24. Determina-
mos todas as transformacoes unitarias entre as re-
presentacoes na forma explicita. Formalmente, o
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Portanto

C =e%o? |

onde ¢ é um fator de fase arbitrario.

Determinaremos a forma explicita de spinores
constantes de particula e antiparticula de férmions
de Majorana para as representagoes principais [2]
e [5]. Na representacdo [2] eles sdo:

E+m—pi )

E+m 7&

—p1 V2 \ i(e+m+p)

ﬁoﬁ E+m—p :ﬁ E+m—p ‘
ile+m-+p) V2 \ —i(e+m+p)

E+m

—D1

1 €+tm—ip _ny (ile+m)—m
g . —- = . .
i(e+m)—p V2 e+m —ipr

Justificaremos as relagoes (165]) para as representacdes [2] e [5]. Para a representagao [2] usamos C = o2,

_ ny e+ m —ipy
V2 \ile+m)—p1 )’

2

E+m—p _U[Q]
. =uy .
i(e+m+p1)

2

= 1, portanto
_ng filetm)=pi ) _ 6
V2 \ (e+m)—ip P

nimero das transformagoes é 552, mas grande parte
delas é expressa na mesma forma. As transformagoes
entre as representagoes ciclicas (anticiclicas) princi-
pais sdo expressas por duas transformacoes diferen-
tes. As transformacgoes entre representagoes ciclicas
e anticiclicas sdo expressas por 9 transformacoes
diferentes. Entre elas, 3 s@o hermitiano conjugadas
e outras 6 compdem 3 pares em que um membro
do par é o resultado da conjugacao hermitiana do
outro. As transformacdes entre os membros de to-
dos os quartetos das representacoes sao expressas
por trés matrizes de Pauli. Estudamos a estrutura
algébrica do conjunto das transformagoes. Estabele-
cemos que o conjunto das transformacées forma um
grupo nao abeliano com respeito ao produto matri-
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cial em classes de equivaléncia, definidas através da
indistinguibilidade das transformacdes que diferem
por um fator de fase constante. Este grupo possui
um subgrupo nao trivial, o qual por sua vez, contém
os dois subgrupos ndo triviais. O estudo de estrutura
do conjunto leva a conclusao de que todas as repre-
sentacoes sao equivalentes, isto é, uma representagao
pode ser obtida a partir de qualquer outra por uma
transformacao unitaria. A forma explicita de spino-
res constantes em qualquer representacao pode ser
determinada a partir de um spinor de uma certa re-
presentacdo por uma transformagcao unitdria. Além
disso, spinores constantes de antiparticula podem
ser determinados, a partir de spinores de particula,
por uma transformagao unitaria apropriada no caso
livre. Notamos que o caso de 2+1 dimensoes ja nao
exibe estas propriedades.

Como aplicagao dos resultados obtidos no traba-
lho, apresentamos uma adi¢ao ttil ao método de
transformadas de Darboux para a equagao de Di-
rac em 141 dimensées. Discutimos resumidamente
a existéncia de férmions de Majorana em 1+1 di-
mensoes e apresentamos exemplos da sua forma
explicita. Apresentamos também a forma geral das
matrizes de Dirac em 1+1 dimensoes determinada
por 3 parametros arbitrarios. A forma geral pode
ser util em discussoes de problemas em dimensoes
mais altas que 141, por exemplo, no caso de uso
de coordenadas especiais ou para interpretagoes de
resultados. Demonstramos que hd um isomorfismo
entre o par das matrizes de Dirac e o par de vetores

bHO'“ = boO’O + biO’i =

a,ot = ago’ + a;o’ =

e3312-23

unitarios ortogonais, ou por outro ponto de vista,
isomorfismo entre o par das matrizes de Dirac e
um intervalo geodésico direcionado de comprimento
7/2 na variedade S%. Em virtude disto, indicamos
que a tarefa de classificacdo de representacoes e a
busca de transformagoes unitarias entre elas pode
ser convertida numa formulagdo geométrica.

Como uma continuacao deste trabalho vemos uma
consideracao de aspectos analogos da equacao de
Dirac em 2+1 dimensdes.

Apéndice

No caso geral, as matrizes de Dirac 3, o sdo ma-
trizes complexas 2 X 2 que obedecem as seguintes
condic¢oes. Elas sdo hermitianas

B =5, ol =a,
com traco nulo
Tr (8) = Tr (a) = 0,
seu quadrado ¢ igual a unidade
a’ = 62 =1
e elas anticomutam
{a,} = af + pa=0.

Escrevemos 3, o na base de matrizes de Pauli ¢* e
a matriz unidade ¢°:

bo +bs by —iby
by+iby by—bs ) #EC
atay a-ien) o
a1 +1a2 ag— as

As matrizes sao definidas por coeficientes b, a, os quais agrupamos do seguinte modo:

6= (bo,bi) = (b(), g) , o= (ag,ai) = (ag,c_i), bu,au e C.

Com o uso desta notagao podemos escrever o resultado do produto das matrizes como:

aff = (apbo + aib;, apb; + boa; + iEijkajbk) = (aobo + C_il_)’7 aog—i- bod + id X g)

e o quadrado das matrizes como:

2
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ﬁ:(%+?@%@.
As matrizes hermitiano-conjugadas sao dadas por:
T—pgt of = g gt
pl=0b,0", o' =a,c",
onde o simbolo * denota conjugacdo complexa.
A condi¢do de hermiticidade de B, « leva as relagoes:

b0t = by, ayot =a,ot = b, =by, a, =a, = by, a, €R.
A condicéo de trago nulo implica:
Tr (B) =2bp =0, Tr(a) =2a0=0= b9 =0, ap =0.
Com o uso das tultimas relagoes para o quadrado das matrizes temos:
/ﬁ:(?ﬁ):L<f:($¢0=1:>§:1,f:1.

Finalmente, a condicdo de anticomutacdo das matrizes implica em:

{aﬁ}=a5+5a:(%ﬁax®+(&m5x@::@%m):o:aazo

Portanto, podemos concluir que as matrizes de Dirac 5, « s@o isomorfas ao par de vetores unitarios
ortogonais com seu inicio na origem:

B~b, a~a;

bl =lal =1, @ =0. (166)

As componentes dos vetores b, @ definem os coeficientes das matrizes 8, a na decomposicao pela base
{00, o'}

i bs by — by ‘
B = blO' == <b1+7lb2 —b3 >7 bz eRa

; a a; —ia
a = a0 = 3 ! 2 , a; € R.
aj + a2 —as

Por exemplo, os componentes do vetor b podem ser escolhidos na forma:

b; = sinf cos p, b; = sinfsiny, by = cosf

com os dois parametros arbitrarios 6, ¢. As componentes do vetor @ que é localizado no plano perpendicular
ao vetor b sdo dadas por:

a; = cos B cos p cosx —sinpsiny, a; = cosfsin pcosy + cospsinx, a; = —sinfcos x

com um pardmetro arbitrario x. Para as matrizes 3, o temos:

1. 9 . a. 3 [ cos® e ¥sinf
B =o0c"sinfcosy+ c“sinfsinp + o cosf = (eiﬁ"sine _ cosd
o = ol (cos f cos ¢ cos x — sin psin x) + o2 (cos § sin ¢ cos x 4 cos psin y) + o> (— sin 6 cos x)

B —sinfcos e~ (cos f cos x — i sin )
e (cosfcosy + isiny) sin 6 cos x '
No caso particular y = 0 temos:

a; = cosfcos p, aj = cosfsiny, a; = —sind

1 9 . 30 [ —sinf e “cosd
a =0 cosbcosp+ o cosfsing + 0° (—sinh) = (e’:“’cose sin 0 .
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A Eq. pode ser interpretada de outra ma-
neira. As matrizes de Dirac 8, a sdo isomorfas aos
pontos na superficie de uma esfera. Os pontos in-
dicam o inicio e o fim de um intervalo curvado de
comprimento 7 /2 na superficie de uma esfera de raio
igual a unidade. O par das matrizes de Dirac 3, «
¢é isomorfo a um intervalo geodésico direcionado de
comprimento 7/2 na variedade S?. Entdo, a tarefa
de classificacao das representacoes e a busca de trans-
formacGes unitarias entre elas, pode ser reformulada
geometricamente.
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