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Problemas de valores inicial e de contorno sdo muito comuns na Fisica, Matematica e Engenharia. Eles podem
modelar diversos tipos de problemas relacionados a difusdo de calor e a vibragdo de membranas, por exemplo.
Quando se deseja encontrar a solugdo analitica desses problemas podemos encontrar dificuldades extras quando
as equagdes e também as condigdes de contorno que descrevem os fendmenos sdo ndo-homogéneas. Desta forma,
neste trabalho apresentamos uma técnica de solucdo de problemas de valores iniciais e de contorno por meio de
transformacgdes integrais. O diferencial da apresentagio estd na construcdo da transformada integral apropriada
a solucao do problema. Essas transformadas sdo conhecidas como transformadas finitas e neste caso elas estao
relacionadas a um problema de Sturm-Liouville associado com o operador diferencial ligado & equacéo diferencial.
Como exemplo do desenvolvimento e aplicagdo da ferramenta, resolvemos dois problemas de difusdo de calor em
coordenadas espaciais distintas. A apresentagdo do trabalho segue de forma pedagdgica e autocontida. Sendo
assim, esperamos que o leitor compreenda a técnica e possa utiliza-la na resolucdo de outros problemas envolvendo
equacdes diferencias parciais.

Palavras-chave: Equacdo do Calor, Problema de Sturm—Liouville, Transformada Integral, Transformada Finita.

Initial and boundary value problems are very common in physics, mathematics, and engineering. They can
model many types of problems related to heat diffusion and membrane vibration, for example. When the analytical
solution of these problems is needed one may find extra difficulties when the boundary conditions that describe
the phenomena are nonhomogeneous. In this way, in this work is presented a technique for solving initial and
boundary problems by means of integral transformations. The differential of the presentation is in the construction
of the integral transform appropriate to the solution of the problem. These transformations are known as finite
transforms and in this case they are related to a Sturm—Liouville problem associated with the differential operator
connected to the differential equation. As an example, we solve two problems of heat diffusion in different spatial
coordinates systems. The presentation of the work follows in pedagogically and self-contained fashion. Therefore,
we expect the reader to understand the technique and can use it in solving other problems involving partial

differential equations.

Keywords: Heat Equation, Sturm—Liouville Problem, Integral Transform, Finite Transform.

1. Introducao

De um ponto de vista histérico, podemos afirmar que as
equagoes diferenciais surgiram a partir do século XVII,
juntamente com o célculo diferencial e integral, no con-
texto das aplicagoes da matematica em fisica e geometria.
Os primeiros estudos acerca das equagbes diferenciais se
deram nos trabalhos de G. W. Leibniz, I. Newton e
dos irmaos Jacob e Johann Bernoulli, os quais determi-
naram solugoes de equagoes diferenciais de primeira e
segunda ordens e aplicaram os seus métodos na descri-
¢éo de problemas fisicos simples [1]. No século XVIII, o
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conhecimento matematico acerca das equagoes diferen-
ciais deu um salto significativo, devido ao trabalho de
renomados matemaéticos, dentre os quais se destacam os
seguintes nomes: Clariaut, D’Alembert, Lagrange, La-
place, Euler, Gauss, Fourier e Bessel [2]. Por exemplo,
Euler se destacou por elaborar a técnica do fator inte-
grante para se resolver equagoes diferenciais de primeira
ordem, enquanto Laplace e D’Alembert estudaram téc-
nicas para se resolver equagoes diferenciais parciais de
grande interesse fisico, as quais mais tarde receberiam
os seus nomes [3]. J& no século XIX, Cauchy, Gauss e
Liouville também realizaram grandes contribui¢ées no
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universo das equagoes diferenciais. Cauchy analisou a
convergéncia de séries infinitas, utilizando-as para encon-
trar solugoes de equacgoes diferenciais com coeficientes
variaveis. Gauss evidenciou a importancia das fungoes
de variaveis complexas na compreensao das solugoes das
equacoes diferenciais aplicadas. Outras figuras impor-
tantes no estudo das equagoes diferenciais foram Picard,
Lindelof e Peano, sendo este ltimo o responsavel por
provar as condigoes de existéncia de solugbes para equa-
¢oes diferenciais de primeira ordem. Ja no século XX, o
principal enfoque no campo das equacgoes diferenciais foi
quanto aos métodos numéricos, nos quais se destacaram
os trabalhos de Carl Runge e Martin Kutta. Desde entéo,
as equagoes diferenciais passaram a ser aplicadas nas
mais diversas areas do conhecimento, dentre as quais
destacam-se a Fisica, Biologia, Economia, Engenharia
e Geologia. Devido ao amplo universo de aplicagoes, as
equacgoes diferenciais tornaram-se umas das principais
dreas de estudo da matemadtica [1-3].

Em geral, uma equagao diferencial traz uma identidade
que envolve derivadas de uma ou mais varidveis depen-
dentes em relagdo a uma ou mais varidveis independentes.
Dessa forma, as equacoes diferenciais podem ser classifi-
cadas em dois tipos, quais sejam: as equagdes diferenciais
ordinédrias (EDO’s) e as equagdes diferenciais parciais
(EDP’s). As equagoes diferenciais ordindrias envolvem
derivadas de uma ou mais variaveis dependentes em rela-
¢d0 a uma unica varidvel independente. J4 as equagoes
diferenciais parciais envolvem derivadas parciais de uma
ou mais variaveis dependentes em relacao a mais de uma
varidvel independente. As equacoes diferenciais sdo tam-
bém classificadas por sua ordem e linearidade. A ordem
de uma equacao diferencial é dada pela ordem da maior
derivada da varidvel dependente que surge na equagao [3].
Por outro lado, dada uma equagao diferencial parcial

7 Ju ou 0*u  O%u —0
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na varidvel u(xy,---,x,) dizemos que essa equacao é
linear se a fungdo F' é uma func¢ao linear na varidvel de-
pendente u e nas suas derivadas [4]. Encontrar solugoes
de equagoes diferenciais constitui um arduo trabalho no
qual matemaéticos e fisicos estao envolvidos. Para esse
fim, existem diversos métodos de solucao, separados em
métodos analiticos e métodos numéricos [3].

As equagoes diferenciais surgem naturalmente na mo-
delagem de diversos tipos de problemas fisicos que envol-
vem sistemas continuos. Em geral, a modelagem realizada
envolve sistemas de equagdes diferenciais, parciais ou or-
dinarias, de segunda ordem, muitas vezes relacionados
a segunda lei de Newton. Resolver analiticamente as
equagdes obtidas constitui um desafio para os fisicos.
Nesse arcabouco, a equacao de Laplace, a equacao de
onda, a equagao de Schrédinger, a equacao de Helmholtz;
e a equacao de difusdo do calor sdo os exemplos mais
corriqueiros de equacoOes diferencias parciais que apare-
cem na Fisica. Assim, para solucioné-las, diversos mé-
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todos podem ser aplicados a depender das condi¢bes
iniciais e de contorno estabelecidas [3,/4]. Um método
semelhante ao que serd apresentado aqui é baseado nas
chamadas fun¢oes de Green [5]. Sendo assim, neste tra-
balho apresentaremos um método alternativo para se
resolver analiticamente uma classe de problemas de valor
inicial e de contorno para equagoes diferenciais parciais
lineares cujas condi¢oes de contorno sao essencialmente
nao—homogéneas.

A grande vantagem do método apresentado neste tra-
balho esta no procedimento de solucao que é puramente
construtivo. Em geral, problemas de valores de contorno
nao—homogéneos demandam técnicas de solucao relativa-
mente mais complicadas quando comparadas ao simples
método da separacao de varidveis usualmente utilizado
em problemas com equagoes lineares homogéneas e con-
di¢bes de contorno homogéneas. Logo, neste trabalho
iremos mostrar como é possivel construir a sua prépria
transformada integral para determinar a solugao do pro-
blema desejado. Nesse sentido, o objetivo deste artigo
é apresentar, de forma pedagdgica, o método das trans-
formadas finitas [6] para se resolver problemas de valor
inicial e de contorno ndo-homogéneos para equacoes dife-
renciais parciais lineares, de forma geral.

Historicamente, o método das transformadas finitas foi
introduzido através das Transformadas Finitas de Fou-
rier |7,[8] que eram utilizadas para resolver problemas de
vibragoes em coordenadas Cartesianas. Generalizagoes
desse método foram entao levadas para outros tipos de
problemas em sistemas de coordenadas distintos, de tal
forma que problemas de valor inicial e de contorno envol-
vendo simetria cilindrica foram resolvidos utilizando a
Transformada Finita de Hankel [9,/10]. Além disso, varios
problemas de controle envolvendo equacoes diferenciais
lineares, tanto ordinarias quanto parciais, podem tam-
bém ser resolvidos aplicando a Transformada Finita de
Laplace [11}12]. Desta forma, neste texto iremos mostrar
como se pode definir uma transformada finita conveni-
ente quando o problema se apresenta em uma forma
semelhante a um problema de Sturm—Liouville.

Em particular, por questées didédticas, o problema
que sera tratado no texto serd a equagao do calor nao—
homogénea, devido a sua ampla aplicacdo na Fisica e
na Engenharia. Lembrando que a técnica aqui apresen-
tada podera ser aplicada em diversos outros contextos e
equacoes diferenciais distintas contanto que o operador
diferencial espacial esteja na forma de um problema de
Sturm—Liouville. Observa-se que a técnica da transfor-
mada finita aqui apresentada é basicamente uma Otica
distinta sobre o método de solugcao conhecido como expan-
s@o por autofungdes |13]. O método das transformadas
finitas busca uma forma de solucionar os problemas de
valor inicial e de contorno semelhante ao método das
transformadas integrais com espectro continuo, isto é,
simplificando um determinando problema através de re-
lacoes e propriedades operacionais que a transformada
utilizada possui. As Transformadas de Laplace e Fou-
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rier [13], cujas aplicagdes sdo vastamente difundidas na
solucdo de equacao diferenciais, sdo Otimos exemplos
das regras operacionais que as transformadas integrais
possuem. Essa linguagem diferente pode facilitar bas-
tante a solu¢do do problema, principalmente quando se
conhece as propriedades comuns da transformada e tam-
bém sobre como ela age sobre as derivadas da equacao
diferencial [14], que é um dos objetivos deste trabalho.

Com isso, a apresentacao deste trabalho esta organi-
zada da seguinte forma. Na secdo II serda apresentada
a equacdo do calor escalar ndo-homogénea em um sis-
tema de coordenadas qualquer. Na secao III, trazemos
uma breve revisao sobre a teoria de Sturm—Liouville para
motivar a construcao da transformada. Na secao IV é
mostrado como a transformada finita deve ser construida
e suas principais propriedades. Na secao V, mostramos
utilizando os resultados obtidos na se¢dao IV como é a
solucéo do problema de difusdo do calor escalar. Além
disso, dois exemplos associados a projetos de pesquisa em
andamento na Universidade de Brasilia sdo apresentados
e resolvidos usando a técnica apresentada, na secao VL.
O primeiro exemplo foi escolhido principalmente pela sua
simplicidade, o que facilita o entendimento dos passos
relacionados a solucao. Nele é possivel perceber como o
cuidado na hora de se buscar os autovalores do problema
pode ser determinante para a solucdo final. J& o segundo
exemplo foi escolhido por ser um sistema acoplado de
equagoes na variavel espacial. Neste problema, em par-
ticular, a utilizacdo da técnica de desacoplamento do
sistema de equagbes nao é possivel, o que leva a necessi-
dade de uma forma alternativa de solugao. Finalmente,
na secao VII sdo estabelecidas as consideragoes finais e
perspectivas.

2. Equacao do calor

Uma das equagoes diferenciais parciais mais conhecida na
Fisica é a equacao do calor, a qual descreve o fluxo de ca-
lor em um corpo solido. A equagéo do calor é aplicada em
muitos contextos, variando desde a construgao civil até
o estudo do calor dissipado pelo atrito de voos espaciais
na reentrada na atmosfera terrestre. Nesta secdo, como
motivacdo para a construgao da transformada, o nosso
enfoque serd a apresentacdo de um problema de difuséo
de calor unidimensional nao-homogéneo considerando
condigdes de contorno também ndo-homogéneas [3].

Nesse sentido, considere, por exemplo, o seguinte pro-
blema de valor inicial e contorno relacionado com a difu-
sdo de calor em um objeto considerando um sistema de
coordenadas espaciais qualquer

9u — kAgu 4 we(r,t),

N (r,t) € (a,b) x (0,00)

u(r,0) = ug(r), a<r<b
ayu(a,t) + ag%(a,t) =q.(t), t>0
Blu(b7 t) + BZ%(bv t) = qb(t)a t Z 0

(2)
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em que u(r, t) é a temperatura do objeto, k é o coeficiente
de difusividade térmica e w.(r,t) é uma funcdo seccio-
nalmente continua que representa alguma fonte externa
de calor agindo dentro do dominio. Além disso, nas con-
di¢oes de contorno, oy, 5; sdo constantes para i =1,2 e
as fungdes ¢;(t), com j = a, b sdo funcdes seccionalmente
continuas que representam o comportamento da tempe-
ratura nos contornos. Além disso, A, é um operador
diferencial relacionado a varidvel espacial dado por

A= s {86 [Pm‘;ﬂ ; Q(r)u}- 3)

Perceba que esse tipo de operador diferencial se asse-
melha ao operador Laplaciano em coordenadas esféricas
ou cilindricas, por exemplo [13]. Neste trabalho vamos
considerar que as fungbes P(r) e W (r) sdo positivas para
todo r € [a,b] e também que P(r), P'(r), Q(r) e W(r)
sdo fungdes continuas em todo r € [a, b].

Usualmente, este tipo de problema de valor inicial e
contorno é resolvido usando o método da separacao de
variaveis, isto é, admite-se que a solucao da equagao di-
ferencial tem a forma wu(r,t) = z(¢) - y(r). No entanto,
a simples utilizagao deste método podera nao ser bem
sucedida quando pelo menos uma das func¢ées que de-
finem as condig¢bes de contorno ¢, e g, for ndo-nula ou
quando a fonte de calor externa w.(r,t) for ndo-nula.
Outro método que é aplicavel a este caso é o formalismo
da funcdo de Green, o qual possui muita visibilidade
em livros-texto de fisica-matematica [5]. Nosso enfoque é
apresentar uma metodologia diferente e mais intuitiva que
possui divulgacdo menos abrangente na literatura. Desta
forma, propomos nesse texto uma metodologia para cons-
truir a solugdo analitica de problemas nao—homogéneos
e com condigoes de contorno nao—homogéneas como o
dado pelo problema .

3. Teoria de Sturm—Liouville

Nesta secdo, apresentaremos uma breve revisao sobre
o problema de Sturm-Liouville. Este formalismo é re-
levante na solugdo de muitos problemas fisicos, encon-
trando muitas aplica¢es nas fungoes especiais da fisica-
matematica [15].

Para este resumo considere que o problema de valor
inicial e de contorno nao possui fonte de calor externa,
isto é, we(r,t) = 0. Ao aplicarmos o método da separa-
¢ao de varidveis nesta versao simplificada do problema
chegaremos na seguinte equacgao diferencial ordinaria de
segunda ordem

d d
& [P+ e =rwenn @
em que 7 é o que chamaremos de um autovalor da equa-
¢ao diferencial. Pode-se provar sem grandes dificuldades

que os autovalores relacionados a essa equac¢ao sao nao-
positivos, isto é, 7 = —A2 < 0, podendo ser estritamente
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negativo dependendo das condigoes de contorno [16,/17].
Quando as condic¢bes de contorno sao homogéneas e dadas
por

Baly] == ary(a) + azy’(a) = 0
Byly] := B1y(b) + B2y (b) = 0, (5)

de tal forma que as constantes «; e 3;, i = 1, 2, satisfazem
a + a3 > 0e pB?+ B2 >0, dizemos que a reunido da
equacao diferencial dada pela equacao com as condi-
¢oes de contorno dadas na equacao é um problema de
Sturm-Liouville regular, se as func¢ées P(r) e W (r) forem
positivas para todo r € [a,b] e que P(r), P'(r), Q(r) e
W (r) sejam fungdes continuas em todo r € [a, b] [17].
A equagao diferencial tem solugdo tnica geral dada
por
ya(r) = e fa(r) + caxga(r) (6)

em que fx(r) e ga(r) sdo um par de solugdes linearmente
independentes da equacao que estao na base do es-
pago solucdo para um autovalor A [17]. Os autovalores
deste problema sao calculados utilizando a solucdo geral
e as condigoes de contorno. De forma geral, é possivel
mostrar que os autovalores associados a um problema de
Sturm—Liouville formam uma sequéncia discreta mono-
tona crescente ilimitada [17]1§]

0< A <A <Az << Ay <--n (7)

Para determinarmos os autovalores considere a autofun-
¢ao associada ao autovalor \,, dada na forma

Ym (1) = cim fm (1) + c2mGm(r), (8)

em que fi, (1) = fa,, () € gm(r) = gx,, (7). Das condigoes
de contorno temos para y,(r) que

a1ym(a) + a2y, (a) =0
B1Ym (D) + B2y, (b) = 0. 9)

Considerando y,,(r) dada pela equagio 7 entdo o sis-
tema ficara

Cim [ fm(a) + aa fr, (@)] + com [@19m(a) + azg;,(a)] = 0
Cim [B1fm (D) + B2 fr, (D)] + C2m [B19m () + B2g;, (b)] = 0,

(10)
que reescrendo assumird a forma
ClmBa [fm] + C2m-Ba [gm] =0
Clme [fm] + CQme [gm} =0. (11)

Para que esse sistema, nas variaveis c¢1,, € cap,, tenha so-
lugdo nao-nula é necessario que o determinante da matriz
dos coeficientes seja nulo. A solugao nao-nula é desejavel,
caso contrario todas as autofungdes do problema serao
nulas, o que nao é o nosso objetivo encontrar. Desta
forma, temos que a equacdo para calcular os autovalores
é dada por

Ba [fm] By [gm] = Ba [gm] By [gm] = 0. (12)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 4, e4301, 2018

Construindo Transformadas Finitas Usando a Teoria de Sturm—Liouville

Além disso, para cada autovalor A, estard associada a
seguinte autofuncéo na forma

Ym(r) = Ba [fm] gm (1) — Ba [gm] fm(7) (13)
que é solucao da equacgao , satisfazendo as condigoes
de contorno homogéneas dadas.

Além disso, também é possivel mostrar que as autofun-
¢oes associadas a cada um desses autovalores sao duas a
duas ortogonais [17], isto é, definido o produto interno
na forma

(u,v}z/ W (r)u(r)v(r)dr, (14)

entdo se Y, (r) e ym(r) sdo autofuncdes associadas a auto-
valores distintos A, # \,,, entdo o produto interno entre
elas satisfaz (yn, ym) = 0. Esse fato é uma consequéncia
do operador A, ser auto-adjunto [17}/18].

O conjunto de autofungdes {y,,(r) : m € N}
na verdade é um conjunto completo no espago
de fungdes de quadrado integravel L%(a,b) =
{f :[a,b] = C : ff \f(x)|2 dz < oo}, isto  significa
que, o conjunto de autofung¢des na verdade é uma base
de Schauder do espago de dimensdo infinita £2(a, b) [18].
Assim, dada uma fun¢do h € £2(a,b), entdo ela pode
ser escrita como sendo uma combinacdo linear das
autofuncoes y,,’s na forma

h(r) = amym(r) (15)

observando que a convergéncia é para todo r € (a,b)
[17./18]. E importante observar que essa convergéncia é
uniforme e portanto podemos utilizar a ortogonalidade
das autofungoes para encontrar os coeficientes a, [17].
Neste caso, podemos facilmente obter que a expansao da
fungéo h(r) no espago gerado pelo conjunto de autofun-
¢oes {ym(r) : m € N} é dada na forma

(16)

Com isso, finalizamos a apresentacao da teoria de Sturm-
Liouville. Na préxima se¢ao iniciaremos a construcao da
transformada integral que serd utilizada na solugao do
problema proposto.

4. Construindo a transformada

As transformadas integrais proporcionam poderosas fer-
ramentas para resolver problemas de valores de contorno
para equagoes diferenciais lineares, como 0 nosso caso.
Historicamente, o desenvolvimento e técnicas associados
as transformadas integrais estdo diretamente relaciona-
dos as areas da matematica aplicada, fisica e engenharia.
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Uma transformada integral de uma funcéo h(r) definida
em um intervalo [a, b] é o operador linear definido por

b
T [h(r)] :/ K(r,\)h(r)dr (17)

em que K (r, \) é chamado de nticleo da transformada, ou
kernel [14]. Desejamos construir uma transformada que
possa ser aplicada, por exemplo, na equagdo diferencial
homogénea

Fri KAou (18)
e que ofereca uma versdo transformada que seja conveni-
ente para que possamos encontrar de forma mais simples
a solucao do problema. Como sabemos, pela discussao
das segOes anteriores, que o operador diferencial dado
pela equagao estd de alguma forma associado com o
problema de Sturm-Liouville descrito na se¢ao 3] entao
usaremos as solugdes do problema de Sturm-Liouville
homogéneo como base para a nossa transformada. Desta
forma, definimos a transformada .7, [h] como sendo

B b
T [h] = h(Am) = / W) ym(r)dr,  (19)

em que Ym(r) = Ba [fm] gm (1) — Ba [gm] fim(7) € os au-
tovalores A\, sdo calculados usando a relagdo dada pela
equagao . Neste caso, o niicleo da nossa transformada
é dado por K (r, Ar) = W(r)ym(r), em que a fungio peso
W(r) ¢ dada pela equacdo ().

Por definicao essa transformada é linear, isto é, da-
dos n,u € R constantes, tem-se 7, [§u(r) + Cv(r)] =
ETm [u(r)] + ¢Tp, [v(r)] . Com o objetivo de aplicar essa
transformada na equacao diferencial é necessario saber
como ela se comporta no operador diferencial Ajh. As-
sim, integrando por partes algumas vezes, temos que a
transformada no operador diferencial satisfara

b
T [Aoh] = / W(r) (Aoh) yom (r)dr

= [ [rors] + e} yuar

b
= [P(r)h/(r)ym(r)]f;_/ p(r)dldLm

dr dr dr

+ QUMY ()

= [P (")ym ()]s, = [P(r)A(r)y} ()],

+ / () {i [P(r) dg;”} + Q(r)ym(r)} dr
= [P )y (1)) = [Py ()],
+/ab h(r) (N2, W (r)ym(r)) dr

= 22, T [B] + [PRymlo — [Phyl]0 . (20)
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Considerando as condigbes de contorno, podemos ainda
simplificar um pouco mais a relacdo acima para obter

T [Aoh] = —X2, Ty (1] + Bi Py (r) B, (B, (21)

considerando que 2 # 0.

Perceba que a definicdo da transformada discreta nada
mais é que que o produto interno entre y,, e h, isto é
T [h] = (h,ym). Desta forma, a transformada inversa é
dada pela expansao

) = T[] = 3 2=y ). (2
me1 <m Im

Essa tltima equagao sera utilizada a partir da préxima
secdo para solucionarmos o problema da condugao do
calor. Perceba que a transformada finita nada mais é que
uma visdo diferente sobre a expansao por autofuncoes.
Veremos nos exemplos como esse conceito se faz conveni-
ente na hora de solucionar os problemas de valor inicial
e contorno.

5. Resolvendo o problema

Podemos agora resolver o nosso problema aplicando a
transformada definida na Secdo Considerando que
ﬂ(Amvt) = ym [u(rv t)] € ﬁ)e()‘mat) = <?m [we(rv t)]v entao
aplicando a transformada na equagao diferencial par-
cial obtemos a seguinte equagao diferencial ordinaria de
primeira ordem na variavel ¢

O kNt (PO (P (] 4 T O 1) (25)

t B2

Essa equagao pode ser facilmente resolvida usando o mé-
todo do fator integrante. Para tal considerando u(t) =

et e integrando a equacio obtemos
b
[P(1)ym(r)]

@Ay t) = E(Ag)e mAmt o L 0Im e
B2

t
y / e A=) [, (s)]1 ds
0
t 2
+ / e =G (N, 5)ds,  (24)
0

em que ¢(A,,) é uma constante de integracdo. Se conside-
rarmos que %(A,,0) é a transformada da condicio inicial
W(Am, 0) = Go(Am) = T [uo(r)], entdo podemos deter-
minar a constante de integragdo e a solucao da equagao
serd dada por

[P(r)ym ()]}
B2

t -
X/ e FAm(t=9) [qr(s)]st
0

@Am,t) = dig(Am)e "t + x

t
+/ e A=) p, (A, s)ds.  (25)
0
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Finalmente, podemos escrever a solugao final do problema
de valor inicial e de contorno que é dada por

Nt b
u(rt) = ;{ao@m)e—%qwx

t
x [ g (o) s
0

t
n / e—n)\fn(t—s)we(/\m,s)dS} Ym(r) (26)
0

em que Y, () = Ym(r)/ (Ym, Ym) é a autofuncio normali-
zada do problema de Sturm-Liouville caracterizado pelas

equacgoes f .

6. Exemplos

Nesta se¢ao iremos determinar as solugoes de dois proble-
mas distintos usando a técnica da transformada finita. Os
problemas foram escolhidos por estarem em sistemas de
coordenadas distintos e também por possuirem condigoes
de contorno distintas. Desta forma, diferentes sequéncias
de autofuncgoes e autovalores surgirao para cada um dos
casos.

O primeiro problema, apresentado na se¢ao [6.1] estd
associado ao estudo do escudo térmico para um motor
foguete que esta sendo estudado e construido na Universi-
dade de Brasilia . Este é um problema que nao possui
fonte de calor externa na equagao diferencial, mas possui
condigobes de contorno ndo—homogéneas e também sime-
tria cilindrica. Ele foi escolhido para ser descrito nesse
trabalho mais pela sua qualidade didatica na descri¢cao
da técnica do que pelo seu grau de dificuldade.

Por outro lado, na secao [6.2] trataremos da solucao
de um sistema de equacoes relacionado ao problema da
ablacao hepatica por radiofrequéncia , cujo estudo na
Universidade de Brasilia esta associado a construgao de
um protétipo para o equipamento médico. Este problema
é nao—homogéneo, possui simetria esférica e é formado
por um sistema de equagoes acopladas . Neste caso,
a matriz que realiza o acoplamento nao é diagonaliza-
vel levando a uma necessidade de encontrar um método
distinto para a resolugao do problema. Portanto, o mé-
todo da transformada finita descrito nesse trabalho se
mostra uma ferramenta interessante para contornar essa
situacgao.

6.1. Equacgao do calor escalar em coordenadas
polares

Para fixar o entendimento do método, neste primeiro
exemplo vamos considerar o seguinte problema de valor
inicial e de contorno

é%{:AcTa (r,t)e(a,b)X(O,oo)
T(r,0) = fo(r), 0<a<r<b

8£ ) _0() (6.1.1)
W(aut)_qav t=>0

Gt =q, >0
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Este é um problema de difusdo de calor em uma geo-
metria cilindrica na forma de um anel, como pode ser
visto na figura . Conforme citado previamente, esse
problema esta relacionado com o estudo do isolamento
térmico em um motor foguete, isto é deseja-se compre-
ender o comportamento da temperatura na regiao entre
0 < a < r < bsujeito ao fluxo de calor intenso gerado pelo
motor foguete que passa pela regidao entre 0 < r < a .
Neste caso, a é o coeficiente de difusividade térmica do
material isolante e T'(r,t) a temperatura que o material
isolante terd em funcao de (r,t).

Aqui a condicdo inicial é dada por uma temperatura
T(r,0) = fo(r) e as condigdes de contorno sdo dadas por

—| =q. e —| =q, em que g, e g sao os fluxos

or or
de calor constantes nas paredes interna e externa do
cilindro.

Com o objetivo de facilitar a compreensdo do mé-
todo da transformada finita vamos dividir a construgao
da solugao do problema em algumas etapas. Co-
mecaremos estudando os autovalores do problema de
Sturm-Liouville associado ao problema desejado.
Em seguida, as autofungoes deste mesmo problema de
Sturm-Liouville serao determinadas, pois elas sdo funda-
mentais para a construgao da transformada. Na préxima
etapa a transformada discreta serd definida, para final-
mente ser aplicada ao problema e determinarmos
a expressao final da solugao.

6.1.1. Tipos de autovalores

O primeiro passo para obter a solugdo geral do problema
(6.1.1) é entender o cardter dos autovalores do problema
de Sturm—Liovuille associado a ele. Esta etapa é impor-
tante, pois a transformada discreta é construida baseada
nas autofungdes associadas a esses autovalores. Desta
forma, uma andlise incorreta do conjunto de autovalores
pode levar a uma solugdo equivocada ao final do processo.

G

Eixo de Simetria

a =raio interno
b = raio externo

Figura 1: Dominio em que se deseja encontrar a distribuicdo de
temperatura em funcdo do tempo. O material do anel é um iso-
lante térmico enquanto a regido compreendida entre 0 < r < a
é uma regido de fluxo de calor intenso gerado pelo motor fo-

guete .
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Neste caso, temos que o operador diferencial A, é o
operador Laplaciano em simetria cilindrica que é dado

por
Aq =19 ( ‘%) , (6.1.2)

“ror \"or
isto é, as fungdes P(r), Q(r) e W(r) sdo dadas por
P(r) =r, Q(r) = 0 e W(r) = r. Sendo assim, a so-
lucao do problema esta ligada, conforme visto nas
Secoes [3| e [4] & solugdo da equagdo de Bessel de ordem
zero abaixo

[rR'(r)] = 7rR(r) (6.1.3)

sujeito as condi¢oes de contorno homogéneas R'(a) =
R/(b) = 0. Aqui é importante ressaltar que o dominio do
problema satisfaz 0 < a < b e portanto, nesse intervalo,
o problema de Sturm-Liouville é regular.

Desta forma, multiplicando a equagao diferencial por
R(r) e integrando, tem-se

b ) b
/ R(r)[rR'(r)] dr = T/ rR(r)%dr. (6.1.4)

Agora, integrando por partes o lado esquerdo da equagao
resulta em

b b
PROR G [ @2 = [ R 615)

a

Como as condigdes de contorno sdo R'(a) = R'(b) =0,
tem-se que [rR(r)R’ (r)]z = 0. Portanto, os autovalores
do problema de Sturm-Liouville associado satisfazem

b 1(0\2
[, rR (r)*dr -

R 0 (6.1.6)

T=-

e conclui-se que os autovalores devem ser nao-positivos
para esse tipo de problema, conforme ja haviamos citado
anteriormente.

6.1.2. Autovalores, autofungodes e
ortogonalidade

Sabendo que os autovalores sdo nao-positivos, sera ana-
lisado inicialmente como sao calculados os autovalores
estritamente negativos A < 0, que serdo escritos a partir
de agora como 7 = —A2. Neste caso, a equacio ((6.1.3)
pode ser escrita como

[rR'(r)] = =A?rR(r). (6.1.7)
Conforme observado anteriormente, essa é uma equagao
de Bessel de ordem zero que possui solugao geral dada
por

R(r) = c1Jo(Ar) 4+ c2Yp(Ar), (6.1.8)

em que Jo(Ar) e Yo(Ar) s@o as fungdes de Bessel de pri-
meira e segunda espécie de ordem zero [16]. Para deter-
minar os autovalores A deste problema utiliza-se as duas
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condi¢oes de contorno homogéneas R'(a) = R'(b) = 0
que resulta no seguinte sistema linear

C1 J1 ()\a) + CQYl ()\a)

Cl(]l(Ab) + CQYl()\b) = 0, (619)

lembrando que as derivadas das funcbes de Bes-
sel de ordem zero satisfazem [Jo(A\r)] = —AJi(Ar) e
[Yo(Ar)] = =AY1(\r) [16] que sdo as fungdes de Bessel
de primeira e segunda espécie de ordem 1. Da segunda

equagao em (|6.1.9)), fazendo

o = _CQYl()\b)
AV

tem-se que os autovalores estritamente negativos sao
calculados através da relagao

(6.1.10)

conforme esperado pela equacao . Importante ob-
servar que os autovalores nesse caso s6 podem ser cal-
culados numericamente. Para tal pode ser usado que
os autovalores de um problema de Sturm-Liouville sdo
assintoticamente dados por [22]

mm

b—a

(6.1.12)

Am ~

em conjunto com o método de Newton—Raphson [23]
para determinar as raizes da equacdo .

Associados a esses autovalores estritamente negativos
tem-se também a sequéncia de autofungoes

Rm(T) = Jo()\m’l")Yl(Amb) — Jl()\mb)Y()(/\m’f‘), m Z 1,
(6.1.13)
que sdo consequéncia da equagao (|13)).

Por outro lado, temos que o problema pode admitir o
autovalor nulo, isto é Ay = 0. Para este caso a equagao
diferencial do problema se reduz a

[rRy(r)] = 0. (6.1.14)
Portanto, integrando os dois lados tem-se
rRy(r) = d; (6.1.15)
e, finalmente,
R(](T‘) :dl lnr+d2. (6116)

Para que essa funcdo satisfaga as condi¢bes de con-
torno dadas é necessario que d; = 0. Desta forma,
existe uma autofuncdo associada ao autovalor nulo é
dada por Ro(r) = 1 que também é solugdo da equagao
diferencial ([6.1.3]) e satisfaz as condigbes de contorno
R'(a) = R'(b) = 0.

Para verificarmos a ortogonalidade destas autofungoes
obtidas definimos o produto interno entre duas fungoes
u(r) e v(r) como sendo

b
(u,v):/ ru(r)v(r)dr, (6.1.17)
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pois W (r) = r. Desta forma, observa-se de imediato que
a autofuncdo Ry(r) = 1, por exemplo, associada ao au-
tovalor Ao = 0, é ortogonal a todas as demais R,,(r),
pois

b b
/ rRo (1) Ry (r)dr = / r-1-Ry(r)dr (6.1.18)
b
_ / r (o) Y1 (Ab) — J1 ) Yo (Aot dr

b
_ {7" (2 o) Y1 (b)) — J1 (b)) Y3 (M)

a

considerando que /TJO()\mT)dT = )\LJl()\mT) +C e

/rYO(/\mr)dr = )\LYl()\mr) +C [16].

Neste caso, a condigdo inicial T'(r,0) = fo(r) pode ser
expandida através da série de fungoes ortogonais

fo(r) = coRo(r)+c1 Ry (r)+- - ~Acu R (r)+--- . (6.1.19)

Como as fungdes sdo duas a duas ortogonais, pode-se
encontrar os coeficientes da expansao que sdo dados por

(Ro, fo) = co (Ro, Ro) (6.1.20)
e
<Rma f0> = Cm <Rm7Rm> , m>0. (6121)
No primeiro caso,
o AR o) _ JIrSo(r) 1 -dr
0 = =
(Ro, Ro) [Pr(1)2dr
) b
= m/ 7 fo(r)dr (6.1.22)
e nos demais, m > 1,
<Rm,f0>
m= 75 5 - 6.1.23
" = R, Ru) (6-1.23)

Portanto, a expansao da condicdo inicial é dada na forma

2 b =
fo0) = gz [ ol 2 (o fo) N,
@ m=1

(6.1.24)
em que Np,(r) = Rp/ (Rm, Rm) é o conjunto das au-
tofuncgdes normalizadas. Importante observar que essa
expansao serd fundamental para a obtencgao da solugao
final.

6.1.3. Transformada discreta

Agora podemos definir a transformada discreta para o

problema (6.1.1)) que é dada por

Ho [R] = /b rh(r) Ry (r)dr, (6.1.25)
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em que o nucleo da transformada é dado pela equacéo
(6.1.13)) e o autovalores \,;,’s sdo calculados através da
relagdo dada pela equacao . Para o caso m = 0,
temos que Ro(r) = 1 e Ay = 0. Assim, temos que a
transformada inversa é dada pela expansao

2 b o~ Hum [h]
h(?”) = m /(; T'h('l")dr + nlz::l mRm(T)
(6.1.26)
Da equagao , temos que no operador diferencial, para
m > 0, a transformada se comporta na forma

b
Rm] , m>0.

a

9 oh
Hon [Ach] = =22, Hom [R] + [r o
(6.1.27)
No caso do autovalor nulo, é imediato mostrar que para
Ao = 0, a transformada se comporta no operador diferen-

cial da forma

oh
Ho [Ach] = b 5

Oh
—a =

1.2
b or (6.1.28)

R
6.1.4. Transformando a equacgao diferencial

Finalmente, podemos aplicar a transformada definida
pela equacao (6.1.25) na equagao do calor dada no pro-

blema (6.1.1)). Neste caso, tem-se

b
;, m=0,

a

1~ 2
aTt(/\m,t) ==X T(Am,t) + 5

(6.1.29) i
considerando que T'(Ap,,t) = Hup, [T'(r,t)]. Reescrevendo
essa equacao fica na forma

s [

b
Ty(Am, t) + aX2 T (A, t) = a [raTRm] .

e (6.1.30)

a

Param > 0, temos que a equagdo acima é uma equagao di-
ferencial ordinaria de primeira ordem na variavel ¢, desta
forma multiplicando-a pelo fator integrante pu(t) = ea’\gﬂt,
tem-se que

oT

b
aRm} et (6.1.31)
r a

% (T()\m,t)eo”fnt) =a [r

Considerando que as condigdes de contorno T,.(b,t) e

T,(a,t) sdo constantes e integrando a equacdo acima
tem-se que

b
et 4+ (M),

a

T(/\m,t)emfnt— L {raT

T2 | or
(6.1.32)
em que h(\,;,) é uma constante de integracdo. Portanto,

.

T\, t)
(6.1.33)

1{8T

b
_ 7 701)\3”
=% T&"RmL + h(Am)e tom > 0.
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Agora, por outro lado, para o autovalor nulo, isto é m = 0,
a equagao se reduz a

. or1’
Ti( Ao, t) = - 6.1.34
(o) a[rarL (6.1.34)
e consequentemente, sua solucao é dada por
" ary’ .

em que §(\;,) novamente é uma constante de integragao.
Portanto, tem-se que a solugao é dada por

(6.1.36)

No instante inicial, £ = 0, a expansao da temperatura
inicial fo(r) é dada por

9 b 0o
Yoo / rfo(r)dr+ Y (R, fo) Nin(r).
@ m=1

fo(r) =
(6.1.37)

e4301-9

Comparando a série da equagdo (6.1.37) com a série
obtida anteriormente para a distribuicao de tempera-

tura, equagao (6.1.36)), pode-se determinar quem sao as
constantes de integracdo §(Am) e h(A\n), que sdo dadas

por
b
/ rfo(r)dr

<Rm7 f0> -

I0m) = (6.1.38)

b

h(Am) = Rm] .(6.1.39)

1 ]or
A rar

a

Finalmente, podemos escrever a solucao final que é dada

por
2 o1’ b
m {a |:7'ar:| t+/ Tf()(?")d']"}

e_a’\fnt) N (7)

T(rt) =

+ Z <R7na ,f0> eioM?"tNm (7") (6140)

Além disso, é possivel mostrar com algum trabalho
usando as relacées de produto cruzado e Wronskiano
das fungdes de Bessel que [24]

2 [ B (Owb)
(R Fon) = 5 [ o (6.1.41)
€
0T "2 [OT| Ji(Amb) 0T
or-" or|, Ji (Ama) Or|,]"
(6.1.42)

Portanto, a solu¢ao final do problema (6.1.1)) pode ser reescrita na forma

2ait

I(rnt)=n—m

[bgy —

J1(Amb)

aqq) +

s [Qa Jl(,\ma) — 4

) b
m / Tfo (r)dr

} JZ (A\na) (1 - 670‘)‘:”> R,(r)

+7TZ

=1

T Ama) e Ry (r)

m [} (Ama)

- J12(/\mb)]

(6.1.43)

2 = R Ao Jq
+?Z< ms fo) 7

m=1

ma@) = J{(Amb)]

em que /\m séo Ob autovalores e Ry, (r ) sao as autofuncgoes normalizadas calculadas, respectivamente, através das

equagoes

para dois dlferentes tipos de condigoes de contorno.

Ressaltamos que a fungio T'(r,t) encontrada descreve
a distribuicao de temperatura dentro do anel, mostrado
na figura (1), ao longo da distancia radial r e dependente
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m Na figura (2)), podemos ver a solugdo do problema (6.1.1)), nas extremidades do dominio,

do tempo t. Além disso, observamos que nesse exemplo a

convergéncia da série dada pela equacao (6.1.43) é para
todo r € [a,b] e t > 0.
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Figura 2: Solucdo dada pela equacio em duas posi-
coes distintas do dominio e para duas condi¢Ges de contorno
distintas: (i) Curvas em azul e vermelho referem-se ao problema
com temperatura inicial constante fo(r) = 30 °C, condi-
¢bes de contorno ¢, = —31428.57 °C/m e g, = 0; (ii) Curvas
em preto e verde referem-se ao problema com tempe-
ratura inicial constante fo(r) = 30 °C, condicdes de contorno
go = —31428.57[H(t — 16) — H(t — 6)] °C/m e ¢ = 0, em
que H(t) é a funcdo degrau unitério. Em ambos os casos a
condutividade térmica é dada por o = 1.77041286 x 10~" m?/s,
o raio interno @ = 38.57 mm e o raio externo b = 43.57 mm [19].

6.2. Sistema de Equacgées Radiais

Vamos tratar nesse segundo exemplo de um modelo ma-
tematico utilizado para o estudo dindmico da propagagao
de calor na ablagdo hepética por radiofrequéncia [21].
Neste modelo o tecido hepatico humano é considerado
como sendo um meio poroso composto por duas fases,
tecido e sangue. No interior do figado uma fonte de calor
esférica de raio 0 < r < a é acionada levando ao aumento
de temperatura da regiao que a envolve. Desta forma,
deseja-se estudar como a temperatura do tecido hepatico
varia com o tempo nas proximidades da fonte de calor
no intervalo [a,b], com a > 0. Neste caso, considera-se
a existéncia de simetria esférica e que a temperatura
de cada fase é entdo modelada pelo seguinte sistema de
equagoes diferenciais

ow v,
5pt0t87tt = §ktAe’LUt — htb (U}t — U}b) + 5% —+ 57‘%
ow v
6pbcba—tb = ekpAcwy + by (W — wy) + £qp + 677“1,
(6.2.1)

em que w; é a temperatura da fase, p; é densidade, ¢; o
calor especifico, k; a difusividade térmica, hy, € o coefi-
ciente de transferéncia de calor interfacial, ¢; é alguma
fonte constante de geragdo interna de calor, v; esta rela-
cionado a condutividade elétrica da fase, com 7 =t para
o tecido e i = b para o sangue. Além disso, temos que
a porosidade é dada pelas constantes § e € que devem
satisfazer 6 +e =1. E importante aqui observar que as
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constantes fisicas associadas a cada fase serdo considera-
das diferentes mesmo que em alguns casos elas possam
ser proximas [25].

O modelo dado pelas equagoes em é uma gene-
ralizacdo em coordenadas esféricas dos modelos encon-
trados nas referéncias [21}]26] que considera apenas o
problema em regime permanente sem os efeitos elétricos
associados. A solugdo sera baseada no problema de valor
inicial e de contorno que considera

wi(a,t) = wp(a,t) = wo(t), t>0
we(b,t) = wp(b, 1) = we, t>0 (6.2.2)
U/t(T’,O) :’wb(’f‘,O) :f(T’)7 re [avb]v

com w,. constante e wy(t) uma funcdo crescente com
wp(t) — w™ < oo quando t — oo. Nesse problema a
temperatura inicial f(r) é a temperatura corporal que é
constante e dada por fj.

Uma caracteristica interessante deste modelo é que ele
é um sistema acoplado, isto é, as equagoes dependem
uma da outra. Mas, pelo fato das constantes fisicas do
problema serem diferentes isso leva a um imbroglio na
hora de encontrar as solugbes. Uma estratégia comum
utilizada para problemas como esse é desacoplar as equa-
¢oes utilizando a teoria de autovalores e autovetores na
matriz que acopla o sistema, que neste caso é dada por

—hy  hg
P = .
{ hey  —hgw }

(6.2.3)
E imediato perceber que essa matriz tem autovalores
complexos, logo nao é possivel diagonalizi-la e realizar
o procedimento de desacoplamento. Portanto, a estra-
tégia de utilizar a transformada finita se faz bastante
apropriada nesta situagao.

Nas se¢oOes a seguir iremos construir passo a passo a so-
lucdo do problema definido pelas equagoes sujeito
as condicdes iniciais e de contorno . Comegaremos
encontrando os autovalores e autofunc¢ées do problema
de Sturm—Liouville associado ao sistema de equagodes
desejado. Em seguida, serd definida a transformada fi-
nita para o problema 7. Finalmente, iremos
aplicar a transformada finita definida nas equacoes do
sistema para obter a solugao do problema de valor inicial
e de contorno dado.

6.2.1. Autovalores e autofuncgoes

Considerando o problema com simetria radial, entao o
operador diferencial é dado por

10 0
Ap=—— =
Cr2or (r 8r) ’
isto é, as fungdes P(r), Q(r) e W(r) sdo dadas por

P(r) = 1%, Q(r) = 0 e W(r) = r2. Nesse problema
o operador estd associado a seguinte equagao diferencial

(6.2.4)

(2R (r)] = —A%2R(r), (6.2.5)
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lembrando que neste caso o problema de Sturm—Liouville
também é regular, pois r € (a,b) com a > 0. Essa equa-
¢ao pode ser resolvida através da mudanga de varidveis
R(r) = V(r)/r, que a reduz a uma equagdo de segunda
ordem linear e com coeficientes constantes cuja solugao
geral é dada na forma

R() = e sen (Ar) te cos (Ar) 7

r T

(6.2.6)

observe que as solugoes linearmente independentes sao
as fungdes de Bessel esféricas de ordem zero, jo(Ar) e
yo(Ar), respectivamente [27]. Como esse problema tem
condic¢oes de contorno baseadas no valor da tempera-
tura nas extremidades, entao iremos considerar que as
condigoes de contorno do problema de Sturm—Liouville

associado sdo homogéneas e dadas por R(a) = R(b) = 0.
Nesses valores, temos o seguinte sistema

c1sen (Aa) + cg cos (Aa) =0

c1sen (Ab) + ¢o cos (Ab) = 0. (6.2.7)

Além disso, considerando cos(Aa) # 0 entdo podemos
escrever a constante co em funcdo da constante c¢; na
forma,

co = —c1tg (Aa) . (6.2.8)
Substituindo a equagdo (6.2.8)) na equagao (6.2.7)), temos
a1
_— b — =0. 2.
o5 () sen (A(b—a)) =0 (6.2.9)

que nos dara a equagao dos autovalores do problema,
pois ¢; # 0. Neste caso é facil ver que os autovalores
serao dados exatamente por

mm
b—a’

em que m € N. Consequentemente, temos que as auto-
fungoes associadas aos autovalores encontrados sdo dadas
por

Am = (6.2.10)

R, (r) = %sen A (r—a)).

Diferentemente do exemplo na secao perceba que
neste exemplo o autovalor nulo ndo faz parte do conjunto
de autovalores. Pois, o niimero Ag = 0 est4 associado a
fungéo Ry(r) = 0.

(6.2.11)

6.2.2. Definindo a transformada

A transformada para esse problema serd definida por

b
Hu 9] = / r2g(r) Ry (r)dr (6.2.12)

em que a fungdo R,,(r) é dada pela equagao (6.2.11)).
De acordo com a equacgao , no operador diferencial
A, a transformada se comporta como

b
A2 Hmlg] — [7"29(7“) dg‘m} (6.2.13)

= = A Hmlg] = A [(=1)"bg(b) — ag(a)].

Hm [Aeg]
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Antes de aplicarmos essa transformada nas equacoes
em ¢é interessante calcularmos o valor da trans-
formada de algumas fungoes, em separado. Comegamos
com ¢(r) = 1, temos que

Hon [1] = /b 21 —Sin(Amy —9),

r

(6.2.14)

Além disso, para g(r) = 1/r* temos

b . B
” [14} :/ 2 i4 . sin (A, (7 a>)dr
r " r r

_ /b sin (A, (rfa))dr

3

:%)\%sen( a) [Ci (Amb) — Ci (Ama)]
,%Agncos( a) [Si (Amb) — Si (Ama)]

_ %Am <(_2>m _ i) , (6.2.15)

em que Sl( )= [ SCI;(I dz é o Seno Integral e Ci(z) =
v+ In(z) + [ COS(I 1dx ¢ o Cosseno Integral, com

= 0.57721--- a constante de

7= — [ e "In(x
Euler-Mascheroni |27]
Além disso, na solugdo final também sera necessario o

valor do produto interno que é dado por

)= [ 22 =

= /ab sen® (A, (1 —a)) dr

b—a
= . 2.1
. (6:216)

6.2.3. Resolvendo o sistema

Antes de aplicarmos a transformada definida pelas equa-

¢oes (6.2.12)—(6.2.13]), primeiramente reescrevemos o sis-

tema dado pela equacao (6.2.1)) na forma

ow 0

aitt = ayAcw; — By (wy — we) + 1y + :

8wb 9

B = apAewy, + By (wy — wp) + My + T (6.2.17)
em que ay = ki/pice, ap = ky/pocy, Bt = huw/pict,

Bo = huv/poCos Mt = G/ pece, Mo = Qo) PuCo, O = i/ pres
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e 0, = ¥p/ppep. Assim, aplicando a transformada nas
equagoes diferenciais em ((6.2.17)) temos que

ow . - _
a—tt = fat/\fnwt — Bt (W — Wp) — Apawp(t)
1
+ (=)™ bwe + neHo [1] + 0:Hom {74]
Oy, 5 . ~ ~
a5 = —ap AL, Wy + By (W — Wp) — Amawo(t)

1
+ (=)™ bw, + npHom [1] + O Hom [4] ;

para Wy = Hup, [wy] € Wy = Hu, [wy]. Reescrevendo as

equagoes em (6.2.18)) em uma forma mais compacta te-
mos

o
% + (at)‘?'n + ﬂt) Wy — Bey = almwo(t) + ge(Am)
ow - -

% + (A2, + Bo) Wy, — By = admwo(t) + gu(Am),
(6.2.19)
em que g (Ap) = (_1)m+1 Ambwe + 6g:Hm [1] +

SHm [Z] € go ) = (1) Apbwe + eqyHom [1] +
eV Hm [T4] nao dependem de t.

Perceba que as equagdes em fornecem um sis-
tema de equagoes diferenciais ordinarias acopladas na
varidvel temporal. Assim, para resolver esse problema, po-
demos utilizar a transformada de Laplace que é definida
na forma

o0

Llg] = / g(t)e *'ds. (6.2.20)
0

E importante ressaltar que a utilizacdo da transformada

de Laplace facilita a obtencao da solugao final, porém

nao é a unica alternativa para a solug¢ao do problema

transiente. E possivel realizar um desacoplamento do

sistema de equagoes ordindrias dado pelas equacdes em

(6.2.19)) utilizando autovalores e autovetores para obter
a mesma solucgao ao final.

Logo, aplicando a transformada de Laplace em cada

uma das equagoes em ((6.2.19) se obtém
(s + A, + Br) by — Bridy = admido(s)

20 Om) + F ()

(s+ A2, + By) Wy — Bytdy = alpdo(s)

4200 Om) + 7 ), (6:221)
em que Wy = L[], Wy = L[] e fAm) = Hum [f].

Para resolver o sistema dado pelas equagdes em
(16.2.21]), vamos escrevé-lo em notagao matricial na forma

Mv = z, (6.2.22)
em que a matriz dos coeficientes é dada por
54 a A2 + By —Bt
M = m 2.2
—Bp s+ apAy, + B (6.2.23)
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e os vetores dados por v = [, Wy

AW (8) + %g (>‘ )+fi()‘ )
= [ 0 NS } (6.2.24)

A matriz ndo-singular M tem sua inversa dada por

= 1 5+ Ay, + B Bt
det M By s+ at)\fn + B
(6.2.25)
e seu determinante, det M, pode ser escrito como

detM = [s+ (A oy + Be)] [s + (A% + Bv)]
= S +s(NLap+ By + N + i)
+ (WL +B) (Ao + By) — BB

1 2
= [s + E(Afnab + By + Aoy + By)

— BuBs

(Arar+ Be)] % + 488}
(6.2.26)

— [R5 -
= (3+¢m)2_¢3m

(wmb + '@[Jm,t)» ‘pgn =
3 [((Wmp — wmt) +4ﬁbﬁt Vmp = Moy + By e

1/)m,t = A2 a; + B;. Entdo, de forma compacta, nés
temos que a solugao do sistema linear é dado por

em que  Yp, =

=

1 A
L7 detM [ s + Bns + Cn 4 Din(s)s + m(s)]

wp = deth [F+Gms+H + I (s )s—l—Jm(s)],

(6.2.27)
em que os coeficientes sao

An = Ugi(Am) + Begs(Am) (6.2.28)
Bm = [(Am) (6.2.29)
Cm = g(Am)+ f(Am) (Y6 + Br) (6.2.30)
Dp(s) = alpio(s) (6.2.31)
Emn(s) = ainio(s) (¥ + Bt) (6.2.32)
Fro = tge(m) + Bogt(Am) (6.2.33)
G = FOm) (6.2.34)
Hy = go(Am) + F(Am) (0 + By) (6.2.35)
In(s) = aipo(s) (6.2.36)
m(s) aAmibo(s) (1t + By) - (6.2.37)

Considerando as seguintes transformadas inversas de La-
place

_ - + Ym
oo (ont) = £ |
e_wmt sinh (QDmt) = ,C_l [WZM} (6238)
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temos entdo as seguintes solugoes do sistema de equagoes diferenciais (6.2.1) associado as condigoes (6.2.2]) que
convergem no dominio (r,t) € (a,b) x [0,00) e formalmente sdo dadas por

- A A
wi(rnt) = Y {TmQ + (Bm - Tmz) e~ ¥mt cosh(pmt)
— Vi — P Vi = Pim
+ % <Cm — Yo B — %) e—tmt sinh(gpmt)} N ()
oo t
+ Z {/ D (t — 7)e”¥™7 cosh(pm)dr (6.2.39)
m=1 0
t
+ — [Em(t — 7) — Ym D (t — 7)) e ¥m7 Sinh((me)dT} N (r)
o Pm
= Frm Fom, _
wp(r,t) = Z {ﬁ + (Gm - ﬁ) e~ ¥m* cosh(pmt)
— Y — e Vi — P
+ wi (Hm — Y Gm — %) e ¥mt sinh(gomt)} N (1)
oo t
+ Z {/ I (t — 7)e Y™ cosh(pmT)dr (6.2.40)
m=1 0
‘o
+ / — [Im (@t —7) — YmIm(t — 7)) e~ ¥mT sinh(cme)dT} Ny (1),
0 ¥Pm
em que as autofung¢oes normalizadas sdo dadas por
Np(r) = g5 (bniﬂ-a (r— a)) (6.2.41)

e os coeficientes pelas equagdes ((6.2.28)—(6.2.37)).

E interessante observar nessa solucdo que V., > P,
caso contrario as solugdes w, wy, — 0o quando t — oo.
Além disso, é possivel resolver esse problema de uma
forma distinta decompondo a temperatura de cada fase
como a soma de uma solugdo permanente e uma tran-
siente. Essa segunda forma de resolver o problema é
pertinente, pois as fungoes dadas pelas equacoes
e satisfazem wy(a,t) = wp(a,t) = 0 e wy(b,t) =
wp(b,t) = 0, isto é, ndo convergem para as condigoes de
contorno nos extremos do intervalo [a, b]. Enquanto com
a decomposicao sugerida, entre solucdo permanente e
solucao transiente, a solugao final da equagao nao sofrera
o problema de convergéncia nos extremos e convergira
em todo dominio (r,%) € [a,b] x [0, 00).

7. Consideragoes finais e perspectivas

Solucionar problemas relacionados as equagoes diferenci-
ais é um trabalho que faz parte do cotidiano de fisicos,
matematicos e engenheiros. Dessa forma, o acesso a di-
ferentes técnicas de solucao é extremamente importante
para o trabalho desses profissionais. Nesse sentido, foi
apresentada neste trabalho a técnica de solucao de pro-
blemas de valores inicial e de contorno por meio da
construcao de transformagoes integrais finitas baseadas
nas solugoes de problemas de Sturm—Liouville. Este tipo
de método ¢é interessante, pois a solucao é obtida de uma
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forma construtiva. Ele proporciona uma visao distinta
sobre a expansao por autofungdes levando a uma forma
mais intuitiva e operacional de se resolver os problemas,
semelhante as regras operacionais das Transformadas de
Laplace e Fourier. Além de apresentar uma metodologia
diferente da usual funcdo de Green.

Assim, no primeiro momento, foi apresentada uma
breve revisao acerca da equagao do calor, que foi a base
para a descri¢do do método, e dos problemas de Sturm-—
Liouville regulares. Na sequéncia, foi apresentado como
estabelecer uma transformacao integral apropriada ao
problema que se deseja solucionar. Por fim, foram discuti-
das as solugoes de dois problemas distintos relacionados a
pesquisas que estao sendo desenvolvidas na Universidade
de Brasilia. As solugoes foram construidas de forma di-
déatica, primeiramente para mostrar a importancia desta
técnica, e também com a perspectiva de que o leitor
seja capaz de reproduzir e procurar solugoes de outros
problemas de valor inicial e de contorno utilizando a
transformada finita.

Concluimos dizendo que a técnica aqui mostrada e
exemplificada ndo tem como objetivo se apresentar como
uma técnica definitiva para solucado de problemas de valor
inicial e de contorno para equagoes diferenciais parciais
lineares. Mas, sim, como mais uma ferramenta alterna-
tiva que pode ser adicionada a cole¢cao de técnicas que
o leitor possui para a solucao de problemas nessa forma
e também como uma outra visao, pouco explorada nos
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livros texto, sobre a ja conhecida técnica da expansao

por autofuncoes.
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