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Neste trabalho destacaremos a conexdo entre teoria de grupos e transformacoes entre referenciais. A partir
da defini¢ao da representacao dos grupos abstratos de Galileu e de Lorentz sobre o espago-tempo, somos levados
naturalmente as transformagoes de Galileu e de Lorentz nos regimes newtoniano e relativistico. Além de fornecer
um material introdutério para assuntos mais avangados, como teoria de grupos e suas representagoes, este artigo
apresenta também uma formulacao alternativa a teoria da relatividade especial.
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In this work we explore the connection between group theory and transformations among frames of reference.
Starting from the very definition of representations of the abstract Galileo and Lorentz groups over the space-
time, we are naturally led to the Galileo and Lorentz transformations in classical and relativistic regime. In
addition to providing an introductory material for advanced topics, such as group theory and its representations,
this paper also brings an alternative formulation to the special relativity theory.
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1. Introdugao

A universalidade da fisica é descrita por um principio
bésico, que talvez devesse ser chamado de axioma, por
ser aceito sem demonstragao devido a sua clareza e razo-
abilidade: o principio da relatividade.? Seu enunciado
é o seguinte,

As leis da fisica sGo as mesmas em qualquer refe-
rencial inercial [M].

Com este principio somos levados implicitamente a
fornecer a ligacao entre referenciais distintos utilizados
para descrever determinado fendémeno, garantindo as-
sim que a fisica é a mesma, seja em um ou outro re-
ferencial. O objetivo central deste trabalho serd entao
caracterizar esta ligacao entre observadores, chegando
as transformacoes de Galileu e de Lorentz entre referen-
ciais inerciais. Esta construcgao fornece, em particular,
uma formulacao alternativa para a teoria da relativi-
dade especial. Para isso, utilizaremos uma ferramenta
matematica poderosa, a teoria de grupos. Mostrare-
mos que os grupos estao intimamente ligados com o
principio da relatividade, seja na mecanica cldssica ou
relativistica. Infelizmente a disciplina formal de teoria
grupos nao é vista nos cursos de graduagao em fisica,
tanto nas licenciaturas quanto nos bacharelados, ape-
sar da sua conexao direta com a fisica. Além disso, a
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bibliografia padrao utilizada que trata da aplicagao em
fisica da teoria de grupos é avancada, veja por exem-
plo [B]. Desta maneira, este trabalho propoe também
fornecer de maneira didatica uma primeira leitura a
teoria de grupos, ressaltando sua proximidade com a
fisica. Dividiremos este artigo da seguinte maneira: na
Secao 2, motivaremos, de maneira intuitiva, o uso da
teoria de grupos para estabelecer a conexao entre re-
ferenciais distintos. A formalizagao desta discussao in-
tuitiva é feita na Segao seguinte, quando obteremos as
transformacoes de Galileu a partir da defini¢ao da re-
presentacao do grupo de Galileu sobre o espago-tempo.
Na Secao 4, discutiremos as razoes pelas quais o grupo
de simetrias (grupo de Galileu) da mecénica cldssica
deveria ser substituido por outro que garantisse, por
exemplo, que o principio da relatividade fosse aplicado
também as equacoes de Maxwell. Este novo grupo de
simetrias, o grupo de Lorentz, é analisado na Secdo 5: a
partir da sua acao no espago-tempo seremos levados na-
turalmente a formulacao da relatividade especial. Por
fim, dedicamos a Se¢ao 6 para a conclusao.

2. Por que teoria de grupos?

Muitas teorias em fisica sao descritas por ramos da ma-
temdtica que por vezes foram desenvolvidos de maneira

2Um nome mais sugestivo seria principio do absoluto, pois sua formulagio retrata leis validas independentes do observador.
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independente da sua aplicagao. Por exemplo, é muito
dificil analisar um trabalho moderno ligado com a teoria
da relatividade geral sem conhecer geometria diferencial
[B). O mesmo podemos dizer da mecéanica quantica em
nivel elementar: ja nos primeiros capitulos nos depara-
mos com palavras “vetores num espaco de Hilbert repre-
sentam estados de uma particula” ou ainda “operadores
hermitianos representam quantidades observéveis” [].
Isto mostra a forte dependéncia da mecanica quéantica
com a algebra linear.

O que podemos dizer sobre a teoria de grupos?®
Como nosso objetivo é retratar a sua associagdo com o
principio da relatividade, vamos considerar a seguinte
situacao: trés rapazes discutem sobre o estado de movi-
mento de uma crianga andando de bicicleta. O primeiro
rapaz estd parado, o segundo anda com mesma veloci-
dade que a bicicleta e o terceiro corre mais rapido que
as pedaladas. O primeiro entao diz para os outros dois
que a crianca se afasta com velocidade positiva. O se-
gundo nega, afirmando que a bicicleta esta parada. J&
o terceiro comenta que a bicicleta estd se afastando com
velocidade negativa. Qual dos trés esta correto? Cada
um deles tem razao, ja que as afirmagoes sao feitas em
relacdo aos seus respectivos referenciais. Para garantir
que os trés rapazes nao vao brigar, devemos permitir
que haja comunicagao entre os trés, assim cada um es-
tard ciente do que o outro esta vendo. E razodvel es-
perar que esta troca de informagoes entre observadores
obedeca certas regras:

1. A situacdo em que o primeiro avisa o segundo ra-
paz, que por sua vez avisa o terceiro sobre o que
o primeiro vé é equivalente ao primeiro avisar di-
retamente o terceiro.

2. A afirmagdo do que cada um vé pode ser trans-
mitida, sem seguir uma ordem do primeiro para
o segundo e assim sucessivamente. Por exemplo,
se colocarmos um quarto rapaz no jogo, entao a
situacao em que o primeiro avisa o segundo, o se-
gundo avisa o terceiro e por sua vez comunica ao
quarto a informagao vinda do primeiro é equiva-
lente ao primeiro passar sua informacao a frente
depois de ter estabelecido a comunicagao entre os
trés rapazes seguintes.

3. A informacao entre o estado de movimento da
crianga na bicicleta pode ser transmitida tanto
num sentido quanto no outro: o primeiro pode
avisar o segundo do que vé ou vice-versa.

Se associarmos a troca de informagao com elemen-

tos ¢;,2 = 1,2,... de um conjunto G, entdao é natural
19 ) ) )

pensar que G é um grupo, isto é, um conjunto munido

de uma operacao que associa pares de elementos a um
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terceiro elemento,
- GE@xGE =G (1)

obedecendo

a) g1 (92 93) = (g1 - g2) - g3, para todos g1, g2, g3
em G.

b) Existe e em G tal que ge = eg = g, para todo g
em G.

c) Para todo g em G, existe g~! tal que gg~! =
g lg=e

As regras que pedimos para a troca de informacoes
possuem exatamente a estrutura de um grupo: a regra
1 fornece o fechamento do produto, a nimero 2 corres-
ponde & associatividade do produto em G e por fim a
regra 3 esta ligada com a existéncia do elemento inverso
(e identidade). Assim fica justificado o uso da teoria de
grupos para estabelecer a relagao entre diferentes re-
ferenciais. Como discutimos anteriormente, a ligacao
entre referenciais é essencial para assegurar o principio
da relatividade. Nas préximas secoes discutiremos os
detalhes técnicos da discuss@o informal acima. Vere-
mos como somos levados as transformagoes de Galileu,
seu declinio e por fim chegaremos as transformagoes de
Lorentz, culminando com a teoria da relatividade espe-
cial.

3. Ligacao entre referenciais na mecani-
ca classica: transformacoes de Gali-
leu

Nesta Se¢ao mostraremos como a teoria de grupos estd
por tras do principio da relatividade: a partir da repre-
sentacao do grupo de Galileu no espago-tempo somos
levados as transformagoes de Galileu entre referenciais
inerciais.

Consideremos uma situagao hipotética em que uma
particula encontra-se afastada de tudo e livre de forcas
externas. E impossivel descrever sequer o estado de mo-
vimento desta particula. Por outro lado, se nos apro-
ximarmos dela, poderemos dizer se ela estd parada ou
se movimentando. Neste caso, ao observador que se
aproximou da particula estd associado um sistema de
referéncia ou referencial: ele pode dizer onde a particula
se encontra, digamos x e em qual instante de tempo ¢
a particula encontra-se em x. Esta construcao nos leva
naturalmente ao espaco R* com coordenadas

t

ot =

x
2

(E2 ) ( )

23

onde z° = t, 2! = z, 22 = y, 2 = 2. Indices gre-

gos [, v, ..., assumem os valores 0,1,2,3. O indice 0

3Vamos abordar neste trabalho a associacio entre teoria de grupos e o principio da relatividade. Naturalmente este néo é o fim da
histéria: grupos sdo ainda utilizados, entre outros assuntos, na teoria do momento angular em mecanica quantica [@], fisica do estado
sélido [B], fisica de particulas elementares [H], mas estes assuntos fogem do escopo deste artigo.
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corresponde & varidvel temporal z° e os ndices lati-
nos ¢, j, k, ... correm valores 1,2, 3 e estao associados as
varidveis espaciais. Chamamos z* de coordenadas de
espago-tempo.

Se a particula é livre, entao sua descricao com coor-
denadas x* é a mais simples possivel: ou ela esta parada
ou em movimento retilineo e uniforme. Caso usdssemos
um outro sistema de coordenadas z'# para descrevé-la,
ela deve continuar livre. Assim, associamos z* e z'*
com uma transformacao linear, que leva retas em retas,

' =Gr, ", (3)

onde usamos a notacao de Einstein: indices repetidos
significam soma. O indice pu corresponde a linha e v a
coluna da matriz G.

De uma maneira ou de outra gostariamos de associar
a matriz G acima a um certo grupo, como discutimos
anteriormente. Vejamos entdo como isto pode ser feito.

Comegamos com a defini¢ao do seguinte conjunto de
matrizes munido com o produto usual,

G ={Gixs;G", € R,G*, =1,G"y = v;}, (4)
isto é,
1 0 0 O
. —U1 1 0 0
GOM=1 0 01 0 ®)
—Us3 0 0 1

Como G possui trés entradas independentes, a saber,
vy, Vg € v, usamos a expressao “v” na Eq. (B) para
simplificar a notacdo. A verificagdo que G é um grupo
é direta:

a) O produto é fechado em G
GVIGK) = G(V"), v/ = v+ (6)

b) O produto usual de matrizes é associativo;
c¢) O elemento neutro é a prépria identidade;
d) Para todo G(v) em G, seu inverso é dado por,

G7H(v) =G(-v). (7)

Chamaremos G de grupo de Galileu? No exemplo
dos rapazes discutindo sobre o estado de movimento
da crianga de bicicleta ficou claro que a troca suces-
siva de referenciais estava associado com o produto de
grupos. Por outro lado, com a Eq. (B) vimos que a
associacao entre referenciais inerciais é feita por uma
transformacao linear. Para que o produto do grupo seja
respeitado pelas transformagoes da forma da Eq. (B),
devemos associar a cada G em G um operador linear
que atua no espaco-tempo,

©:G — LRY), (8)
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obedecendo a seguinte regra,

(G1 - Ga) = o(G1) - p(G2). (9)

Denotamos por L(R*) o espaco dos operadores lineares
sobre R%. A interpretacio para a Eq. (8) é simples:
estamos obrigando que o produto dos operadores (lado
direito) obedeca ao produto do grupo (lado esquerdo).
¢ é chamado de homomorfismo [[M]. Como as matrizes
de G sdo 4 x4 e dim R* = 4, 0 homomorfismo escolhido
serd a aplicagao identidade ¢ = id. Assim a Eq. (B)
fica reduzida a

o= [p(@))F 2" = Gy (v)a”. (10)

Neste caso dizemos que estd dada uma representacao
linear do grupo de Galileu no espaco-tempo.B Qual é a
interpretacao fisica desta construcao? Se escrevemos a
Eq. (I0) explicitamente, encontramos

=G (vt =t =t (11)
=G (V) = 2 =2t o't (12)

As expressoes () e () sdo bem conhecidas e corres-
pondem as transformagoes de Galileu [[]. Elas fazem
as ligagOes entre referenciais inerciais e os parametros
v, i = 1,2,3 correspondem &s componentes da velo-
cidade relativa entre os referenciais. Se mudarmos o
sentido da velocidade, invertemos a troca de referenci-
ais, isto é,

= GH,(—v)z'. (13)
Isto justifica a expressao
G Hv) = G(—V). (14)

Vamos inserir mais um referencial no jogo, se afastando
de x'* com velocidade v/, conforme mostra a Fig. 1.

x# xlp', xH.u,
A A
v v’
—» >

) ¢
oo oto

Figura 1 - Referenciais afastando-se uns dos outros.

L2

Por um lado,

' =aGr, (V). (15)

4Vamos estudar aqui somente o setor do grupo de Galileu associado com os boosts. O grupo de Galileu, além dos boosts contém
ainda um setor responsavel por rotacoes [M]. A palavra boost em inglés significa “empurrdo”. Daf ela ser usada para se referir a troca
de referenciais quando um se desloca em relagdo ao outro com velocidade constante.

5A teoria de representacdes de grupos tem um papel central em fisica de particulas elementares. Veja por exemplo a Ref; L=1B
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Por outro lado,
2" =GY o (v)z®. (16)
Substituindo a Eq. (@) na Eq. (I3),
" =GF, (V)G o (v)x®. (17)
Lembrando que
G(v1)G(ve) = G(v1 + va), (18)
ganhamos naturalmente a ligagao entre z* e x''*.
M =GH,(v+ V)" (19)

Como z* afasta-se de z'* com velocidade v/ e z/#
afasta-se de z* com velocidade v/, z''# afasta-se de z#
com velocidade v+v’, a qual é a composicao classica de
velocidades. Ressaltamos que o produto do grupo car-
rega a informacao de que podemos fazer transformagcoes
sucessivas entre referenciais, veja a Eq. (I8). Observe-
mos também que o principio da relatividade estd ga-
rantido ja que a segunda lei de Newton tem sua forma
mantida por uma transformagao de Galileu.

4. Declinio das transformacgoes de Gali-
leu

Com o advento das equagoes de Maxwell, surgiu um
impasse com o principio da relatividade: elas implica-
vam, na auséncia de fontes, em uma equagao de ondas
para os campos elétricos e magnéticos,

02 0? 0? 02
<am2 t ozt ”0508752> E=0 (20

02 02 9?
(W—’_W—’_M_MOEOW)B_O. (21)

Mas as equagOes acima nao sao invariantes para as
transformagoes de Galileu, quebrando o principio da re-
latividade. Como as equacoes de Maxwell descreviam
muito bem tanto fendomenos eletromagnéticos quanto
oticos, sendo sugestivo que elas correspondiam a leis
fundamentais da natureza, a fisica deveria passar por
uma reformulacao profunda: ou as equagoes de Maxwell
deveriam ser substituidas por um modelo covariante sob
a acao do grupo de Galileu ou as equagoes de Maxwell
seriam mantidas, trocando o grupo de transformagoes
que garantia o principio da relatividade.? Esta segunda
opcao foi exatamente a escolha de Einstein. Aspec-
tos histéricos sobre a formulacao da relatividade espe-
cial podem ser encontrados nas Refs. [[3@] e [3]. Na
préoxima Secao vamos obter a representacao de outro
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grupo sobre o espago-tempo e discutiremos a sua inter-
pretacgao fisica. Mencionaremos que a forma da equacao
de onda (que se propaga com uma velocidade bem de-
finida) é mantida sob as novas transformagdes e mos-
traremos como a relatividade especial surgird natural-
mente a partir desta construcgao.

5. Reformulando a ligagao entre refe-
renciais: transformacoes de Lorentz

Anteriormente discutimos que as equagoes de Maxwell
necessitavam de um novo grupo de transformacgoes que
garantissem sua covaridncia. Nesta Secao apresenta-
remos este grupo e definiremos sua representagao no
espaco-tempo, seguindo a mesma prescricao utilizada
para o grupo de Galileu na Segao anterior. Por fim,
daremos a interpretacao fisica correspondente.

5.1. Definicao e investigagao formal do grupo
de Lorentz

Seja o seguinte conjunto £ de matrizes 4 x 4 com en-
tradas reais, munido com o produto usual satisfazendo

ATnA =7, (22)

onde n = diag(—1,+1,+1,+1) é uma matriz diagonal
fixa. £ é de fato fechado para o produto,

(A1A2)T77A1A2 = AgA,{T}AlAQ = AgT]AQ = ?’]7 (23)

para todos A1, As em L, e ainda, a partir da restrigao
ATnA = n, obtemos detA = +1. Assim para todo A
em L, existe A~'. Logo, £ tem estrutura de grupo e o
denotaremos como grupo de Lorentz. Vamos analisar
somente o subconjunto de £ (que também é um grupo)
das matrizes com determinante igual a 1%

SO(1,3) = {Ayxa; A", € R,ATHA = 5, detA = 1}. (24)

As letras S e O correspondem a special e orthogonal. A
primeira refere-se a restricao do determinante das ma-
trizes ser unitéario e a segunda indica que parte do grupo
é formado por matrizes ortogonais. Os paréntesis (1, 3)
indicam que o grupo atua no espago-tempo com uma
dimensao temporal e trés espaciais. A investigacao de
SO(1,3) é facilitada se escrevemos A € SO(1,3) como
a exponencial de uma matriz w,

A=e". (25)

Os detalhes técnicos e as propriedades que utilizaremos
aqui sobre exponenciais de matrizes estao no apéndice
ao final do texto. A restricao (E2) é equivalente a,

ATpA =n e n ATy = A1, (26)

6Esta tltima opgao implicava ainda na reformulagio da mecanica de Newton pois sua segunda lei era covariante sob transformacdes

de Galileu

70 conjunto de matrizes com determinante —1 ndo é fechado para o produto. Para evitar este problema, analisaremos somente o

setor de £ com determinante igual a 1.
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Usando agora a Eq. (E3) na Eq. (E3),
1/ w W — 1 T —w
e = () e e n=eT, (27)

onde usamos as propriedades (1) e (2) do Apéndice. E
possivel mostrar também que eATBA = A7 1eB A, veja
a propriedade (3). Portanto, a Eq. (E2) toma a forma

n_le“’Tn —e W ael WN=ew (28)
Devido & propriedade (4) do apéndice, podemos escre-
ver

n 1wl = —w e wly = —nw. (29)
A restrigdo (E9) implica que as matrizes w sao obriga-
toriamente compostas por uma parte simétrica e outra

antissimétrica,

0 a b ¢ 0 O 0 0
a 0 0 O 0 O d e
“=lbs 000 |Tlo =a o s[| B9
c 0 0 0 0 —e —f O
ou ainda,

w=aM,+bMy +cM,+ dMg+eM.+ fMy, (31)

onde a,..., f sao parametros arbitrarios reais e, por
exemplo

01 00 0 0 00
1 0 0 0 0 0 01
Mo = 0 0 0O »Me = 0 0 00
00 0O 0 -1 0 0

A restricdo detA = 1 nédo traz nada novo: de acordo
com a propriedade (5), temos,

detA = dete” = e =1 = trw = 0. (33)

Mas pela Eq. (BO), vemos que o traco de w é nulo.
Existe uma maneira elegante de se reescrever a ex-
pressao (BI). Definimos um objeto antissimétrico com

dois fndices, w®® = —wP*, como segue,
a=w d=w'?
b=w" e=w's, (34)
_ ,,03 _ ,,23
=w”, f=w.

Enumeramos as matrizes M,,..., My da mesma ma-
neira,

My = Moy, Mg = M2,
My = Moz, M, = M3, (35)
M. = Moz, My = M.

Também por defini¢do, Myg = —Mpq. Desta forma,

1
W= 5waﬂMaﬁ. (36)

. (32)
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Observemos que os indices acima nao representam os
indices dos elementos de matriz. Eles se referem
a enumeracao dos parametros a,..., f e das matrizes
M,, ..., M;. Finalmente, chegamos a,

A= 3w Mas, (37)

As matrizes w pertencem a um conjunto que tem es-
trutura de espago vetorial: qualquer w pode ser escrita
como combinagao linear das matrizes My, ..., My, veja
a Eq. (BD). Por definicio, as Mg sdo chamadas ge-
radores (do grupo). Este conjunto recebe o nome de
algebra de Lie do grupo SO(1,3), sendo denotado por
so(1,3),

1
50(1,3) = {w = 5ofijaﬁ;wo‘ﬁ = —wl* cR}. (38)

Os geradores M, sao dados pela Eq. (B3). A relacao
entre um grupo e sua algebra de Lie é dada pela formula
ilustrativa,

G =ek. (39)

Para o caso em que discutimos, SO(1,3) = es°(1:3),

5.2. Representacao do grupo SO(1,3) no espa-
co-tempo

Assim como fizemos com o grupo de Galileu, vamos
definir a representacao do grupo de Lorentz no espago-
tempo e discutir as consequéncias fisicas desta cons-
trucdo.® Sendo o grupo SO(1,3) também formado
por matrizes 4 x 4, novamente tomamos o homomor-
fismo de SO(1, 3) sobre o espago de operadores lineares
que atuam em R* como a identidade, onde L(R*) é o
conjunto de operadores lineares sobre o espago-tempo
(Fig. 2). Desta maneira, as coordenadas z# de R*
transformam-se como

ot — = ALY a = (20, 2Y). (40)

5.3. Interpretacdo fisica de SO(1,3): rotacoes
espaciais

Para discutir a interpretagao da expressao (EO), consi-
deremos o caso particular de A dado quando tomamos
todos os w*? = 0, com excegao de w'? = # (lembremos
que os w™? sdo constantes arbitrarias). Assim

1
5w‘lﬁMaﬁ = OMyy = A(6) = M2, (41)

8Este ndo é o fim da histéria: a equacdo de Dirac, por exemplo, pode ser deduzida a partir de propriedades das transformacdes de
espinores sob agio do grupo de Lorentz [[@]. Como gostarfamos de fornecer um trabalho introdutério sobre grupos e suas representagdes,
ndo trataremos estes assuntos aqui. Para maior aprofundamento nestes tépicos, indicamos a Ref. [0].
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50(1,3)

L(RY

Figura 2 - Quadro geométrico da representagido do grupo de Lo-
rentz sobre o espago-tempo. O mesmo esquema pode ser cons-
truido para o grupo de Galileu na Segao 3.

A exponencial de matrizes acima é uma das poucas que
pode ser calculada analiticamente (veja os detalhes no
Apéndice) e fornece

1 0 0 O
0 cosf send O

A(B) = 0 -senf cosf 0 (42)
0 0 0 1

De acordo com a Eq. (£1),

/0 0

v = 2, (43)
' = cosfx' + senfz?, (44)
z? = —senfz’ + coshz?, (45)
3 = b (46)

As expressoes acima sdo bem conhecidas na geometria
analitica [IH] e significam rotacao dos eixos de coorde-
nadas z' e 22 em torno do eixo x> por um angulo 6.
Vamos assumir que z° estd ligado com a coordenada
temporal e nao se altera sob rotagoes. Por analogia,
concluimos que as transformagoes associadas com as co-
ordenadas w'3 e w?? significam rotacoes em torno dos
eixos z2 e ! respectivamente. Portanto, um setor do

grupo de Lorentz estd associado com rotagoes espaciais.
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5.4. Interpretacgao fisica de SO(1,3): boosts de
Lorentz

Tomemos agora como tinico parametro nio-nulo w% =

. Neste caso,

1

iwaﬁMag = pMo; = A(p) = e?Mor, (47)
A exponencial acima também pode ser calculada (veja
Apéndice) e encontramos

coshp senhy

0

senh cosh 0

A =| 7 Y (48)
0

0 0

OO OO

onde usamos as fungoes hiperbdlicas coshy = %(e“” +
e~ %) e senhy = 3(e¥ — e~¥). Fazendo agora

z = Al 2", (49)
encontramos
2% = coshpa® + senhya!, (50)
' = senhpz® + coshpar!, (51)
? = 22 (52)
o = b (53)

Passamos agora efetivamente a interpretacgao fisica das
transformagdes acima. Como assumimos anteriormente
que a coordenada z° est4 ligada com a coordenada tem-
poral e ainda, para que a expressao (BI) fique dimensi-
onalmente correta ao substituirmos z° por ¢, facamos,
por simplicidade,?

2V = et, (54)
onde ¢ é uma constante com dimensoes de velocidade.

Assim

1

v coshpt + senhgox—7 (55)
c

2t = senhpct + coshpz!, (56)
enquanto as coordenadas z2 e z® permanecem inal-
teradas. As expressOes acima nos remetem as trans-
formagoes de Galileu, que misturam coordenadas espa-
ciais e temporais, como nas Eqgs. () e (IA). Assim,
vamos supor que as transformagoes (B3) e (BH) também
descrevem a troca de coordenadas entre referenciais que
se afastam um em relagdo ao outro com velocidade V,
mas com maior precisdo. V aponta no sentido positivo
do eixo x! e no instante ¢ = 0 os referenciais coincidem.
Passado um intervalo de tempo ¢, ocorre um evento e
que coincide com a origem do referencial que se desloca
em relagdo ao primeiro (Fig. 3)

9A ideia inicial de se construir um espaco quadridimensional foi de Poincaré. Minkowski deu continuidade a este trabalho e conseguiu
dar, por exemplo, interpretagdo para as transformagoes de Lorentz, que veremos a seguir, utilizando a notagdo de quadrivetores. A
proposta inicial para a utilizacdo da notagdo zg também foi de Minkowski [I3].
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Figura 3 - Evento e visto de dois referenciais distintos.

Neste caso, temos: 2’ = 0 e ! = Vt, que subs-

tituidos na Eq. (BB) fornecem,
\%4
0 = senhgct + coshpVit = tghp = ——. (57)
c

A partir da identidade cosh?¢ = 1+senh?¢p, temos, em
conjunto com a Eq. (B7),

\%

V2 v
senh?p = — 1+ senh?p) = senhp = +—°— (58)
c 1- ¥

Como senhyp = —%coshgp e coshp > 0, para todo ¢,

1
coshp = ——. (59)
/1 - ¥
c2
Finalmente, como senhy = tghycoshyp,
v
senhp = ———5-—. (60)
/1 - V2
c2
Retornamos agora para as transformagoes (B0)
t— Yot
o= ==, (61)
Vi-%
xl -Vt
't = e (62)
2
i-%
? = % (63)
o = 2® (64)

As transformagoes acima sdo chamadas transformacoes
de Lorentz. Faremos agora uma lista dos resultados
obtidos, enunciando algumas consequéncias fisicas as-
sociadas as transformacoes de Lorentz.

1. Assim como os pardmetros w'?,w'® e w?? sdo

identificados com rotacdes em R3, em torno dos

eixos z2, 22 e 21, os parametros wo!, w%? e wW"3 cor-

respondem aos boosts na direcdao dos eixos z!, 22

e 23 com velocidade V? tal que

i

oy

4304-7

2. As transformacoes (ED)-(Bd) sdo singulares para

V — c¢. Isto indica que devemos esperar uma
nova fisica para velocidades proximas de c. Mais
ainda, ¢ determina um limite superior para velo-
cidades: para que o fator (1 — ‘C/—;) ’ esteja bem

definido, devemos ter V < c.

. No limite ¢ — +oo, as transformacoes (BI)-

(Bd) coincidem com as transformagoes de Gali-
leu. Neste sentido, podemos interpretar as trans-
formagoes de Galileu como transformacoes efeti-
vas para as transformagoes de Lorentz quando
V<<e

. Vamos obter a regra de transformagoes para ve-

locidades,
N
v = 7 = 7_ C%xl
v—V
= Vo (66)
e

Suponhamos que v = ¢. No referencial que afasta-
se do primeiro, temos

, v=V -V
Ul W T oy

c2

c=>v =c (67)

Logo, ¢ determina uma escala invariante indepen-
dente do observador.

. Lorentz obteve as transformagoes (BI)-(Bd) de

forma que a equacao de uma onda que se propaga
com velocidade c,

1 92

2 —_— —— —
v c2 Ot?

f=0, (68)
mantivesse sua forma. Isto ji era um indicio
para ser mostrado mais tarde a covariancia das
equacoes de Maxwell sob acao das transformagoes
de Lorentz. Como afirmamos anteriormente, as
equagoes de Maxwell sem fontes implicam em
equagoes de onda para os campos elétrico e

o . 1 . . .
magnético com velocidade Thoss veja as Egs.

(E0) e (EX). Hertz conseguiu gerar experimental-
mente ondas eletromagnéticas, previstas teorica-
mente, além de mostrar que sua velocidade coin-
cidia exatamente com o valor tedrico \/;% ().
Ele mostrou também que estas ondas eram re-
fletidas em metais, assim como a luz é refletida
por um espelho. Desta maneira concluimos que
a constante ¢ que aparece nas transformagoes de
Lorentz coincide com a velocidade da luz,

1
\/,uoﬁo’

unificando o eletromagnetismo e a ética.

(69)

C =
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Resumindo agora as observagoes feitas acima, nasce
a relatividade especial, ja que Einstein baseou toda a
teoria em dois postulados,

I - A velocidade da luz no vdacuo € a mesma em to-
dos os referenciais que se movam uniformemente um
em relagdo aos outros.

II - As Leis da natureza sdo as mesma em todos
0s referenciais que se movam uniformemente uns em
relacdo aos outros.

6. Conclusao

Neste trabalho destacamos a importancia da teoria de
grupos para a fisica: o principio da relatividade é garan-
tido quando estabelecemos a ligacao entre referenciais
distintos, seja classica ou relativisticamente. Mostra-
mos com um exemplo intuitivo que esta ligacao entre
referenciais deve obedecer certas propriedades similares
as propriedades de uma estrutura algébrica bem conhe-
cida, um grupo. A formalizagdo da discussdo intuitiva
da Secao 2 é feita nas Secoes 3 e 4, quando descreve-
mos uma maneira de carregar a informacgao contida no
grupo até as transformacoes de coordenadas no espago-
tempo. Para isto, a cada elemento do grupo de Gali-
leu e de Lorentz associamos uma transformacgao linear
que atua no espago-tempo, respeitando o produto do
grupo. Como interpretacao fisica para a representagao
do grupo de Galileu encontramos as transformacgoes de
Galileu, que relacionam as coordenadas de referenciais
inerciais movendo-se um em relagao ao outro. Com o
advento das equagoes de Maxwell, Einstein decide subs-
tituir o grupo de transformacgoes da mecanica classica
por outro que garantisse a covariancia das equagoes de
Maxwell. Seguindo esta prescricao, definimos a repre-
sentacao do grupo de Lorentz no espago-tempo e como
consequéncia somos levados naturalmente a formulacao
da relatividade especial. Acreditamos que este traba-
lho possa servir como uma primeira leitura em cursos
de graduagao para a teoria de grupos, caracterizando
sua ligacao com a fisica. Fornecemos também uma in-
troducao alternativa e didéatica para relatividade espe-
cial. As transformacoes de Lorentz sao extraidas a par-
tir da representacao do grupo de Lorentz no espago-
tempo, evitando as dedugoes usuais que encontramos
na literatura, onde é pedido por exemplo, que a frente
de onda de um pulso luminoso mantenha sua forma
(dedugao esta prevista pelo préprio Einstein [[3]). Res-
saltamos que o intuito deste artigo nao é substituir a
extensa literatura sobre teoria de grupos, tao pouco so-
bre relatividade especial. Como dissemos, gostariamos
de fornecer um material acessivel e complementar para
estes assuntos.

7. Apéndice

Vamos definir a exponencial de matrizes e destacar al-
gumas de suas propriedades, que foram uteis para a

Rocha et al.

investigacao do grupo de Lorentz, veja por exemplo, a
Eq. (E3). Por fim, calcularemos duas exponenciais que
foram utilizados ao longo do texto.

Definicao 1 Seja M o conjunto de todas as N X N-
matrizes com elementos reais. A fung¢do exponencial
sobre M ¢ uma aplicagao exp : M — M definida por

oo n

A
Amet =3 — vAeM. (70)
n.

n=0

A série acima é convergente no seguinte sentido: cada
elemento da matriz e? é uma série convergente de
nimeros reais. Vejamos agora algumas propriedades
das exponenciais,

L (eMT = eA
2. (et =4
3. A 'BA = A—1eB A Com efeito,

0 gipgy 2
ATPA = NS o =T AT BA
n!
n=0
1

1 /—/H
+ E(A‘lBA)(A‘lBA) +.=

eB

BQ
= A'1+B+ 5t L) A= Atefra)

4. A aplicacdo A — e? é uma bijecdo de uma vizi-
nhanca pequena da matriz N x N nula sobre uma
vizinhancga pequena da identidade de ordem N.

5. Por fim, det(e?) = e,

Nao demonstraremos as propriedades acima para nao
nos distanciarmos do objetivo deste trabalho. Elas po-
dem ser encontradas em [B]. Calcularemos agora algu-
mas exponenciais especificas que apareceram no decor-

rer do texto. A primeira delas foi e?*12. Temos,
0 0 0 0
0 0 6 0
9M12 - 0 _9 0 0 ) (72)
0 0 0 O
0 0 0 0
» o -2 0o o
(9M12) - 0 0 —p2 0 ’ (73)
0 0 0 0
0 O 0 0
s o o -6 o
(@MlQ) - 0 93 0 0 ) (74)
0 O 0 0
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e assim sucessivamente. Logo

1 0 0 0
2 3
€6M12 _ 0 — % =+ ... 0 — % =+ ... O (75)
0° 02 :
0 —(0-%+.) 1-%+.. 0
0 0 0 1

As séries de nimeros que aparecem na exponencial
acima sdo convergentes para todo € real e correspon-
dem as séries para senos e cossenos,

too 2n+1 too ng22n
(=1"e=" (=1)"6
0= —_ 0= ——— (76
sen ; @n+ 1t " ; o (19
Portanto,
1 0 0 0
0 cosf senf O
OMiz __
€ | 0 -senf cosd 0 (77)
0 0 0 1
Passemos agora a exponencial de ¢ My;. Temos
0 o 0 O
| ¢ 0 0 0
@MOI - 0 0 0 O ) (78)
0 0 0 O
> 0 0 0
2 0 ©* 0 0
0 0 0O
03 e 00
s | ¢ 0 0 0
0 0 0O
e assim por diante. A exponencial fica,
144 + +€ 4.0 0
ot et gt
egaMm — S0+%+ 1+%+ 0 0 ) (81)
0 0 1 0
0 0 0 1
Combinando as séries da exponencial real,
2 3
¢ LA
e =14+¢p+ 2!+3!+..., (82)
2 3
—p _1_ ¥
e¥f=1—p+ 5T ~ 31 + .., (83)

encontramos as séries para as funcoes hiperbdlicas de
Seno e cosseno,

1 _ ¢°
i(ew,e ) :(p+§+... = senhep, (84)
1 ¢’
§(€¢+6*¢) — 1+§+... = coshep. (85)
Logo
coshp senhy 0 0
oMo, _ | senhy coshy 0 0
e 0 0 10 (86)
0 0 0 1
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