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Neste trabalho usou-se o0 método dos limites para obter uma expressdo analitica exata da capacitancia de um
condensador de placas planas nao paralelas. Em seguida, o resultado obtido foi comparado com outros resultados
conseguidos por meio de dois diferentes métodos publicados.
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In this work the limit method was used to obtain an exact analytical expression of the capacitance for not
parallel plane plate capacitor. Following, the result was compared with others results from other two different

methods published previously.
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1. Introducao

H4 algum tempo atras, dois artigos foram publicados
nessa conceituada revista [0,B] e 14 discutiram técnicas
para obter uma expressao analitica para a capacitancia
de um condensador com placas ndo paralelas. A figura
a seguir esboca a forma do capacitor com suas carac-
teristicas geométricas.

A Fig. la é o esbogo do capacitor assimétrico de
placas planas nao paralelas, que é o sistema original de
estudo. A Fig. 1b é uma primeira aproximacao do sis-
tema original, representado esquematicamente por uma
associacao em paralelo de dois capacitores de placas pa-
ralelas. A Fig. 1lc mostra outro capacitor de placas nao
paralelas, porém com uma configuracao simétrica an-
gular.? Ambos os artigos recordaram em detalhes uma
solucdo obtida por meio de integragoes (método da in-
tegral - MI), conhecida desde a década de sessenta do
século passado, publicada em um manual de exercicios
resolvidos [B]. O primeiro artigo mencionado utilizou o
método dos limites (ML) para chegar a uma expressao
analitica aproximada, enquanto no outro artigo publi-
cado em seguida, utilizando-se de outro método (cha-
maremos de método simétrico circular - MSC), os seus
autores chegaram a uma solucao exata diferente da-
quela do manual. O quadro a seguir contém os resulta-
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2A partir dessa figura o leitor pode provar a igualdade tan 6y =

dos principais dos artigos declarados acima, classifica-
dos pelos métodos usados.

a . b C P

Figura 1 - Capacitor de placas planas nao paralelas.

Nota-se da Tabela 1 que as solucdes exatas® obtidas
pelo método da integral e pelo método simétrico cir-
cular, a primeira vista aparentam ser diferentes. Essa
diferenca pode ser conferida comparando as suas capa-
citancias: Cyrsc = %CM 7. Lembrando que o valor
da tangente de um angulo é maior que o comprimento
do arco subentendido pelo mesmo angulo, o valor da

3A capacitancia de um usual capacitor de placas planas paralelas separadas por uma distancia d é calculada por meio da igualdade

Co = Fsd, em que S é a drea das placas do capacitor.
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capacitancia obtida no MSC serd maior que o valor da
capacitancia obtido pelo método MI. As solucoes apro-
ximadas (em g) se equivalem nas perspectivas dos trés
métodos. O método dos limites ndo apresentou uma
solugao exata para o problema e, este é um dos obje-
tivos deste trabalho para que a tabela fique completa.
O segundo objetivo é comparar as expressoes analiticas
exatas e investigar as condicoes em que elas se caracte-
rizem semelhantes.

Tabela 1 - Principais resultados obtidos pelos métodos utilizados.

Método Solugao exata

ML Cogsln(455)

Solucao aproximada
p)
Co(1+ )
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2. O método dos limites

O método dos limites é aquele em que o conden-
sador de placas nao paralelas é substituido por uma
associagao de capacitores de placas paralelas. Algumas
aproximacdes sio adotadas® na esperanca que, no li-
mite em que a associacao se estenda para um ntmero
infinito de capacitores, todos os erros desaparecam na-
turalmente e a capacitancia da associagao seja, entao,
equivalente a capacitancia do condensador de placas
nao paralelas. A Fig. 1(b) mostra a associacdo com
apenas dois capacitores de placas paralelas, mas a as-
sociacao poderia ter quatro capacitores, oito capacito-
res e assim por diante. A respectiva capacitancia para
cada associagao permite induzir a expressao analitica

ML — Co (1 ¥ o da capacitincia para uma associa¢ao com 2" (n =1, 2,
MSC  Cnd (45 o (1 35‘2 3,...) capacitores associados em paralelo como mostra
076, (ﬂ) 0 ( + 3?) as igualdades a seguir.
]
S 1 1 1
d d
S 1 1 1 1 1
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Pelo método dos limites a capacitidncia® de um capacitor com placas nao paralelas é obtida por meio da igualdade
— 2n71 2n71
1 S 1 1
C=— lim — _— _ . 2
Ird 5 o ;1 7 5+;1+ i\ o @)
2n=1 ) d 2n=1 ) d

Utilizando o critério da integral para avaliar a convergéncia das séries na Eq. (B), a capacitancia pode ser obtida,
alternativamente, por meio da nova igualdade

1 .8

2'!1,71
dx
C = —_— 1 _— _—
4rrd 7L1—>Holo n /1 ( )
1—x

Efetuando as integrais e tomando o limite indicado
considerando a convergéncia S — S, a capacitancia é O = C@i In (d + 5) . @)
dada explicitamente pela igualdade 26 d—0

O valor da capacitancia obtido com o método dos li-
mites (A) coincide com a expressao analitica obtida pelo

4Efeitos de bordas sdo desprezados a priori.
55 é o valor da 4rea total das placas paralelas dos capacitores da associacio em paralelo.
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método integral (tabela) e diferente daquele utilizando
o método simétrico circular (tabela).

3. Discussao complementar

O leitor pode olhar para Fig. 1lc e enxergar no
triangulo desenhado a relacao trigonométrica tanfy =
2T6' Na aproximagao em que tanfy ~ 6y (6p ~ 275), a
capacitancia obtida com o método simétrico circular se
torna exatamente igual & expressdo analitica exata (H),
apresentada pelo método dos limites (e pelo método da
integral). No entanto é pertinente perguntar se os siste-
mas estudados sao realmente equivalentes entre si sob
todos os pontos de vistas. Por exemplo, a respeito das
formas das linhas de campo entre as placas, o método
simétrico circular trabalha com arcos de circunferéncias
concéntricas (centro O), por conta da simetria apre-
sentada pelo sistema apds o deslocamento relativo das
placas. Nesse caso, convém lembrar que, quando as pla-
cas s&o movidas para a configuracdo mostrada na Fig.
lc, as linhas de campos do sistema assimétrico inicial
(Fig. la) sdo deformadas para acompanhar as cargas
elétricas contidas nas placas. Por isto, neste trabalho,
nao se conjectura a priori que os sistemas esbogados
nas Figs. 1b e lc se comportam inteiramente como
sistemas analogos aquele original da Fig. 1la, pois as
formas das linhas de campo elétrico podem ser com-
pletamente diferentes nos sistemas, ou seja, nem pa-
ralelas como foi adotado pelo método dos limites e,
nem arcos de circunferéncias concéntricas assumidas no
método simétrico circular. As diferencas entre as capa-
citancias Cprsc e Chyr sao atribuidas as deformagoes
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nas linhas de campo, por exemplo, mantendo os capa-
citores sob um potencial constante V' por meio de um
gerador e, usando C; = % , hota-se que a capacitancia
é sensivel a uma estimativa da energia do campo W;.
Dessa forma, a energia do campo na configuracao as-
sumida pelo método MSC é maior quando comparado
com o valor de outro método (MI ou ML). Para saber
realmente quais as formas das linhas de campo elétrico
entre as placas do capacitor original, sugere-se uma si-
mulagdo numérica [H], ou entdo, que seja realizado um
elaborado experimento para coletar os dados experi-
mentais.
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