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Neste artigo é apresentado um método numérico que pode ser utilizado por alunos de graduação para a
solução de problemas em f́ısica quântica de poucos corpos. O método é aplicado a dois problemas de dois corpos
geralmente vistos pelos estudantes: o átomo de hidrogênio e o dêuteron. O método porém, pode ser estendido
para três ou mais part́ıculas.
Palavras-chave: problemas de poucos-corpos, método variacional.

In this paper it is presented a numerical method that can be used by undergraduate students to solve quan-
tum few-body problems in physics. The method is applied to a couple of two-body problems that are usually
seen by students: the hydrogen atom and the deuteron. However, the method can be extended to three or more
particles.
Keywords: few-body problems, variational method.

1. Introdução

O estudo do riqúıssimo campo denominado “f́ısica de
poucos corpos” pode ser encontrado em diversos con-
textos da f́ısica: sistemas subnucleares (quarks), siste-
mas nucleares (núcleos exóticos), estudo de moléculas,
e mais recentemente o estudo dos átomos no interior de
armadilhas atômicas. Todavia, é dif́ıcil precisar exata-
mente a quantidade a que se refere a palavra “pou-
cos”. Esta pode ser definida levando-se em conta as
limitações atuais (tanto computacionais como também
em relação às técnicas para a resolução dos problemas),
desta forma podemos considerar como “poucos corpos”
os sistemas constitúıdos por até 5 part́ıculas.

Obviamente a complexidade para a resolução dos
problemas aumenta com o número de part́ıculas: po-
demos ir de um problema completamente solúvel ana-
liticamente, como é o caso de alguns problemas envol-
vendo dois corpos, até problemas complicad́ıssimos en-
volvendo três ou mais corpos. Nestes sistemas é im-
prescind́ıvel a utilização de métodos numéricos para re-
solvê-los.

Existem inúmeras técnicas numéricas que podem ser
utilizadas. A utilização delas varia conforme a con-
veniência para o problema que se está tentando resol-
ver: cálculo do estado fundamental ou excitado, espaço
dos momentos ou configurações, etc.

Neste trabalho apresentamos uma técnica numérica
bastante poderosa que pode ser utilizada para resolver
alguns problemas de poucos corpos no espaço das con-
figurações. Ela funciona razoavelmente bem tanto para
os estados fundamentais como excitados. Uma des-
crição mais detalhada deste método (e não tão acesśıvel
a alunos de graduação) pode ser encontrada na Ref. [1].
Este trabalho está organizado da seguinte maneira: na
seção 2 fazemos uma descrição do método, nas seções
3 e 4 mostramos a aplicação do método para o átomo
de hidrogênio e o dêuteron. Finalmente, na seção 5
apresentamos as conclusões.

2. Método numérico

Considere a equação de Schroedinger HΨ = EΨ. A uti-
lização de um método numérico é geralmente necessária
quando não sabemos como diagonalizar o hamiltoniano
H exatamente. O método descrito a seguir utiliza uma
expansão da função de onda Ψ para resolver a equação
de Schroedinger

Ψ =
n∑

i=1

ciφi. (1)

Podemos demonstrar que a energia E é dada por (a de-
monstração pode ser encontrada em livros de mecânica
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quântica. Ver, por exemplo, Ref. [2, p. 1148] ou Ref. [3,
p. 203])

E =
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 =

∑
ij cicjhij∑
ij cicjbij

, (2)

onde

hij = 〈φi|H|φj〉, bij = 〈φi|φj〉. (3)

De acordo com a Eq. (2) temos agora um problema
de autovalor e autovetor do tipo hc = Ebc

n∑

j=1

(hij − Ebij)cj = 0 (i = 1, 2, ..., n). (4)

A solução do problema pode ficar mais ou menos
complicada de acordo com a base φ escolhida, pois te-
remos que calcular os elementos de matriz dados pela
Eq. (3). Desta forma, a utilização de uma base do
tipo gaussiana é conveniente, pois os elementos de ma-
triz podem ser calculados analiticamente. Assim, con-
siderando um problema em 3 dimensões que dependa
somente de uma componente radial, podemos utilizar
uma função do seguinte tipo

φi(r) = e−
1
2 air

2
, (5)

onde os parâmetros ai podem ser calculados utilizando-
se uma progressão geométrica ai = a0p

i−1. O parâme-
tro a0 e a razão da progressão p devem ser escolhidos
de acordo com o problema a ser resolvido, pois ambos
estão diretamente relacionados com o tamanho do sis-
tema, ou em outras palavras, com a extensão da função
de onda.

Os resultados abaixo para as integrais gaussianas
podem ser úteis para o cálculo dos elementos de matriz

∫ +∞

−∞
e−ax2

dx =
√

π

a
, (6)

∫ +∞

0

e−ax2
xndx =

1
2
a−

n+1
2 Γ(

n + 1
2

). (7)

Utilizando as Eqs. (6) e (7) acima os elementos de
matriz dados pela Eq. (3) podem ser facilmente calcu-
lados

bij =
∫

e−
1
2 (ai+aj)r

2
dr =

(
2π

ai + aj

)3/2

, (8)

〈φi| p
2

2m
|φj〉 = − ~

2

2m

∫
e−

1
2 air

2
[

1
r2

d

dr

(
r2 d

dr

)]
×

e−
1
2 ajr

2
dr =

3~2

2m

aiaj

ai + aj
bij , (9)

〈φi|V (r)|φj〉 = 4π

∫ ∞

0

V (r)e−
1
2 (ai+aj)r

2
r2dr. (10)

3. O átomo de hidrogênio

O átomo de hidrogênio é formado por um próton e um
elétron interagindo pelo potencial coulombiano dado
por

V (r) = − q2

4πε0

1
r

= −e2

r
, (11)

onde q é a carga elementar igual a 1, 6 × 10−19 C e
e2 = q2/4πε0. Aqui r representa a separação entre o
próton e o elétron.

Utilizando as Eqs. (6) a (10), temos que os elemen-
tos de matriz para o átomo de hidrogênio são dados
por

hij =
3~2

2µ

aiaj

ai + aj
bij − 4πe2

ai + aj
, (12)

bij =
(

2π

ai + aj

)3/2

, (13)

onde µ é a massa reduzida do sistema. Devido à dife-
rença entre as massas do próton (mp) e do elétron (me)
temos que µ ≈ me.

Aqui é interessante discutirmos um pouco sobre o
aparecimento da massa reduzida. Geralmente, quando
consideramos os problemas de poucos corpos estamos
interessados somente no movimento relativo entre as
part́ıculas, ou seja, não levamos em conta o movimento
do centro-de-massa. Suponha duas part́ıculas sujeitas
a um potencial v. Assim, o hamiltoniano para esse sis-
tema pode ser escrito como

H =
k2
1

2m1
+

k2
2

2m2
+ v, (14)

onde k1 e k2 são os momentos das part́ıculas 1 e 2 de
massas m1 e m2. Introduzindo o momento relativo p e
o momento do centro-de-massa k dados por

k = k1 + k2, (15)

p =
m2k1 −m1k2

m1 + m2
(16)

na Eq. (14), conseguimos separar o movimento refe-
rente ao centro-de-massa

H =
k2

2(m1 + m2)
+

p2

2µ
+ v, (17)

onde µ = m1m2/(m1 + m2) é a massa reduzida do sis-
tema. Para o átomo de hidrogênio temos m1 ≡ mp e
m2 ≡ me.

As energias para o átomo de hidrogênio calculadas
analiticamente são dadas por

En = −µZ2e4

2~2n2
≡ − µZ2

men2
R ≈ −13, 6

n2
eV,

(n = 1, 2, ...). (18)



Um método numérico para a solução de problemas em f́ısica quântica de poucos corpos 3312-3

A constante R = mee
4/(2~2) = 13, 6 eV é chamada de

constante de Rydberg [3]. Z é o número de prótons que
para o átomo de hidrogênio é igual a 1.

A resolução do problema de autovalores e autoveto-
res pode ser resolvido utilizando-se qualquer sub-rotina
de diagonalização de matrizes. A Tabela 1 compara
os valores das energias obtidos pela Eq. (18) e pelo
método numérico. Os parâmetros utilizados para o
método numérico foram a0 = 9 e p = 0, 25, a escolha
desses parâmetros, assim como o tamanho da base esco-
lhida, está relacionada diretamente com a extensão da
função de onda do sistema, conforme podemos observar
na Eq. (5). Todavia, a escolha destes parâmetros pode
ser otimizada (para se conseguir um resultado igual ou
melhor com uma base menor) utilizando-se, por exem-
plo, um método variacional [1] (os valores 9 e 0,25 fo-
ram escolhidos arbitrariamente somente para ilustrar o
método).

Tabela 1 - Tabela comparativa entre as energias do átomo de
hidrogênio calculadas através da Eq. (18) e numericamente. A
primeira coluna mostra o estado que se está calculando. Todas
as energias estão em eV. Os números entre parênteses indicam o
tamanho da base utilizada.

n Anaĺıtica Numérica
1 -13,6 -13,59 (20)
2 -3,4 -3,37 (22)
3 -1,5 -1,43 (23)

4. Dêuteron

O dêuteron consiste em um sistema de dois corpos for-
mado por um nêutron e um próton. Em f́ısica nuclear
os núcleos costumam ter isótopos. Isótopos são núcleos
formados pelo mesmo número de prótons, mas que pos-
suem um número diferente de nêutrons. O dêuteron é
um isótopo do núcleo de hidrogênio, o qual é constitúıdo
por apenas 1 próton. Além do dêuteron, o núcleo de
hidrogênio também possui outro isótopo chamado de
tŕıtio que é constitúıdo por 1 próton e 2 nêutrons. To-
dos esses isótopos podem ser núcleos do átomo de hi-
drogênio eletricamente neutro.

No caso do dêuteron o hamiltoniano é dado por
H = p2

2µ + V (r), onde µ é agora a massa reduzida do
próton e nêutron. Para V (r) adotaremos o seguinte
potencial

V (r) = V1e
−ρ1r2

+ V2e
−ρ2r2

, (19)

onde V1 = 200 MeV, ρ1 = 1.487 fm−2, V2 = −178 MeV,
ρ2 = 0.639 fm−2. Aqui r representa a separação entre
o próton e o nêutron.

Geralmente em livros-texto de f́ısica nuclear [4] o po-
tencial utilizado para se calcular a energia de ligação do
dêuteron é um poço quadrado. Isso nos permite sim-
plificar bastante o problema e extrair também várias
conclusões qualitativas do problema. Na Fig. 1 o poço
quadrado está representado pela linha traço-ponto (a

profundidade do poço e a largura são, respectivamente,
35 MeV e 2,1 fm).
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Figura 1 - A linha traço-ponto mostra o potencial (poço qua-
drado) usualmente utilizado nos livros de f́ısica nuclear para des-
crever o dêuteron. A linha tracejada mostra o potencial dado pela
Eq. (19) utilizado neste trabalho. A linha pontilhada mostra a
energia do dêuteron.

Todavia, qualquer potencial pode ser sempre melho-
rado no sentido de reproduzir os dados provenientes de
experimentos (podemos, por exemplo, introduzir ter-
mos no potencial que dependam de spin, ou uma parte
tensorial). Experimentos de espalhamento núcleon-
núcleon mostram uma mudança no sinal do desloca-
mento de fase para onda-s de positivo para negativo
em energias da ordem de 300 MeV. Isso sugere que o
potencial nuclear deve ser repulsivo a curtas distâncias e
atrativo para distâncias maiores, o potencial dado pela
Eq. (19) satisfaz essas exigências, sendo portanto, um
pouco melhor que o poço quadrado. A forma do poten-
cial (19) é mostrado na Fig. 1 com linha tracejada.

A linha pontilhada na Fig. 1 mostra a energia de
ligação do dêuteron (-2,20 MeV). Podemos ver que ela
encontra-se bem próxima do zero. Isso mostra como a
f́ısica nuclear pode ser tratada como um problema de
baixas energias. Podemos ir mais longe ainda e dizer
que toda a vida no nosso planeta se deve em parte a
essa pequena energia de ligação, pois a formação do
deutério a partir do hidrogênio é uma das etapas para
a produção de energia pelo Sol [4].

O elemento de matriz do potencial é dado agora por

〈φi|V (r)|φj〉 = 4π

{
V1

1
2
(ρ1 +

ai + aj

2
)3/2Γ(

3
2
)+

V2
1
2
(ρ2 +

ai + aj

2
)3/2Γ(

3
2
)
}

. (20)

A energia obtida através do programa é -2,18 MeV
para uma base de tamanho 6. Aqui vale um comentário
a respeito da diferença de tamanho entre as bases uti-
lizadas para o átomo de hidrogênio e o dêuteron. Em-
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bora ambos os potenciais dados pelas Eqs. (11) e
(19) se anulem para r → ∞, o potencial coulombiano
não é um potencial de curto alcance (podemos chamar
de curto alcance um potencial que satisfaz a condição
limr→∞ rV (r) = 0 - veja Ref. [3, p. 251]). Desta
forma, o potencial coulombiano se estende a distâncias
muito maiores que o potencial do dêuteron, isso faz com
que tenhamos que utilizar uma base muito maior para
descrever o átomo de hidrogênio.

5. Conclusão

Através dos exemplos utilizados pudemos ver que o
método é relativamente simples de ser utilizado e bas-
tante eficiente. Obviamente, a complexidade do pro-
blema aumenta bastante quando consideramos mais
part́ıculas ou ondas superiores, ou ainda potenciais
mais complicados (com termos dependentes de spin,
por exemplo). Dependendo da sub-rotina de diagona-
lização que se utiliza, este método também já fornece as
funções de onda do sistema das quais podemos extrair
outros observáveis importantes como, por exemplo, o
raio quadrático médio dos sistemas, isto porém, está
além do objetivo deste trabalho que é apenas a apre-

sentação do método.
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