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O presente trabalho tem basicamente dois objetivos. O primeiro é apresentar o problema geral da mecéanica
lagrangiana e o principio de Hamilton utilizando, de uma maneira didédtica, definigdes matemaéticas de derivadas
“direcionais” funcionais e pontos criticos ou estacionédrios de um funcional. O segundo é analisar, através da
derivada funcional de segunda ordem, condigbes em que as solugbes de modelos unidimensionais representam
“pontos criticos”de minimo, de sela ou de maximo local do funcional agdo e mostrar alguns exemplos.
Palavras-chave: derivadas direcionais funcionais, ponto estaciondrio de um funcional, equagao de Euler-
Lagrange, derivada funcional de segunda ordem.

In this article we have two objectives. The first is to present the general problem of the lagrangean mechanics
and the Hamilton principle by using mathematical definitions of functional directional derivatives and critical or
stationary points of a functional. The second is to analyse, by use of the functional derivative of second order,
conditions where the solutions of unidimensionals models represent minimum, of saddle or maximum local points
of the action functional and show some examples.

Keywords: Functional directional derivative, stationary point of a functional, Euler-Lagrange equation, func-

tional derivative of second order.

1. Introducao

O principio de Hamilton é designado por varios autores
como principio de minima agao [1-4]. Outros se referem
a acdo estaciondria, ou critica [5-7], mas nao discutem
a natureza desta criticalidade pois nao seguem além da
variacao funcional de primeira ordem, o que é sufici-
ente apenas para se obter as equagoes de movimento
de Euler-Lagrange e prosseguir com suas aplicagoes e
desmembramentos.

Em 2007, Gray e Taylor [B] apresentaram uma dis-
cussao detalhada sobre a possivel nao minimalidade da
acao de um sistema mostrando inclusive que a solugao
da equagao do oscilador harmonico simples constitui
ponto de sela da agdo, ao supor que o intervalo [t1; o]
da correspondente integral da lagrangiana é maior do
que o semiperiodo do oscilador, o que é fisicamente
aceitavel para possibilitar oscilagoes neste intervalo de
observagao.

Eles mostraram também uma “prova intuitiva”? de
um teorema de Jacobi que afirma que a agao nunca

1E-mail: wilsonhugol@gmail.com.

2Traduzido da expressio “intuitive proof” dos autores.
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pode ser maxima, embora alguns autores se refiram a
agao assumindo um extremum [B] admitindo a possibi-
lidade de maximo. Na Ref. [H] deste trabalho, citada
também por Gray e Taylor, ha de fato uma prova da
nao maximalidade da acao, mas pressupoe que o po-
tencial contido na lagrangiana é dependente em geral
apenas da posicao e do tempo. No entanto sabemos
que na natureza ha potenciais que violam este pres-
suposto, como é o caso de uma particula num campo
eletromagnético, onde o potencial depende também da
velocidade [7, 10-12].

Explorando o caso de potenciais dependentes da ve-
locidade, o presente trabalho mostra, conforme veremos
mais adiante, que é possivel construir modelos unidi-
mensionais cujas solucoes das equagoes de movimento
representam pontos de mdzimo da acao, diferentemente
dos casos considerados por Jacobi, Gray e Taylor. Além
do mais vamos apresentar, no contexto unidimensional,
condicOes suficientes para assegurar maximalidade ou
minimalidade da acao e o caso do ponto de sela re-
ferente ao oscilador harmoénico. Contudo, vamos ini-
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cialmente apresentar, de uma forma matematicamente
instrutiva, o cdlculo de variagoes e a formulacao variaci-
onal do problema da mecéanica, o principio de Hamilton
e a equagao de Euler-Lagrange. Nos restringiremos ao
caso de uma particula em uma dimensao (um grau de
liberdade) mas as idéias apresentadas podem ser esten-
didas naturalmente para outros sistemas.

2. Calculo de variagcoes e mecanica la-
grangiana

O célculo diferencial usual trata de fungoes de n
variaveis® f : D C R® — R que para cada =z =
(x1,...,xn) € D associa um y = f(x) = f(x1,...,Tp)
em R. J4 o calculo de variagoes ou calculo variacional
trata de funcionais ou, em outras palavras, é o cdlculo
diferencial de funcionais. Um funcional (linear ou nao)
é uma fungdo A : F — R onde F é um espago vetorial
sobre o conjunto dos nimeros reais R.

Vamos considerar o chamado funcional acao A :
F — R associada a uma particula em uma dimensao,
dado pelas Refs. [6-7] (para uma abordagem mais ma-
temética, veja as Refs. [[3,[4])

Alz] = /OT L(z(t),x(t),t) dt, (1)

definido para todo x no espago vetorial das fungoes F
definidas no intervalo® [0, 7] duas vezes continuamente
diferencidveis® e, todas, satisfazendo as condicdes de
contorno com ponto inicial zy e ponto final z, fixos em
R. Precisamente

F={z:[0;7] >R | = éde classe C?,
z(0) =z, x(7) =2z,}.

A fungdao L : R? x [0;7] — R é a lagrangiana do

sistema que serd suposta ser também de classe C? e
associa para cada (z,4,t) € R? x [0;7] um valor real
L(z,%,t). A expressao &(t) indica a derivada de x em
t € [0;7]. Assim, para cada fungdo x em F o funcional
acdo A : F — R associa um valor real Afz] dado pela
integral (M) que depende em geral de todos os valores
z(t) da funcao x.
Problema: Para a particula cuja agao é dada por ()
a questdo é: dentre todas as fungoes z : [0;7] — R em
F (fungdes C? e com x(0) = zq e z(7) = z, fixos) qual
é aquela que descreve o movimento da particula?

3N3o usaremos a notacio & para o vetor z = (z1,...,xn) de R™.
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Principio de Hamilton: O movimento da particula
¢ descrito pela funcao x € F que representa o “ponto”
critico ou estacionario® da acéo A.

A grosso modo isto quer dizer que a particula deve
ter seu movimento descrito por uma fungéo z(t), t €
[0; 7], em F, tal que a variagao (de primeira ordem) do
funcional agao nesta fungao x deve ser zero. Vejamos o
significado disto.

Lembremos que no célculo diferencial usual ([15-17])
dada uma funcao diferencidvel f : D C R™ — R dize-
mos que z = (z1,...,2,) € D é ponto critico de f se
gradf(z) = Vf(z) = 0. Vejamos uma forma equiva-
lente desta definicao que se mostrara til aos propdsitos
deste trabalho. No céalculo diferencial ha um teorema
que nos diz que se a fungao f é diferenciavel em x entao
ela possui derivada em x relativa a qualquer direcao
v = (v1,...,v,) € R® (derivada direcional), a qual é
dada por

0, (2)  tin Lt E0) = 1)

e—0 €

onde € é um parametro numérico. Pode-se verificar na-
turalmente que esta definicao é equivalente &

d
Ouf(z) = — [flete)]] (2)
€ e=0
e, tendo em vista a diferenciabilidade de f, segue da
regra da cadeia que

Ouf(x) =v-Vf(x). (3)

,

Nestas condigoes, podemos dizer que x € D C R” é
ponto critico de f se a derivada direcional de f em x
é zero para qualquer vetor “diretor” nao nulo v de R,
ou seja, se

Ouf(x) =0, V v#0 em R". (4)

De forma semelhante & Eq. (B) dizemos que a de-
rivada (funcional) da acdo A : F — R no “ponto”
x € F e com relagao & “diregdo” n € G ={X : [0;7] —
R | X é (C?} é dada por [I3,03]

d Alx +en] — Alx
mﬂﬂ=&mw+@lw=gé[+?[3
(5)
como no caso de funcdes de varias varidveis.? Obser-
vemos que esta equagdo envolve a expressao Az + en)],
o que requer que x + en € F pois a acdo A esta defi-

nida no espago F; assim, visto que este é constituido

4Este intervalo corresponde ao intervalo de tempo de observacio, contados a partir do disparo de um cronémetro em ¢t = 0; considera-
se 7 suficientemente grande, compativel com a escala de laboratério. Poderfamos considerar qualquer outro [t1;t2], mas ndo hé perda

de generalidade com [0; 7].

5As equacdes de movimento sio de segunda ordem, daf a colocagio da hipStese da diferenciabilidade C2.
6 Aqui a expressdo “ponto”é no sentido de elemento de F, portanto uma funcio.
"Temos F C G, assim como D C R™. A derivada D, A[z] é também conhecida como derivada de Gateaux [IA]. Nos textos cldssicos

de mecanica é comum o uso da notagdo x + dx; além disso se referem & dx como uma pequena variagdo de z e trabalham com a
correspondente variacdo 0A do funcional A, o que é bem didético. Contudo, a justificagdo matemética para a expressdo “pequena
variagdo de z” reside no conceito de derivada (direcional) funcional D, A[z] dado pela expressdo (B) onde temos a presenca de x + en

no limite com € +— 0, ao invés de x + dx.
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de fungoes z : [0;7] — R com extremos fixos, temos
o = 2(0) = z(0) + n(0) e x, = x(7) = x(7) + n(7) de
onde segue que 1(0) = n(7) = 0. As fungdes n € G que
satisfazem estas condic¢Ges sao chamadas de admissiveis.

Agora, semelhantemente a Eq. (@), dizemos que x €
F é ponto estaciondrio (ou critico) da agdo A : F — R
se

D, A[z] =0, paratodo n € G admissivel. (6)

Dessa forma o principio de Hamilton afirma que o
movimento da particula cuja acdo A : F — R é dada
por (M) é descrito por uma fungao x € F tal que

D, Ala] = - {Ale +en]} =0

para todo n € G admissivel.

Temos, pela Eq. (O),

D, Ala] = % [ /0 " L@ (®) + en(t), #(t) + en(t). 1) dt}

Derivando sob o sinal de integragao e usando a regra de
derivagao em cadeia [15-17] segue que

T (0L oL .
D= [ (G Ga)ae. @

em que as derivadas de L sao consideradas nos pontos
(x(t), &(t),t), com t € [0;7]. Integrando por partes a in-
tegral correspondente a segunda parcela desta equacao,
usando o teorema fundamental do calculo e as condigoes
admissiveis para 1 (9(0) = n(7) = 0 que equivalem as
condigbes de contorno x(0) = z¢ € (1) = x,) temos

D, Alz] = /0 [gﬁ — % (?}iﬂ n dt. (8)

Pelo principio de Hamilton o movimento da parti-
cula é descrito por z(t), t € [0;7], tal que D, Alz] =0,
para todo n admissivel de modo que, considerando o
lema fundamental do cdlculo de variagoes, [@, @3, @],
podemos escrever

oL d (0L

— - —|=]=0, 9

Oxr dt (33:) ©)
que é a equacao de movimento de Euler-Lagrange.
Pode-se mostrar sem dificuldade que ela tem a forma

F(z,&,t)i+ Gz, &,t) + H(x,2,t) =0,

sendo, portanto, uma equacao diferencial ordinaria de
segunda ordem (em geral nao linear) em z. Portanto,
a fungao x que descreve o movimento da particula
(ou seja, satisfaz o principio de Hamilton) é solucao
da equacdo de movimento de Euler-Lagrange (com
condigbes de contorno z(0) = zg € (1) = x;).

e=0
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Considerando a lagrangiana classica L = K — U,
onde K ¢ a energia cinética e U é a energia potencial,
a equacao de Euler-Lagrange pode ser escrita como

4 (0K oK _
dt \ 0% or

U d (ou
Oxr dt \ Ot

¢ a chamada forca generalizada [[].

($7-jj7t)a

onde

Qz,z,t) =

3. A derivada funcional de segunda or-
dem

Para analizar a natureza da criticalidade do “ponto es-
taciondrio” x : [0; 7] — R da agdo A : F — R dada pela
Eq. () que descreve o movimento da particula, vamos
considerar a derivada (direcional) funcional de segunda
ordem, que explicaremos a seguir.

Lembremos do célculo diferencial usual que dada
uma funcdo f : D C R” — R de classe C? temos, pelo
teorema de Taylor

Flato) = F(@)+ V) )+ o (09 () +r(w), (10)

onde r(v) vai & zero mais rdpido do que |v|? no sen-
tido que lim,,o{r(v)/v|*} = 0 [7]. Podemos escrever
a expressdo (B) de uma forma compacta da seguinte
maneira

(v-V)f(x) = (0v) f(2)
de modo que

(v-V)? =@ -V)(v-V)=08,0, =02  (12)

v-V =0y, (11)

Assim, a expressao de Taylor de segunda ordem (IM)
pode ser reescrita como

Pl +0) = F(2) + 0o () + 2 F (@) +1(0). (13)

Assim, se x € D C R"™ é ponto critico de f entéo

0y f(2) = 0 e neste caso a férmula de Taylor nos permite
obter

Fl+0) = f(@) + 5020 (@) + r(v).

Neste caso (detalhes em, p/ ex., Ref. [[3]), se exis-
tir um disco aberto centrado em z, C, C D, tal que
f(x +v) > f(x) para todo x +v € C, entdo z é
ponto (critico) de minimo local de f. Para isto ocor-
rer ¢ suficiente, pela formula de Taylor de segunda or-
dem, que 92f(x) > 0 para todo v # 0 em R", visto
que lim,,;o{r(v)/|v|?} = 0. Analogamente, se ocorrer
flx+v) < f(z) ao invés de f(xz +v) > f(z) entdo =
serd ponto de maximo local de f e para isto é suficiente
que 92 f(z) < 0 para todo v # 0 de R™. Entretanto se
02 f(x) > 0 para algum v e 92 f(z) < 0 para um 9 # v
entao x é um ponto critico de sela de f. Nada pode-
mos concluir com o uso da derivada segunda no caso
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em que 02 f(x) = 0 para todo v # 0 em R" onde pode
ser conveniente (dependendo de certas condigoes) usar
férmulas de Taylor de ordem superior ou analizar caso
a caso.

De volta ao caso da acdo A : F — R dada por ()
associada a uma particula em uma dimensao, os concei-
tos de maximo local, minimo local e sela sao andlogos
ao caso de fungoes f : D C R®™ — R. A férmula de
Taylor de segunda ordem é andloga a Eq. (I3)

1
Alx +n| = Alz] + D, Alz] + §D,27A[x] + R[n], (14)
onde, considerando a expressao (B) trocando A por
D, A,

DiAl] = Dy (D,Ale]} = . {Dyale +enl)]
)
Quando z : [0;7] — R, em F, é “ponto”estaciondrio
da acdo A (D,A[z] = 0 para todo n € G admissivel),
ou seja, satisfaz o principio de Hamilton, a férmula de
Taylor (IA) nos permite notar que [C3]:
e se D2 Afz] > 0 para todo n € G ndo identicamente
nulo entdao x é “ponto”de minimo (local) da acdo A;
e se D7 Afz] < 0 para todo n € G ndo identicamente
nulo entdo z é “ponto”de méaximo (local) da acéo A;
e se D2 A[z] > 0 para algum 7 € G e D2[z] < 0 para
7€ G, n#mn, entdo x é “ponto”de sela da agdo A.
Vamos calcular D7 A[z] para o funcional agao A
dado por (). Pelas Eqgs. (I3) e (@)

d [ oL
2 _ . .
Dy Alz] = = {/0 [nax (x+en, &+ en,t)+

.OL . .
No (x4 en, & + en,t) | dt
ox e=0
Conforme procedimento descrito na segao anterior,
derivando sob o sinal de integracao e usando a regra da
cadeia obtemos a forma quadrdtica (em 1, 1)

T (0°L 0’L 0?L
D?A[z] = —n? 42 R — .
wAl] /0 (8x2n + 3x8d3nn+ 92" >dt
(16)

Aqui, as derivadas segundas de L sdo consideradas em
(z,&,t). Para uma funcéo lagrangiana nao relativistica
L = K — U da forma

L(z,&,t) = %ma’:Q — Uz, ,t), (17)
temos
T[0%U 0*U 02U
2 _ Y2 . z -2
Dy Alz] = /0 {8392 s 23:58:&”77 + ((%2 m) g

(18)
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Vamos considerar inicialmente a classe de modelos
em que o termo cruzado em nn da acao é nula. Tal
classe é ainda bastante ampla e os potenciais sao da
forma

Uz, d,t) =V (x,t)+ W(z,t), (19)
onde temos a presenga da parcela W(z,t) dependente
da velocidade. Neste caso

T [0V 0*W
D2 Alz] — — 2 B -2
nAlel = /0 {3332 g < 012 > " ] dt. (20)

3.1. Modelos que minimizam a acao

Pela Eq. (E0) teremos D}A[z] > 0 para todo 7 ad-
missivel se, por exemplo, ocorrer

0%V
¢ 0PW
W < m, (22)

para todo (x,4,t). Sob estas condigbes a solugdo da
equacao de Euler-Lagrange minimiza a agao. Em par-
ticular isto ocorre para todos os potenciais da forma

U=V(x,t)=a(t)r+ 8(t), (23)

para o qual W ¢é identicamente nulo. Para os potenciais
desta forma temos 92V = 0 e m > ;W = 0 em con-
cordancia com as Eqs. (E0) e (£2). A derivada funcional
segunda da agao é simplesmente

D Alz] = / [(m)n®] dt >0 para todo n admissivel.
0

Alguns exemplos que se enquadram neste caso sao:
particula livrte (U = V = constante) e particula
em queda livre num campo gravitacional constante
(U =V = az, a constante).

Um exemplo interessante, topologicamente equiva-
lente ao do oscilador harmonico simples a ser apresen-
tado mais adiante, é o de um potencial U(z) = c|z| que
se enquadra nos casos aqui analisados de minima da
acdo, desde que a hipétese da lagrangiana ser C? seja
trocada por C? por partes (ou seccionalmente 02).5

Um outro exemplo de minima agao é o da particula
livre relativistica, cuja lagrangiana é [B, D, ]

e (2)]
Nl

De fato, por substituigdo desta lagrangiana na Eq. (ID),

. 2
1+($g> ]fﬁdt > 0.

onde

D;Alz] = m/o vy

8 A equivaléncia topolégica aqui é no sentido de que o gréfico de c|z| pode ser deformado continuamente no de (1/2)mw?z? do

oscilador e vice-versa.
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3.2. Modelos que maximizam a agao

Para ocorrer maximalidade da acgdo é suficiente que
D%A[w] < 0 para qualquer n admissivel. Isto, de fato
ocorre, se o potencial U(x, &,t) = V(x,t) + W(d,t) for
tal que

o?V
‘ PwW

para todo (z,x,t).
Como exemplo, considere o potencial

Uz, z,t) = V(z,t)+ W(z) = [a(t)r + B(t)] +

-, 1.\ -
<2km +121x>, k>m, [>0.

Visto que 92V =0 e 97W = k+ 132 > m, temos as
expressoes () e (E3) satisfeitas e a solugdo da corres-
pondente equacao de Euler-Lagrange mazimiza a agao.

3.3. Modelo com ponto sela da agao

Existe a possibilidade de que a solugao da equacao de
Euler-Lagrange seja ponto de sela da agao, mesmo no
caso em que U = V(z,t) (W identicamente nula), por
causa do termo 92U na Eq. (E0), que neste caso assume
a forma

[ 9%
2 _ _o0°U o .2
D; Alz] = /0 [ 52! +mn } dt. (26)

Vamos considerar o oscilador harmoénico simples, para
o qual

U(z) = %mwzxz, (27)
de modo que a Eq. (EB) torna-se
D} Alz] =m /O [—w?n® + 7] dt. (28)
Seja

n(t) = iansen <”T7”5) Ctefoir,  (29)

a qual satisfaz n(0) = n(7) = 0 (n admissivel). Entao,
por derivacao termo a termo,

> nm nmt
)= n— — . 30
n nz::la . cos( - ) ( )

Substituindo as Egs. (E9) e (BO) na Eq. (E8) e fazendo
uma mudanga apropriada de varidvel nas integrais se-
gue que

D%A[x] =m |—w? ;alan;—_/o sen(ly)sen(ny)dy +
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0

> (5) (%) 2 [ costtn) costunaty

Usando as relagoes de ortogonalidade

/ sen(ly)sen(ny)dy = / cos(ly) cos(ny)dy = galn
0 0

em que d;, ¢ o delta de Kronecker (6, =1 e 0, = 0
para | # n) temos

D2Afz] = % ;ai {n2 (5)2 - wz} . (31

Notemos que escolhendo um 7 para o qual a; # 0 e
an, = 0 para todo n > 1 temos

mr T\ 2
D?’A[l’] = 7@% |:<7') — (.UQ] < 0,

quando o tempo 7 de observagdao é maior do que o
semiperfodo 7/w do oscilador (o que é fisicamente
aceitdvel).? Mas, ainda para este tempo de observacao,
podemos selecionar um outro n escolhendo um N tal
que ay #0,a, =0, V n# N ecom (N7/7)% > w? o
que implica em

2 _mT 4 327 2
Dy Alx] = 5 ON [(NT) w}>0.

Logo a solugao da equagao de movimento do oscila-
dor harmonico simples é ponto de sela da agao para o
tempo de observagao 7 maior do que o semiperiodo 7/w
do oscilador, conforme obtido por Gray e Taylor.

4. Consideragoes finais

Gray e Taylor mostraram como a a¢ao pode ser minima
ou sela para potenciais dependentes da posicao e do
tempo e tendo em vista as dimensoes das linhas de
mundo da particula em questao. O presente trabalho
considerou o caso de potenciais unidimensionais depen-
dentes também da velocidade e apresentou nestes ca-
sos condi¢oes em que podem ocorrer situagoes de maxi-
mizagao da acao independentemente dos comprimentos
das linhas de mundo, com um formalismo mateméatico
didaticamente instrutivo. Esta abordagem particular-
mente recupera de maneira direta o resultado de ponto
de sela para o oscilador harménico (obtido por Gray e
Taylor). A importancia de trabalhos desta natureza é
apresentar e ilustrar com certos detalhes o teste da se-
gunda derivada funcional, um tanto ausente nos textos
classicos de mecanica. Além do mais este formalismo
pode ser utilizado sem grandes dificuldades formais em
outros sistemas, em mais dimensoes e em ordens supe-
riores.

9Gray e Taylor enquadram este caso numa classificacio que designaram como colegio de linhas de mundo suficientemente longas.



1301-6

Agradecimentos

Agradeco especialmente ao amigo e colega Prof. Dr.
Mickel Ponte, do Departamento de Fisica da Universi-
dade Regional do Cariri - Ceard, pela gentileza de ler
todo trabalho, pelas discussoes esclarecedoras e por fa-
zer as corregoes necessarias. Agradeco também ao refe-
rido Departamento pelas condigoes oferecidas para que
este trabalho fosse realizado. Agradeco a Prof. Dra.
Cicera Nunes do Departamento de Educagao da mesma
universidade pelas observacoes de ordem estética.

Referéncias

.D. an M. 1fshitz, echanics
1] L.D d E.M. Lifshi Mechani
(Butterworth-Heinenann, Oxford, 1993), 3td o4,

[2] J.V. Jose and E.J. Saletan, Classical Dynamics (Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1988).

[3] J.P. Provost, Am. J. Phys. 43, 774 (1975).

[4] J. Hanc, S. Tuleja and M. Hancova, Am. J. Phys. 71,
380 (2003).

[5] T.W. Kible and F. Berkshire, Classical Mechanics (Im-
perial College Press, London, 2004), 560 eq.

[6] H. Goldstein, C. Poole and J. Safko, Classical Mecha-
nics (Addisson Wesley, New Jersey, 2000), 31d oq,

[7] Nivaldo A. Lemos, Mecinica Analitica (Ed. Livraria da
Fisica, Sao Paulo, 2004).

Landau

Freire

[8] C.G. Gray and Edwin F. Taylor, Am. J. Phys. 75, 5
(2007).

[9] D. Morin, Introductory Classical Mechanics, dis-

ponivel em [ww.courses.fas.harvard.edu/~physi6/|
[extbooks chap. 5, p. V-8.

[10] J. Barcelos Neto, Mecdnica Newtoniana, Lagrangiana
e Hamiltoniana (Ed. Livraria da Fisica, Sdo Paulo,
2004).

[11] J.D. Jackson, Classical Electrodynamics (J. Wiley, New
York, 1998), 3'4 ed.

[12] D.J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics (Addi-
son Wesley, New Jersey, 1999), 3td o4,

[13] I. Gelfand and I. Fomin, Calculus of Variations (Dover,
New York, 2000).

[14] A. Komech, in: Lecture Notes of The Maz Plank Ins-
titute for Mathematics in the Sciences, LN 25/2005,
Leipzig, 2005. Apéndice sobre derivadas funcionais di-
recionais (de Gateaux) e mecanica lagrangiana.

[15] S. Lang, Calculus of Several Variables (Springer-
Verlag, New York, 1991), 31 g,

[16] J. Marsden and A. Tromba, Vector Calculus (Freeman,
New York, 2003).

[17] Elon L. Lima, Andlise Real (IMPA, Rio de Janeiro,
2004,) v. 2.


www.courses.fas.harvard.edu/~phys16/Textbook/
www.courses.fas.harvard.edu/~phys16/Textbook/

