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A proposta deste trabalho é apresentar ao professor de Fisica do ensino médio uma forma de empregar recur-
sos computacionais para esclarecer e aprofundar conceitos de Fisica que sdo explorados de forma limitada por
nao se poder recorrer ao Célculo Diferencial e Integral. O péndulo simples é usado como protétipo para o trata-
mento sugerido. Mostramos que apenas com o auxilio de uma planilha eletrénica — sem a necessidade, portanto,
de conhecimentos avancados de computagao — é possivel criar um ambiente para o aluno testar o processo de
convergéncia numérica e obter informagdes do comportamento do sistema a partir de andlises gréficas.
Palavras-chave: péndulo simples, diferencas finitas, planilha eletronica.

The proposal of this work is to present a way to explore computational tools to clarify concepts in the high
school Physics classes that are briefly explored since it is not possible to use diferential and integral calculus me-
thods. The simple pendulum is used as a prototype to the suggested treatment. We show that with only the use
of a spreadsheet — without requiring advanced computation knowledge — it is possible to create an environment
to the student to test the numerical convergence processes and to obtain information about the behavior of the

system based on graphical analysis.

Keywords: simple pendulum, finite differences, spreadsheet.

1. Introducgao

Uma preocupagao do professor de Fisica do Ensino
Médio, em geral, é que no trabalho a ser desenvol-
vido se busque o entendimento dos fenémenos estuda-
dos através da construgao de modelos. No entanto,
estes levam muitas vezes & uma descrigao fisica com-
plexa. Além disso, uma outra fonte de dificuldade, é
que o tratamento matemadtico necessario para a ela-
boragao de um modelo satisfatério pode estar assentado
em um grau de sofisticagdo muito além daquele usual-
mente tratado no Ensino Médio [I]. Isto ocorre, por
exemplo, no estudo do péndulo simples, em que o em-
prego da segunda lei de Newton conduz naturalmente
a uma equacao diferencial.

A beleza na formulacao de um modelo estd na busca
dos ingredientes fundamentais que, segundo nosso en-
tendimento, devem estar presentes na descrigao ade-
quada do fenémeno fisico que se deseja estudar [2].
Dessa forma, podemos elaborar duas perguntas: Quais
sdo estes tais ingredientes? Como saber quais sdo os
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mais importantes? Em muitos casos, o confronto entre
o modelo proposto e a experimentacao é a melhor ma-
neira de se proceder. Esta busca na elaboragao de um
modelo para a descrigao de um dado fenémeno nao deve
deixar de incluir caracteristicas como “simplicidade”,
precisao e poder de previsao [3].

Em geral, o contetido de Fisica apresentado no En-
sino Médio passa por uma simplificacao que, mesmo li-
mitando as aplicabilidades dos modelos estudados, ofe-
rece ao aluno um conjunto de possibilidades que deve
ser adequadamente exposto e explorado pelo professor.
Nesse sentido, a pratica laboratorial ganha uma enorme
importancia, na medida em que essas praticas possibi-
litam o aluno perceber com maior clareza os limites dos
modelos envolvidos e suas simplificagoes na descrigao
dos fenomenos, além de proporcionar a construgao dos
conceitos basicos.

O computador é um elemento que vem se tornando
um poderoso instrumento facilitador no processo en-
sino/aprendizagem nos tltimos anos, principalmente na
area cientifica [I, 4, 5]. Os recursos computacionais



250

tém sido incorporados com sucesso tanto nas praticas
de laboratoério, como nas demais atividades desenvol-
vidas em sala de aula [6]. O computador desempenha
cada vez mais ativamente um papel de destaque no en-
sino bésico de ciéncias, principalmente na abordagem
de sistemas que apresentam um alto grau de complexi-
dade [7].

Neste trabalho, apresentamos uma forma de se em-
pregar o computador para estudar sistemas fisicos que
sao discutidos de forma restrita no Ensino Médio, de-
vido as estruturas matemaéticas envolvidas. Como
exemplo, utilizamos o péndulo simples [8]. Nossa pro-
posta envolverd nocées de matematica finita, que po-
dem ser apresentadas com facilidade ao aluno. Quanto
ao tratamento computacional, serd necessario usar
apenas um programa de planilha eletronica, que faz
parte dos pacotes bésicos instalados na maioria dos
computadores.

2. O péndulo simples

O péndulo simples é um dos sistemas protétipos no
estudo de oscilagoes mecanicas, tanto na universidade
quanto no Ensino Médio. Além de ter um cardter
didético de grande valor, o péndulo simples é também
um 6timo exemplo para se ilustrar os métodos da Fisica
experimental. Isto pode ser observado na estimativa do
valor da aceleracao da gravidade que pode ser feita fa-
cilmente no laboratério didatico.

O péndulo simples é um sistema constituido por
uma particula de massa m suspensa por meio de um fio
inextensivel de comprimento L e de massa desprezivel,
como mostra a Fig. 1 [9] 10, 11 [12] [13].

Figura 1 - (a) Representagao do péndulo simples, no instante in-
icial, e das for¢as que agem na particula de massa m. (b) Em
destaque as componentes radial e tangencial da forga peso a tra-
jetéria.

A particula é afastada de sua posi¢ao de equilibrio
(ponto O), de maneira que o fio forme um angulo 6 com
a vertical, e é entao abandonada desta posi¢ao. Vamos
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considerar que a resisténcia do ar e os efeitos de atrito
na articulacdo entre o fio e o suporte sejam despreziveis.
Neste problema, a inércia é representada pela massa da
particula e a forca restauradora é a forga gravitacional
entre a Terra e a particula.

As forcas que atuam sobre a particula sdo o seu peso
e a tensdo na corda (Fig. la). Decompondo-se a forca
peso em seus componentes radial e tangencial a tra-
jetéria (Fig. 1Db), a segunda lei de Newton aplicada a
este sistema nos fornece:

mgcosf —T = ma,
{m , 1)

—mgsenf = may

onde a, e ag sao as aceleracgoes radial e tangencial, res-
pectivamente, T representa a tensdo no fio e g = |g|
é a aceleracao da gravidade. Neste sistema, nao existe
variacao de velocidade na direcao radial, logo a compo-
nente da aceleracdo é nula. A componente tangencial é
definida por:

Lr (L) d20
0= dt2 a2’ (2)

onde x = L# representa o deslocamento da particula
ao longo do arco. Dessa forma, o sistema de equacoes
toma a forma:

mgcost —1T =0

d?o (3)
— 0 =mL— .
mgsen m e
Reescrevemos a segunda equagao como:
d’6 ¢

Neste ponto, em geral, nos livros textos, procura-
se calcular a freqiiéncia natural de oscilagao, supondo
que 0 seja muito pequeno (§ << 1). Apresentamos,
no apéndice, algumas consideragoes sobre o movimento
do péndulo para um angulo qualquer. Dentro dessa
aproximagao, a Eq. (4) fica:

—+ T0=0. (5)

Esta é uma equagao diferencial linear homogénea de
segunda ordem, cuja solucao geral é:

0 = Opsen(wt + ¢), (6)

onde 6y representa a amplitude maxima de oscilagao; a
freqiiéncia angular w e o periodo de oscilacao P, inde-
pendente da massa do péndulo, sao dados por:

L
P =2m[—. (7)
g

Um ponto importante é que o periodo de oscilagao
também independe da amplitude 6y, o que é uma con-
seqiiéncia da aproximacao senfl ~ 6. Para uma melhor
compreensao do erro introduzido por esta aproximagcao,
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veja o apéndice. Vale mencionar que os livros textos,
tanto no Ensino Médio, como no ensino superior, anali-
sam o problema do péndulo simples a partir dessa apro-
ximagao, procurando fazer uma analogia com o proble-
ma da mola, deduzindo a Eq. (7) da Lei de Hooke,

fazendo:
k‘:% e Psz/%. (8)

3. Tratamento computacional

Em diversas areas da Fisica os pesquisadores recorrem
com freqiiéncia as técnicas de analise numérica quando
os problemas matemaéticos enfrentados exigem um tra-
tamento analitico intrincado, ou mesmo nao permitem
um tratamento puramente analitico. De fato, nos anos
recentes, nenhuma area da matematica cresceu mais em
importancia para a Fisica do que a analise numérica. A
medida que os computadores sao aperfeicoados, essa
importancia aumenta, e aumenta também a rapidez
com que a prépria analise numérica se desenvolve.

H&4 anos os métodos numéricos fazem parte do
curriculo de graduagao dos cursos da area tecnoldgica,
onde, normalmente, sao oferecidas disciplinas que
abordam métodos cldssicos para se resolver problemas
de Calculo numericamente.

Nas disciplinas de Célculo Numérico [14], invariavel-
mente, o professor apresenta aos alunos métodos para
se resolver numericamente integrais e equacoes diferen-
ciais. Em certos casos, no entanto, é possivel se ado-
tar a formulagao numérica como via principal para de-
screver a dindmica do sistema. Em outras palavras,
a0 invés de tomar o caminho de descrever a dinamica
analiticamente e, se preciso, resolver as equagoes re-
sultantes numericamente, as vezes é possivel se tra-
tar o problema desde o inicio empregando-se estruturas
numéricas. Esse tratamento evita as equagoes diferen-
ciais, que sao impréprias para o Ensino Médio.

O primeiro passo é considerar que a evolugao tem-
poral das varidveis do sistema se da em intervalos dis-
cretos de tempo. Isto significa transformar a varidvel
temporal continua ¢ € [0,00) em uma variavel discreta
t; = 0, At, 2At,3At, ..., onde cada t; difere de seus vizi-
nhos mais proximos por um valor fixo At,

At=t; —t;_q, i=1,2,3, ... (9)
Esse valor fixo de variagao temporal é chamado de passo
temporal ou simplesmente passo.

Com o tempo discreto, as demais grandezas
dindmicas também se transformam em varidveis dis-
cretas. Por exemplo, a funcdo posicao 0(t) passa a
ser escrita como 6;, sendo 6y a posi¢ao no instante ty,
0, a posicao no instante t1, e assim por diante. O
mesmo ocorre com as varidveis que medem taxas de
variagado instantaneas, como velocidade e aceleracao,
COMO VEremos a seguir.

Na formulacdo continua, num instante ¢’ qualquer,

as derivadas primeira o (velocidade instantanea, vg) e
2

segunda 2 (aceleragdo instantanea, ag) sdo definidas
por:
o, ,. .. 6(t)—6(t)
a1 = Jim = — (10)
do ae , ,
a0 . E(t)—a(t)
g )= S (11)

Essas varidveis podem ser transformadas de forma
simples em grandezas discretas, tomando-as como valo-
res médios de 6 e vy, calculados em intervalos de tempo
bastante pequenos (e finitos). Essa forma de definir
derivadas é conhecida como Método das Diferencas Fi-
nitas (MDF).

Denotando, por conveniéncia, as derivadas primeira
e segunda de 6 por 0 e é, respectivamente, definimos:

éi:%, i=1,2,3,.. (12)
€
. 0; —0;i—1 01 —0;_2
Gzl A A
At At

0; —20;_1 + 0;_
(At)?

. i=2,3,4,.... (13)

As definigoes (12) e (13) podem ser interpreta-
das como uma aproximacao discreta das derivadas
continuas em (10) e (I1)), em que os seus limites sao
suprimidos e At é muito pequeno. Vale observar aqui
que o professor deve utilizar, na apresentacao da teo-
ria, a notagao padrao adotada nos livros diddticos. Por
exemplo, onde encontramos 6, podemos substituir por
« - aceleracao angular.

Vamos agora ao problema do péndulo simples. Se-
guindo os mesmos passos empregados para se chegar
a formulagao diferencial da equagao do péndulo linear
(Eq. (5)), mas tomando a velocidade instantanea 6
como em (12) e a aceleracio  como em (13), obtemos
que a dinamica do péndulo simples linear é descrita por:

0; —20;_1+0; 2
(At)?
Essa é a formulacao discreta da equacao do péndulo, ob-
tida via MDF. A Eq. (14) desempenha o mesmo papel
que a Eq. (5)) desempenhava na formulacdo continua.
A vantagem é que a Eq. (14) é resolvida para 6 sem
a necessidade de se aplicar conhecimentos matemaéticos
avangados. Dessa forma, obtemos entao:
1
1+ (w.At)2

+w?0; =0, i=2,3,4,... . (14)

0; (20,1 — 0;_2), i=2,3,4,... . (15)
A relagdo (15) fornece, recursivamente, os valores
de 0; em termos de seus valores nos tempos imediata-

mente anteriores t;_1 e t;_o. O valor 6y corresponde a
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amplitude inicial do péndulo. Se At é suficientemente
pequeno, 61 deve ser tomado préximo de 6y, pois nao
esperamos variagoes significativas para € num intervalo
de tempo pequeno.

Um programa de computador como o OpenOffice
ou o Excel é suficiente para se implementar e iterar fa-
cilmente a relacdo (15), obter uma tabela de valores de
0; e o grafico 6 x t. Como ilustragao, apresentamos a
seguir algumas curvas 6 x t obtidas dessa forma. Para
avaliar o resultado da formulacao discreta, apresenta-
mos no mesmo par de eixos, o grafico da solugao da
formulagao continua fornecida pela relagao (6)).

A Fig. 2 mostra duas solugoes da relagao (15) com
passos temporais distintos. Na primeira, At = 0,03 s
e na segunda, At = 0,06 s. O eixo vertical repre-
senta a amplitude de oscilagao em radianos e o hori-
zontal o tempo em segundos. As condicoes iniciais sdo
0o = 0.1 rad e 6; = 0,1 rad, correspondendo a uma
velocidade inicial nula (relacao (12)).

0,12

0,08 |

0,04

< 000
D

~0,04

~0,08

0,12 . 1 A 1 . 1 . 1 .
0 4 8 12 16 20

t(s)

Figura 2 - Dependéncia temporal da amplitude de oscilagao do
péndulo com amplitude inicial de 0, 1 rad e freqiiéncia angular de
1 rad/s. A linha cheia corresponde & solugédo analitica, a curva
representada por circulos cheios corresponde a solu¢do numeérica
com o passo de 0,03 e a curva representada por quadrados vazios
ao passo de 0, 06.

Observa-se no grafico que ja no final do primeiro
meio ciclo as solu¢oes numéricas analitica sao bastante
diferentes. Essas diferencas se ampliam a medida que
o numero de ciclos observados aumenta. Em outras
palavras, as solugoes numeéricas divergem de forma cre-
scente da solugao analitica, tanto para At = 0,03 s
quanto para At = 0,06 s, sendo mais acentuado para
o At maior. Essa discrepancia indica que o tratamento
numérico é impreciso. E possivel melhorar a precisao
empregando-se passos temporais que tornem as trés
curvas indistingiiiveis.

Tomando-se valores cada vez menores para At
como, por exemplo, 0,02, 0,01, pode-se verificar que
as curvas referentes a esses valores se aproximam cada
vez mais do resultado analitico. Isto evidencia a mel-
hora da precisao numérica. Construindo o grafico, o
leitor constatara que por varios ciclos nao haverd dife-
rencgas apreciaveis entre as duas formulagoes. Isto ilus-
tra o papel critico que a escolha do passo exerce na
formulacao numérica. Com passos suficientemente pe-
quenos, os valores médios podem ser boas aproximagoes
para as taxas instantaneas.
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Vale salientar que ha casos em que a nao linearidade
das equacoes diferenciais gera instabilidades numéricas
que impedem a convergéncia do MDF, mesmo com
passos temporais pequenos. Nesta situacao, métodos
numéricos mais elaborados ou outras versoes do MDF
precisam ser considerados.

A planilha eletronica Excel foi empregada para ge-
rar os graficos # x t. A planilha Excel ou seu equiva-
lente OpenOffice é um instrumento computacional de
facil aprendizado, onde os cdlculos numéricos podem
ser executados sem a necessidade de se aprender uma
linguagem de programacao. Apesar do Excel nao ser
um software livre, optamos por emprega-lo por ser mais
comum encontra-lo nas escolas do que o OpenOffice.

Os Quadros 1 e 2 abaixo mostram os comandos do
Excel que geram o tracado gréfico da relagao (15). A
célula B; armazena o valor de w (fixo) e a célula Bs o
de At (também fixo). As colunas C a F' irdo armaze-
nar os valores de t e da varidvel angular, nos tempos
1—2,1—1ei. Apbs o preenchimento das células, como
mostradas nos Quadros, deve-se selecionar as células no
intervalo C'3 a F3, clicando nas células C3 e F'3 com
a tecla [Shift] pressionada. Apds este procedimento
deve-se clicar e arrastar a alga de preenchimento da
selecao (quadrado escuro no canto direito inferior da
célula F'3) para estender o célculo para diversas linhas.

A B c D E F
1 |Omega |1 tempo X(i-2) X(i-1) X(i)
2 |Deltat [0,06 |0 0.1 0,1 =(2"E2-D2)/(1+(3B$1"5B32)"2)

sl =C2+3B%2 |=E2 =F2 =(2*E3-D3)/(1+(5B$1*$B$2)"2)

Figura 3 - Comandos do Excel que fornecem o grafico da Fig. 2.

A B c D E F
1 |Omega| 1 tempo X(i-2) X(i-1) X(i)
2 |Deltat 0,06 0 0.1 0.1 0.099641291

3 ; 0.1 009964129

Figura 4 - Resultado do célculo indicado na Fig. 4.

4. Consideracgoes finais

Procuramos mostrar que é possivel se empregar o com-
putador para aprofundar o estudo de Fisica no En-
sino Médio, em problemas nos quais o conhecimento
de Calculo Diferencial e Integral é exigido. Esse tra-
tamento propicia ao aluno a possibilidade de estudar
um conjunto maior de problemas fisicos, como também
o introduz, de forma intuitiva, as idéias do Célculo
Numérico e do Calculo Diferencial e Integral.

Apesar da utilizagdo crescente de computadores
como elemento no fornecimento de informacoes e
também como agente auxiliar na construgao do conheci-
mento, existe ainda uma grande resisténcia dos profes-
sores e alunos em utilizd-lo como ferramenta para o de-
senvolvimento e aprendizagem na area cientifica. Essa
resisténcia na maioria dos casos se déa em funcado do
desconhecimento de linguagens de computagao. A dis-
cussao que apresentamos tenta vencer essa resisténcia,
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mostrando como se pode usar o computador para re-
solver um problema importante em Fisica (o péndulo
simples), sem a necessidade de tais conhecimentos.

Foi mostrado que a determinagao do passo temporal
adequado a formulagao numérica é um exercicio de re-
peticao de uma rotina computacional. No entanto, com
o devido cuidado, esse exercicio pode ser aproveitado
para levar o aluno a refletir melhor sobre a diferenca
entre grandezas médias e instantaneas, preparando-o
para no futuro compreender adequadamente o conceito
de derivada.

Por fim, queremos ressaltar a importancia das ativi-
dades laboratoriais para o aluno, ja que a Fisica é uma
ciéncia com profundo carater experimental. O compu-
tador e outras tecnologias sao ferramentas auxiliares
importantes no processo de ensino/aprendizagem mas,
no entanto, nao substituem as realizagdes experimen-
tais.

Apéndice:
qualquer

Movimento para um angulo

Quando o fio faz com a vertical um angulo 8y qualquer,
pode ser provado pelo principio de conservagao de ener-
gia [13, [16] que o perfodo de oscilagio é dado por:

pa =amy £ {1 (3) o (%) +
(35) (%)
(553) = (%) +o) o

A Eq. (16) mostra que o periodo difere cada vez mais
da aproximagao de pequenas oscilagoes, a medida que a
amplitude de oscilagao cresce. Esse resultado pode ser
facilmente constatado experimentalmente, com a uti-
lizacao de dois péndulos de mesmo comprimento, mas
que oscilem com amplitudes diferentes. A Tabela 1 mo-
stra, além dos valores de alguns angulos selecionados
e seus respectivos senos, o erro percentual do céalculo
do periodo considerando a aproximagao para pequenos
angulos (Eq. (7)), e a expansao de P(fy) até o quinto
termo (Eq. (16)).

Tabela 1 - Erro percentual relativo ao célculo do periodo do
péndulo na aproximagao de pequenos angulos.

00(°) Oo(rad) senbp  erro (%)
5 0,0873 0,0872 0,0476
10 0,1745 0,1737 0,1904
20 0,3491  0,3420  0,7611
30 05236 05000 1,7111
40 0,698  0,6428  3,0387
50 0,8727  0,7660 4,7410
60 1,0472 0,8660 6,8127
70 1,2217  0,9397 9,2412

Os dados da Tabela 1 foram obtidos da relagao:

P(6y) — P

erro(fy) = P(0y)

% 100. (17)
A Fig. 5 mostra o grifico do erro percentual em fungao
do angulo em graus, destacando o intervalo em que
normalmente os experimentos em laboratérios didaticos
sao realizados.

10

erro (%)

O L 1 n 1 1 1 h
-80 60 —-40 20 0

8,()

Figura 5 - Variagao do erro percentual no célculo do periodo do
péndulo em fungdo da amplitude de oscilagao.

Este erro percentual, exibido na Tabela 1, pode ser
descrito pelo polinomio:

erro(fy) = 0,00189 63 4 0, 00747, (18)

que permite, com boa aproximacao, uma avaliacao di-
reta do erro que se comete ao se considerar um determi-
nado angulo 6y € (0°, 70°], podendo auxiliar o professor
de Ensino Médio na preparagao de atividades experi-
mentais envolvendo o péndulo simples.
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