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Sistemas mecanicos sujeitos a vinculos dependentes de velocidades ocorrem com frequéncia. O teorema de
Frobenius permite decidir de forma inequivoca se vinculos que dependem linearmente das velocidades sdo ou
nao integraveis. Mostramos como se formula a condicao de integrabilidade de Frobenius por meio da teoria das
formas diferenciais exteriores e ilustramos sua aplicagdo a problemas interessantes de mecanica cldssica. Por fim,
discutimos a importancia prética de identificar a natureza dos vinculos no que concerne a integrabilidade.
Palavras-chave: vinculos dependentes de velocidades, vinculos holénomos, condigao de integrabilidade de Fro-

benius.

Mechanical systems subjected to velocity-dependent constraints occur frequently. The Frobenius theorem
allows us to unequivocally decide whether constraints that depend linearly on the velocities are integrable or
not. We show how to formulate the Frobenius integrability condition by means of the theory of exterior diffe-
rential forms, and illustrate its application to interesting problems in classical mechanics. Finally, we discuss the
practical importance of identifying the nature of the constraints as concerns integrability.

Keywords: velocity-dependent constraints, holonomic constraints, Frobenius integrability condition.

1. Introdugao

Os vinculos dependentes das velocidades mais comuns
sao aqueles em que as velocidades ocorrem linearmente.
Casos tipicos sao vinculos que exprimem as condigoes
de rolamento sem deslizamento de corpos rigidos. Se
q1, - - -, qn sao coordenadas inicialmente escolhidas para
especificar a configuragao de um sistema mecanico, os
vinculos em que estamos interessados sao da forma

S angtan=0, k=1 r. (1)
=1

Os coeficientes ay;, ax: sao funcgoes de qi,- -+, qp,t.
Vinculos desta categoria sao equacgoes diferenciais or-
dinarias de primeira ordem que restringem os movimen-
tos possiveis. Multiplicando formalmente a Eq. () por
dt, somos levados a definir as 1-formas diferenciais

n
k
W= apdg + agdt, k=1, 0, (2)
=1
1E-mail: nivaldo@if.uff.br.

em termos das quais os vinculos (0) podem ser expres-
sos do seguinte modo equivalente:

=0, k=1,---,r. (3)

Nesta linguagem, o movimento estd restrito as tra-
jetérias ao longo das quais as 1-formas diferenciais
wh, .-+, w" sdo nulas. Sistemas de equacdes constituidos
por 1-formas, tais como na Eq. (B), s@o chamados de
sistemas de Pfaff.

Considere, por exemplo, um cilindro de raio R des-
cendo um plano inclinado. O movimento do cilindro
pode ser descrito pela coordenada z que da a posicao
do centro de massa e a coordenada angular ¢ que des-
creve a rotagao do cilindro em torno do centro de massa.
Em geral, z e ¢ sdo coordenadas independentes. Mas se
o cilindro rola sem deslizar, vale o vinculo & — R¢p = 0.
Este vinculo é integréavel e equivale a © — R¢p = C, onde
C é uma constante.? Trata-se de um vinculo holénomo:
o espago de configuracdo é unidimensional e consiste na
reta © = R¢$ + C no plano das varidveis (x, ¢) inicial-
mente escolhidas para descrever o movimento. O sis-
tema tem apenas um grau de liberdade, que pode ser

2Se quisermos, podemos tornar C' = 0 por uma escolha da origem do eixo que define a coordenada .
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expresso por x ou por ¢, conforme as conveniéncias.
Se optarmos por x como coordenada generalizada, com
¢ = (x — C)/R a equagao de vinculo & — R =0 ¢
identicamente satisfeita.

De modo geral, se os vinculos sao integraveis o sis-
tema é holénomo: existem coordenadas generalizadas
em termos das quais os vinculos sao identicamente satis-
feitos e a dimenséo do espago de configuragao (o nimero
de graus de liberdade) é menor do que o nimero de co-
ordenadas originalmente escolhidas para a descricao do
movimento. Caso contrario, o sistema nao é holénomo
e os vinculos restringem apenas as velocidades: a tota-
lidade do espaco de configuracao original é acessivel ao
sistema.

Como descobrir se os vinculos s@o ou nao in-
tegraveis? A teoria das formas diferenciais é o ambiente
em que a condicao de integrabilidade de vinculos que
podem ser escritos da maneira da Eq. (B) se exprime
do modo mais cristalino. A fim de tornar inteligivel a
condigao de integrabilidade de Frobenius, tépico cen-
tral do presente artigo, torna-se necessaria uma breve
introdugao a teoria das formas diferenciais exteriores.
Nossa exposicao serd sucinta, pragmatica e informal.
Definigoes precisas e provas rigorosas encontram-se no
belo livro de Flanders [}, cujo estudo é altamente reco-
mendével e no qual parte do texto a seguir é baseado.

Na Sec¢ao 2 definimos formas diferenciais, produto
exterior e derivada exterior. Na Secao 3 é apresen-
tada a condicao de integrabilidade de Frobenius, uma
condicdo necesséria e suficiente para que um sistema
de vinculos que dependem linearmente das velocidades
seja integravel. Na Secao 4 a condigao de Frobenius é
aplicada a varios casos interessantes. Finalmente, na
Secao 5, sao discutidas razoes préaticas que justificam o
interesse em desvendar a natureza dos vinculos no que
diz respeito a integrabilidade.

2. Elementos do calculo diferencial ex-
terior

O célculo de formas diferenciais exteriores é uma, ferra-
menta mateméatica poderosa e de grande utilidade em
areas da Fisica tao dispares quanto termodinamica e

//f(x, y)dzdy

J fre

[ [ st uv(
//f x(u,v), y(u, v) (8 8y —gxgyddv>
O(x

Lemos

relatividade geral, o que justifica apresenta-lo aos estu-
dantes de graduagao o mais cedo possivel.

2.1. Motivagoes fisicas e matematicas

Formas diferenciais surgem naturalmente na Fisica.
Dado um campo vetorial F = (A, B,C) em coordena-
das cartesianas, sua integral de linha ao longo de uma
curva orientada C é

/F-dr:/(Adx—i—de—i—Cdz), (4)
c c

e sua integral de superficie através de uma superficie
orientada S é

/ F-dS= //(Adydz + Bdzdx + Cdxdy). (5)
S
s

Se F representa a forgca sobre uma particula, a integral
(@) é o trabalho realizado pela for¢a durante o desloca-
mento da particula ao longo da curva C; se F é a den-
sidade de corrente, a integral (B) é a corrente elétrica
através de S; se F é um campo elétrico e § é uma
superficie fechada, a integral (B) é o fluxo do campo
elétrico através de S envolvido na expressao da lei de
Gauss do eletromagnetismo.

Somos, assim, levados naturalmente a considerar a
um-forma (ou 1-forma)

w = Adx + Bdy + Cdz (6)
e a dois-forma (ou 2-forma)
A = Adydz + Bdzdz + Cdzdy . (7)

Intuitivamente, portanto, formas diferenciais sao coisas
que podem ser integradas.

A auséncia de dzdy, dzdz e dydxr em A sugere si-
metria ou antissimetria do produto de diferenciais; a
auséncia de dxdz, dydy e dzdz favorece a antissimetria.
A antissimetria é reforcada por tornar imediata a regra
de mudanga de varidveis numa integral multipla. Sob
a mudanga de varidveis x = xz(u,v), y = y(u,v), 0 uso
de dudu = dvdv = 0 e dvdu = —dudv da lugar a

dy dy
0 004) (P )

D )
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em que aparece automaticamente o jacobiano da transformagao

2.2. Produto exterior de formas diferenciais

Em R", com coordenadas (z?,...,z"), as formas dife-
renciais sao construidas a partir das diferenciais basicas
dz',...,dz™ por meio de uma operacio conhecida como
produto exterior.

Definigao 1. O produto exterior (denotado pelo
sfmbolo A) das diferenciais bésicas é definido por

de* Ndzt =0, da' Ada? = —da? A dat
se i#j (,7=1,...n). (10)

No caso de produto exterior de mais que duas diferen-
ciais bésicas, vale a associatividade
dz® A (da* Ada') = (do® Ada®) Adat = da® Ada® A dat
(11)
Esclarecimento. Para tranquilizar o leitor zeloso
da consisténcia légica: as diferenciais basicas nao sao
fantasmagoricas quantidades infinitesimais - embora
heuristicamente possam ser assim encaradas quando
aparecem numa integral -, mas definem-se rigorosa-
mente como elementos do espaco dual do espaco T}, de
vetores tangentes a uma variedade diferencidvel M em
cada ponto p € M, isto é, sao aplicagoes lineares de 7T},
em R. Consulte, por exemplo, o segundo capitulo de
Hawking e Ellis [B].

1

Com z = (z',...,2"), uma 1-forma é definida por

w= Zak(m)dxk ; (12)
k=1

uma 2-forma escreve-se

1
=g Z ap(z)dz® A dat (13)
k.l
onde ax; = —ayx; uma p-forma (com p < n) é definida

por

1
A= p! kZ:k ky. ey ()T A A dr (14)
1---Fp

onde ag,. ., ¢ totalmente antissimétrico nos seus p
indices. Uma n-forma é

€ =g(x)dz* A Ada™ (15)

e uma 0-forma é simplesmente uma funcao f. Todas as
funcoes a, axi, ak,..r,, f e g sdo aplicagoes de R™ em
R de classe C'°°, isto é, sao fungdes infinitamente dife-
rencidveis. A presenga do denominador p! na expressao
de uma p-forma com p < mn é para cancelar o fator
p! proveniente dos termos iguais repetidos que resul-
tam das permutagoes dos indices de soma na Eq. (Id).

or Ox
ou v
9)
dy Oy
du v

Pode-se omitir o fator 1/p! convencionando que a soma
é restrita aos indices k1 < ko < -+ < kp.

Uma p-forma é também chamada de forma de grau
p. Uma forma diferencial é nao-nula se pelo menos um
dos coeficientes de sua expressao em termos das dife-
renciais béasicas nao é zero. Note que num espago de
dimensao n qualquer p-forma com p > n é zero.

A partir da Definicao 1, o produto exterior de duas
formas diferenciais arbitrarias é naturalmente deter-
minado por linearidade, distributividade e associativi-
dade.

Exemplos em R? ilustram ndo apenas o célculo de
produtos exteriores, mas também como as operacoes
elementares com vetores emergem naturalmente da
algebra exterior de formas diferenciais. Por exemplo,
o produto exterior

(Adz + Bdy + Cdz) A (Edx + Fdy + Gdz)
= (BG—-CF)dyANdz+ (CE — AG)dz ANdx +
(AF — BE)dz A dy (16)

faz aparecer as componentes do produto vetorial dos ve-
tores (A, B,C) e (E, F,G). Por outro lado, do produto
exterior

(Adx + Bdy + Cdz) A (Pdy AN dz + Qdz N dx +
Rdx AN dy) = (AP + BQ + CR)dx ANdy ANdz (17)

emerge automaticamente o produto escalar dos vetores
(A,B,C) e (P,Q,R).

Observagao. Pode-se fazer o produto exterior de
duas formas diferenciais arbitrdrias, mas sé esta de-
finida a soma de formas diferenciais de mesmo grau.
Mais geralmente, se c1,co € R, a combinagao linear
1A + cop s6 faz sentido se A e p sao formas de mesmo
grau. Em outras palavras, as formas diferenciais de um
grau especifico formam um espaco vetorial.

O produto exterior tem as seguintes propriedades

(PE1) AMA(p+v)=AAp+AAv
(distributividade) ;

(PE2) AA(pAv)=AAp)Av
(associatividade) ;

(PE3) AAp=(-1)PlunAX

(p éograude \eqéograude p).
Para comprovar a terceira propriedade, basta conside-
rar o produto de monoémios

dz™ Adz? Ao Adaz' AdzT Ada? A - Adate .

O deslocamento de dz’' para a esquerda de dz® pro-
voca p trocas de sinal; da mesma forma para dz’2 e
assim por diante,
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dz Adz2 A -

Comentario. Da terceira propriedade do produto
exterior segue-se que A A A = 0 para qualquer forma A
de grau {mpar.

Exercicio 1. Combinando as propriedades PE1 e
PE3, prove que o produto exterior também ¢é distribu-
tivo no primeiro fator, isto é, (A+pu) Av = AAv+pAv.
Lembre-se de que A e p tém o mesmo grau.

Definicao 2. Dada a 1-forma diferencial nao-
nula w = ay(z)dz! + - + a,(z)da™, a equagio w =
0 determina todas as curvas parametrizadas z(t) =
(xl(t), - ,2™(t)) que satisfazem a equagao diferencial
ordindria a;(x(t))it(t) + -+ + an(x(t))i™(t) = 0, isto
6,

ar(x)dzt + -+ ap(z)da™ =0 =

1 n
al(:c(t))(m (t) dx™(t)
dt dt

Vale a pena enfatizar: a equagao w = 0 nao afirma
que a 1-forma diferencial w é identicamente nula, mas
especifica as trajetorias ao longo das quais a re-
ferida 1-forma se anula.

Exemplo 1. A l-forma w = senfdx — cosfdy
definida em R?® com coordenadas (z,y,6) nunca se
anula, ja que senf e cosf nao se anulam simulta-
neamente. A equagdo w = 0 representa a equagao
diferencial ordindria #senf — gcosf = 0. A curva
x(t) = sent, y(t) = —cost,0(t) =t satistaz w = 0.

o an(a (b))

=0. (19)

2.3. Derivada exterior
A derivada exterior de uma p-forma

pl Z Aoy

z)dz™ A - A date (20)

Adz' A da?t A da?? A
= (=1)Pdz? Adx™ Adz2 A -

= (=1)?Pda?* A dx?? A da™ Ada2 A
(—1)%Pdg* A dx?2 A

1,J

por causa da igualdade das segundas derivadas parci-

ais mistas. A propriedade DE3 da derivada exterior

costuma ser expressa concisamente por d? = 0.
Aplicada a formas diferenciais definidas em R3, a de-

Lemos
A dqu
Adzi Ada?? A - A dade
Adzi A dz?® A - A dade
codxd Ndrt Ndx A - AN date (18)

a (p + 1)-forma definida por

8&1
S

k kq..

da: AdzF A A dafe

(21)
A derivada exterior tem as seguintes propriedades:

(DE1) d(p+v)=dp+dv;

(DE2) d(pAv)=duhv+ (—1)PuAdy
onde p é o grau de p;

(DE3) d(d)\) =0 para toda forma A;

(DE4) Se f é uma 0-forma, df =}, = O dxk

Provaremos apenas a propriedade DE3, que é de
suma importancia. Para tanto, tendo em vista a lineari-
dade da derivada exterior, basta consider um monémio

A =a(z)dz® A A date (22)
Temos

d\ = Z—dmﬂ/\dm’ﬁA---Adwk‘p. (23)

J k1 kp
Zzaza ]dx ANdx? ANdx®t N - ANdx

(24)
O intercambio ¢ <> j dos indices nao altera a soma.
Portanto, somando a Eq. (B4) a si prépria com os
indices de soma intercambiados e levando em conta que
dad A dxt = —dat A da? | resulta

1 9?a 0%a , .
g J EiaL.. kp
d(d\) = E <8m’81:3 Dui Oal ) dx* Ndx? Ndz™ A - ANdx™ =0 (25)

rivada exterior engendra as operacoes mais importantes
da anélise vetorial.

Exemplo 2. Dada a 1-forma w = Adx+ Bdy+Cdz,
temos

8A 8A 8A 0B aB 0B
oC 30 3C’
+ (8 dx +8ydy 9% dz)/\dz

= (aOaB>dy/\dz+<aAaC>d A dx (aBaA>dz/\dy, (26)

dy 0z

0z

0 or Oy
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onde aparecem as componentes do rotacional do campo vetorial (A, B, C). No caso da 2-forma A\ = Pdy A dz +

Qdz N dz 4+ Rdx A dy, calculamos

_ [(opP or 0Q Q 9Q 9Q
d\ = <axdac+ 6ydy+ aZdz) ANdy Ndz + (8mdw+ 8ydy+ azalz ANdz A dx
OR OR OR oP 0@ @ OR

e eis que surge a divergéncia do campo vetorial (P, Q, R).

Exercicio 2. A partir de d> = 0, prove as se-
guintes identidades importantes da andlise vetorial:
rot(gradf) = 0; div(rotV) =0.

3. Condicao de integrabilidade de Fro-
benius

Seja w uma 1-forma que nao se anula em nenhum ponto
do conjunto aberto U C R"™. Se w = fdg, dizemos que f
é um fator integrante da equacao diferencial de primeira
ordem w = 0. Neste caso, a condicao w = 0 equivale a
dg = 0 ou g(z',---,2") = constante, que define uma
hipersuperficie em R"™. Se representa uma restricao im-
posta ao movimento de um sistema mecanico, o vinculo
w = 0 é holénomo e a dimensdo do espago de confi-
guragao original é reduzida de uma unidade, de modo
que o sistema tem n — 1 graus de liberdade.

Em que condigoes existem fungoes f e g tais que
w = fdg? Suponhamos que w = fdg para certas
funcoes f e g. Como w nao se anula em U, o mesmo vale
para f. Assim, levando em conta que d? = 0, podemos
escrever

dw:df/\dgzdf/\(%w) =
1
f

Segue-se que dw Aw = § AwAw = 0 porque, dado que o
grau de w é impar, w A w = 0. Portanto uma condicao
necessaria para que se tenha w = fdg é dw Aw = 0.

Dada a colecdo w!,--- ,w" de 1-formas linearmente
independentes em R, suponha que existam fungoes f ij
e ¢’ tais que w' = 25:1 fijdgj . A independéncia linear
de w!, -+ ,w" exige det(fij) # 0. Escrevendo w = Fdg,
em notacao matricial em que w e g sao matrizes-coluna,
temos

dw=0ANw (0==df). (28)

dw = dFAdg = dFAF 'w = O w (0 =dFF ),
(29)
isto é, existem 1-formas Hij tais que dw’ = Z;=1 Gij Aw.
Definindo Q = w! A---Aw”, é imediato que dw* AQ =0
parai = 1,--- 7. O teorema de Frobenius estabelece
que a condicio dw’ A 2 = 0 é ndo apenas necesséria,
mas suficiente para a integrabilidade.
Teorema (Frobenius). Seja w', -+ ,w” uma
colecao de 1-formas linearmente independentes num

conjunto aberto U C R", com r < n. Seja Q =
wh A -~ Aw”. Entdo existem funcoes [ e g’ tais que

w'=) fidg  (i=1-1)  (30)
j=1

em U se e somente se
dw'ANQ=0  (i=1,---,7). (31)

A demonstracdo deste importante resultado estéd
longe de ser trivial e serd omitida. Na Se¢ado 7.3 de
Flanders [M] h& duas provas de pontos de vista distin-
tos.

No caso em que a Eq. (80) é valida, de det(f?) #
0 deduz-se que os vinculos diferenciais expressos por
w!' = 0,---,w” = 0 sdo equivalentes a g'(r) =
Cl,--. ,g"(z) = C", onde C*,--- ,C" sdo constantes.
Em outras palavras, os vinculos sdo holénomos e o mo-
vimento do sistema é restrito a uma subvariedade de
dimensao n—1r do espaco de configuracao original, isto
é, existem m —r coordenadas generalizadas em termos
das quais os vinculos sao identicamente satisfeitos. A
dimensao do espago de configuragao original é reduzida
de r unidades, o sistema tem n —r graus de liberdade.

Exercicio 3. Prove que, em duas dimensoes, qual-
quer 1-forma admite um fator integrante. Ressalva: isto
sé é garantido em regides de R? em que a 1-forma nao
se anula. Por exemplo, w = xdy — ydx nao possui fator
integrante numa vizinhanga da origem porque w = 0 na
origem.

Exercicio 4. No caso da 1-forma w = Adx+ Bdy +
Cdz em R3, mostre que a condicio w A dw = 0 equivale
aV.(rotV)=0,onde V= (4,B,C).

Este ultimo exercicio estabelece o seguinte fato
geométrico relevante: dado um campo vetorial V,
existe uma familia de superficies g(z,y, z) = C tal que
V é normal em cada ponto a uma das superficies da
referida familia se e somente se V - (rot V) = 0. Com
efeito, como o vetor Vg é normal a superficie g = C,
V sera normal a superficie se e somente se existir uma
funcao f tal que V = fVyg, o que equivale a w = fdg.

4. Teorema de Frobenius em acao

A condigao de integrabilidade de Frobenius (BIl) tem
a virtude de ser extremamente simples e de facil
aplicacao, como passamos a ilustrar.
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4.1. Vinculo com dependéncia temporal expli-
cita

No Exemplo 2.4.1 na Ref. [B] sdo resolvidas as equagdes
de movimento de uma particula num plano sujeita ao
vinculo

#—ay=0, a=constante, (32)

onde (z,y) sdo coordenadas cartesianas. Examinemos
este vinculo quanto & holonomia (integrabilidade).

O vinculo escreve-se w = 0 em termos da 1-forma
exterior

w=dzr — aydt. (33)
Cuidado: a presenga do termo proporcional a dt faz

com que w seja uma l-forma em R? com coordenadas
z,y,t. Temos dw = —ady A dt e

dw ANw = (—ady A dt) A (dx — aydt) =
—adx Ndy ANdt #£0. (34)

3

Pelo teorema de Frobenius, o vinculo (B2) ndo é
holénomo.

4.2. Integrabilidade de vinculos isolados ou em
conjunto

Vinculos que nao sao integraveis quando vigoram isola-
damente podem ser integraveis quando validos simulta-
neamente. Consideremos o seguinte exemplo (Neimark
e Fufaev [@])

wh = (2 +y?)dx + 22dz,

w? = (22 + oy} dy + yzdz. (35)
Temos
dw' = 2ydy A dx + zdx ANdz =
dw* ANw' = —2zyzdr Ndy ANdz # 0. (36)

Portanto, o vinculo w! = 0 sozinho ndo é integravel em
nenhum conjunto aberto U C R? cujos pontos satisfa-
zem xyz # 0. Idem para o vinculo w? = 0 isoladamente,
pois

dw? = 2xdx AN dy + zdy Ndz =
dw? ANw? = 2zyzdr Ndy ANdz # 0. (37)

No entanto, como

Q=w'Aw? = (2% +y*)de Ady +
yz(2? + y?)dx A dz + v2(2® + y*)dz A dy, (38)

verifica-se por simples inspecao que dw'AQ = dw?AQ =
0. Pelo teorema de Frobenius, o sistema de Pfaff defi-
nido por w! = 0 e w? = 0 ¢ integravel. Nao é dificil
mostrar que, juntos, os vinculos w! = 0 e w? = 0 impli-
cam 22 + 4% + 22 = Oy e y/x = Cy, onde C; e Oy sdo
constantes arbitrarias.

Em suma, um sistema de Pfaff pode ser integravel
embora cada um de seus componentes seja separada-
mente nao-integravel.

Lemos

4.3. Patinete

Um modelo rudimentar de patinete (Fig. 1) consiste
numa haste rigida que se move num plano sem derra-
par transversalmente [B]. Isto significa que a velocidade
do centro de massa da haste nao tem componente per-
pendicular & haste. Sendo v = (&,y) a velocidade do
centro de massa da haste e ng = (—sen 6, cosd) um ve-
tor unitario perpendicular a haste, o vinculo é v-ng = 0,
ou seja,

senfi —cosfy=0. (39)
A 1-forma associada a este vinculo é
w= senfdx —cosfdy. (40)
E imediato que

dw Aw = (cos0dO Adx+ senfdf Ady) A
(senfdx — cos 0 dy)

= —cos?0dh Adx Ady —sen®0dd Adx A dy =
—dONdz Ndy #0. (41)

Pelo teorema de Frobenius, o vinculo (BY) nao é hold-
nomo.

Figura 1 - Modelo simples de patinete.

4.4. Automovel

Num modelo cinemético simples de um automével,
(x,y) fornece a localizagdo das rodas traseiras no plano
horizontal do movimento, 6 é o angulo do corpo do
automovel com o eixo x e ¢ é o angulo que as rodas
dianteiras fazem com o corpo do veiculo (vide Fig. 2).
Para que o carro nao derrape, tanto as rodas traseiras
quanto as dianteiras nao podem ter velocidade perpen-
dicular as suas respectivas direcoes. A velocidade das
rodas traseiras é v = (&,9), ao passo que a das rodas
dianteiras é vq = v + [0hy, onde ny = (—senb, cosb) é
o vetor unitario na diregao de € crescente e [ denota a
distancia entre as rodas dianteiras e traseiras.
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Figura 2 - Modelo cineméatico de um automével.

Os vinculos, portanto, sao v-nig =0 e vy -Ngyy =0,
ou seja,

senfi —cosfy=0
sen (0 4+ ¢) & —cos(0 4+ ¢)y—lcosp 6 =0. (42)

Estes vinculos exprimem-se como w! = 0 e w? = 0
pondo

w! =senfdx — cosfdy,
w? =sen (0 + ¢) dx — cos(0 + ¢) dy — lcos ¢ df . (43)

Portanto,

Q=w'Aw? =senpdr Ady —
Isenf cospdr ANdf +lcosOcospdy Ndb. (44)

Além disso,

dw' = cos@df A dx + senfdb A dy (45)

dw? = cos(0 + @) dO A dx + cos(0 + ¢) do A dx +
sen (0 + ¢)dO Ady +sen (0 + ¢)do Ady +
Isengpdp A df, (46)

E imediato que dw® A Q = 0. No entanto, um calculo
direto embora um pouquinho laborioso da

dw? AQ =1(cos®> ¢ + sen’ ¢)da Ady Adp A df =
lde Ady Adé A db 0. (47)

Pelo teorema de Frobenius, os vinculos (E2) nao sao
holénomos.
4.5. Esfera rolante

Se uma esfera homogénea de raio R rola sem deslizar
numa superficie plana, vigoram os vinculos

i — Rfsen¢ + Ry senf cos ¢ = 0,
4+ Rf cos ¢ + Ri) senfsen ¢ = 0, (48)
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onde (z,y, R) sdo coordenadas cartesianas do centro da
esfera e (¢,0,1) sdo angulos de Euler (consulte, por
exemplo, a Secdo V-4(e) de Saletan e Cromer [B]). As
1-formas associadas a estes vinculos sao

w! =dz — Rsen ¢ df + Rsen 6 cos ¢ dip,

w? = dy + Rcos ¢ df + Rsenfsen ¢ dip (49)
donde
Q=w'Aw? = drAdy+ Rcospdr Adb

+Rsenfsen ¢ dx A dy

+ Rsen ¢ dy A db

—Rsenf cos ¢ dy A dyp
—R%senfdf A dip . (50)

Temos, ainda,

dw' = —Rcos ¢ dp A df + Rcosfcosdpdd A dip —
Rsenfsen¢dp A di, (51)

dw® = —Rsen ¢ do A df +
RcosOsen¢df Ady + Rsenf cosdpdo Ady. (52)

Segue-se que

dw!ANQ = —Rcosédr AdyAdpAdb
+RcosfOcospdr Ady NdO A diyp
—Rsenfsen¢dx Ady Ado A dyp
+R%sen@dy A dp A df A dip # 0 .(53)

Este resultado j4 mostra que os vinculos (E8) nao sao
integraveis sem a necessidade de calcular dw? A 2. No
entanto, como dw' A Q) = 0 para cos¢ = send = 0,
parece que s se pode garantir a nao integrabilidade
dos vinculos (ER) nos pontos do espaco de configuragao
tais que cos¢ # 0 ou send # 0. Um célculo adicional
fornece

dw* NQ = —Rsen¢dr AdyAdpAdb
+RcosfOsenopdx Ady Adi A diyp
+Rsenf cospdxr Ady Ado A dy
—R?senfdx ANdp NdO Adip, (54)

que s6 se anula se sen ¢ = sen § = 0. Portanto, dw'A Q
e dw? A 2 nao se anulam conjuntamente em nenhum
ponto, de modo que os vinculos (E8) ndo sao integréveis
em todo o espago de configuracao.
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5. Consideracgoes finais de ordem pra-
tica

Afinal de contas, saber se vinculos dependentes de velo-
cidades sao ou nao integraveis serve apenas para saciar
uma curiosidade intelectual - perfeitamente legitima,
diga-se de passagem - ou tem alguma consequéncia
pratica? Descobrir se os vinculos sao ou nao integraveis
tem a seguinte importancia pratica: é errado substituir
vinculos nao-integraveis na lagrangiana com o intuito
de simplificd-la ou de promover uma aparente reducao
do numero de graus de liberdade.

Reconsideremos o problema do patinete, descrito na
Secao 4. Suponhamos que o patinete se mova num
plano horizontal. Como a energia potencial é zero, a la-
grangiana do sistema é a energia cinética de translacao
acrescida da energia cinética de rotagao em torno do
centro de massa (I é o momento de inércia pertinente)

m,. . I,

L=—(i*+9%) + =6%. (55)
2 2

Da equacgao de vinculo (B4) deduz-se que ¢ = & tan6.

Substituindo esta equagdo na lagrangiana (B3) obtém-

se a nova lagrangiana

_ I .
L= % sec?0 3% + 592 . (56)

Aparentemente eliminamos o vinculo e reduzimos a dois
o numero de graus de liberdade do sistema, descritos pe-
las coordenadas = e 6. Esta lagrangiana reduzida gera
as equagoes de movimento

I6 —msec?ftanfi® =0, sec’fi=a, (57)
onde a é uma constante de integracao com a dimensao
de velocidade. Note que a # 0 para condigoes iniciais
nao triviais. Segue-se que a equagao de movimento para
0é

16 — ma®senfcosf = 0. (58)

Lemos

Esta equagao é incorreta, pois possui solugoes comple-
tamente diferentes daquelas fornecidas pela equacao de
movimento correta 6 = 0 que se obtém por meio da
técnica dos multiplicadores de Lagrange - vide o Exem-
plo 2.4.2 na Ref. [B].

A explicagdo deste fendmeno é simples. Vinculos
nao-integraveis restringem apenas as velocidades, to-
dos os pontos do espago de configuracao permanecem
acessiveis ao sistema. Ao substituir o vinculo (B9) na
lagrangiana (B3) tornamos o espago de configuracdo bi-
dimensional. Mas isto é incorreto porque o vinculo (BY)
nao é integravel e, consequentemente, nao restringe o
espaco de configuracao, que continua tridimensional e
requer as trés coordenadas x,y, 0 para sua descri¢ao.

Vinculos integraveis podem ser impunemente subs-
tituidos na lagrangiana, visto que o sistema é holonomo
e a dimensao do espaco de configuracao é verdadeira-
mente reduzida pelas restrigoes ao movimento expressas
pelas equacoes de vinculo.

Moral da histéria: substitua vinculos na lagrangi-
ana somente depois de certificar-se de que os vinculos
sao integraveis.

Na duvida, nao substitua vinculos na lagrangiana e
recorra ao método dos multiplicadores de Lagrange.
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