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Em um artigo recente (Revista Brasileira de Ensino de Fisica, primeira referéncia dessa nota), F. Lima
apresentou uma expressao para a variagdo de entropia de um sistema fechado constituido de dois blocos
distintos no processo de termalizacdo que ocorre apds os blocos, inicialmente com temperaturas diferentes,
serem colocados em contato térmico. Com isso ele mostrou, usando calculo diferencial, que esta variagao
de entropia é positiva, em pleno acordo com a versao entropica da segunda lei da termodindmica. Nesta
nota apresentamos uma demonstracao alternativa. Inicialmente deduzimos, num nivel elementar, o estado
final de equilibrio térmico do sistema a partir da nulidade da derivada primeira da entropia. Em seguida
mostramos que a entropia deste sistema possui carater crescente e verificamos, a partir da derivada segunda,
que o estado final de equilibrio é um estado de maxima entropia e, portanto, temos uma variagao positiva
de entropia.

Palavras-chave: equilibrio térmico, variacdo de entropia, segunda lei da termodindmica.

In a recent article (Revista Brasileira de Ensino de Fisica, first refrence of this note), F. Lima presented
an expression for the change of entropy of a closed system constituted by two distinct blocks in the
thermalization process which occurs when the blocks, initially with different temperatures, are put in
thermic contact. From this he showed, using differential calculus, that this change of entropy is positive, in
full agreement with the entropic version of the second law of thermodynamics. In this note we presented
an alternative demonstration. Initially we deduced, in an elementary level, the final state of thermal
equilibrium of system from nullity of the first derivative of entropy. Then we showed that the entropy of the
system is increasing. Finally we showed, from the second derivative of entropy, that the final equilibrium
state of system is a state of maximum entropy and therefore we have a positive change of entropy.
Keywords: thermic equilibrium, change of entropy, second law of thermodynamics..

Vamos considerar um sistema isolado composto
de dois blocos ou subsistemas A e B com capacida-
des térmicas constantes C'ao e Cp, respectivamente,
separados inicialmente por uma parede adiabatica
P, conforme a Fig. 1. Vamos supor que o sistema se
encontra inicialmente no estado i = (Ta;, TB;) onde
Ta; e Tg; sdo respectivamente as temperaturas
absolutas iniciais dos blocos A e B. Sem perda de
generalidade, podemos considerar Tg; > Ta; > 0.

*Endereco de correspondéncia: wilsonhugol@gmail.com.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

Se removermos a parede P de modo que os blocos
passem a ficar em contato térmico vamos mostrar de
um modo simples que o estado final f = (Tay,TBf)
¢ um estado de equilibrio térmico entre os blocos, ou
seja, T'a s = TBy. Notemos primeiramente que, como
se trata de um sistema isolado, pela conservacdo de
energia temos (vide Ref. [1], por exemplo)

QA+ QB =CaA(Tay —Tai) +
CB(TBf — TBi) =0
Ca

Cn (Tar —Tai)- (1)

Iy =1TBi —
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Figura 1: Sistema fechado composto de dois blocos
distintos.

Nao é necessario supor que o bloco B, de maior
temperatura inicial, cede calor ao bloco A: vamos
deduzir isto mais adiante.

A variacéo de entropia do sistema no processo ir-
reversivel (Ta;, TB:) ~» (Taf, Ty) deveria ser calcu-
lada escolhendo um processo reversivel entre os esta-
dos inicial e final do processo em consideracao. Este
é o procedimento padrao apresentado, por exem-
plo, nas Secoes 20.3 da Ref. [2], 10.8 da Ref. [3],
2.2 da Ref. |4] e 11 da Ref. [5]. Entretanto, con-
forme apontado por Lima na Ref. [1] e, mais recente-
mente, na Ref. [6], ndo podemos tomar diretamente
um processo reversivel entre os estados (Ta;, TB;) €
(Tay,TBf), pois o estado inicial (Ta;, TB;), apos a
retirada da parede P, ndo é um estado de equilibrio.
Para contornar esta dificuldade seguimos a mesma
linha de raciocinio utilizada por Lima em |[1] e [6],
onde os blocos sdo analisados separadamente. Vamos
imaginar um processo em que o bloco A é colocado
sussecivamente em contato com um grande ntimero
N de reservatorios cujas temperaturas variam de
Ta; para T Ay fazendo com que o bloco A passe
por uma sequéncia de processos quase reversiveis.
Dessa forma calculamos a variacdo ASa do bloco
A adicionando as contribuigoes 6Qa /Ta para todos
estes processos e tomando o limite com N — oo e
dQA > 0. Dessa forma, temos

dQa
A Ra TA
Tay CA-dTA TAf>
TACTA oAl G
/TA,L- Ta A n(TAi @)

onde RA é o processo reversivel no limite descrito
anteriormente. Analogamente, a variacao de entropia
do bloco B é

T - dT T
ASB:/BfCBTdB:CBln<TBf>, (3)
TB; B Bi

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 1, 1702, 2016

Variacao de entropia na termalizacido espontanea de dois blocos distintos revisitada

e, entdo, a variacdo de entropia total dos blocos é
ASsist = ASA + ASB =
)+ o ()
Caln ( +Cgln(=—"). 4
A Tai B Isi @
Mas com o vinculo dado pela Eq. podemos es-

crevé-la em funcao da temperatura final do bloco
inicialmente mais frio, ou seja, de Tay =T

T
ASgs = Ca In ( TAi) +

Tgi — (Ca/CB)(T — Th:)
B
Assim, pondo ASgs = Ssist(f) — Ssist(2), onde
i = (Tai,TBi) e f = (Tay, Tey) = (T, TBy), temos
que a entropia do sistema em relagao ao estado de
equilibrio inicial pode ser escrita como

Cn ln(

S(T) = Caln (%) +

Cpln (TBF(CA/TC];‘?)(T_TM)) + constante. (6)

Para calcular o novo estado de equilibrio do sis-
tema basta considerar que a entropia de um sistema
isolado de influéncias externas se torna constante
no estado final de equilibrio, visto que a partir deste
nao ha mais modificagdes macroscépicas no sistema.
Logo o estado de equilibrio final é tal que

ds
a7 = 0. (7)
Derivando a Eq. @ temos
dsS 1 1
Z—COA | = — 3
dar ~ AT Tei— (Ca/CB)(T — Tay)’ ®
que se anula exatamente quando
C
TZTAfZTBi—(TA(T—TAi), (9)
B
e pela Eq.
T = TAf = TBf,

o que corresponde a situacao de equilibrio térmico
entre os blocos. Fazendo entdo Ty = Tgy = Toq na

Eq. temos
T CATa; + CBTBi
eq —
Ca+Cn

(10)

Tendo em vista que 0 < Ta; < Tg; temos que:
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1. A temperatura de equilibrio térmico é interme-
diaria: T'a; < Teq < TBi. De fato Teq é, pela Eq.
, a média ponderada de T'a; e Tg; com pesos
estatisticos Ca/(Ca + CB) e C/(Ca + CB).

2. O calor se transfere do bloco de maior tempera-
tura inicial para o de menor temperatura inicial.
De fato, considerando a Eq. , temos que o ca-
lor recebido pelo bloco A, inicialmente mais frio,
€ QA = CA(Teq — Tai) = —CB(Teq — IBi) =
—Q@QB > 0, visto que Ta; < Teq < TB;. Assim o
bloco B, inicialmente mais quente, cede calor
ao bloco A.

Vamos agora mostrar, de duas maneiras simples,
que a variacdo de entropia deste sistema de dois blo-
cos no referido processo de termalizacdo é positiva.
Primeiramente notemos que, tendo em vista as Eqgs.
e , a variacdo de entropia dos blocos pode ser
colocada na forma

T.

VU F(Ta) - dTa +
Ta;

ASsist = C’A

Teq
CB F(Tg) - dIs,

TBi

(11)

onde F(T') = 1/T é uma fungao continua para 7' > 0.
Pelo teorema do valor médio para integrais (vide |7]
ou [8]) existem Tap, € Ty, tais que Ta; < Tam <
Teq < TBm < Tg; e além disso

ASsist — F(TAm) . CA . (Teq - TA@) +
F(TBm) : CYB ) (Teq - TB’L)

Considerando a Eq. e F(T)=1/T, temos

1 1
ASsist = QA [ - :l )

12
TAm TBm ( )

em que QA = CA(Teq—Tai) = —CB(Teq—TBi) > 0
que é o calor recebido pelo bloco A inicialmente mais
frio. E tendo em vista que Ta,, < T, segue-se que
ASgst > 0, conforme obtido por Lima nas Refs. [1]
e |6]. Vale salientar que o resultado expresso pela
Eq. ¢ obtido na Segdo 25-8 da Ref. |9] de forma
intuitiva sem mencao explicita ao teorema do valor
médio para integrais. Mas vale salientar também que
este teorema, explicitado aqui, garante ndo apenas
a existéncia das temperaturas médias nos intervalos
em questdo mas também informa qual delas é maior,
o que é crucial para a determinacio do sinal de
ASgist pela Eq. "

Outra forma interessante de mostrar que a va-
riacdo de entropia no referido processo é positiva
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advém do carater crescente da entropia do sistema
em consideracdo, o que pode ser mostrado medi-
ante o uso da Eq. . De acordo com esta equacao
podemos mostrar que

s o [L L
dT ~ A |T ~ Tg; — (Ca/C)(T — Ta:)

>0,

para Ta; < T < Toq.(13)

Antes de demonstrar isto matematicamente notemos
(fisicamente) que quando os blocos A e B estao
quase no equilibrio térmico, a temperatura de A
(inicialmente mais frio) é um pouco menor do que
Teq que, por sua vez, ¢ um pouco menor do que a
temperatura de B, ou seja, TaA =T 5 Teq < IB =
Ti — (CA/CB)(T — Ta;) e dessa forma temos, pela
Eq. , dS/dT > 0 para T g Teq. A rigor, para
Ta =T < Ty, temos

Cc
Tg =1Bi — f(T —Thi) =

C
(CaTa; + CpTgi) — CAT
CB ’
e, pela Eq. (10),
TB = TBi — %(T _ TA’L) — (CA + CB)Teq — CAT _
Cg Co
CalTeq = T) ¥ OpTeq | CBTeq _ Teq > T.
Cy Cp

Assim, pela Eq. (13), temos dS/dT > 0 para
T < T, além do que dS/dT|y = 0 conforme
mencionado anteriormente. Logo a entropia total
dos blocos é crescente em T' < Ty até atingir um
valor maximo em 7'eq.

Para mostrar que a entropia atinge, de fato, um
valor maximo no equilibrio vamos calcular a derivada
segunda da entropia. Da Eq. temos

d?S Ca/CB

1
e - —C e .
d1? Teq * {qu " [TBi - CA/CB (Teq - TAi)]2 }

que é estritamente negativa. Portanto a entropia
assume um valor maximo apds a termalizacao do
sistema. Assim a variacdo de entropia dos blocos
no referido processo é positiva (ASgs > 0), con-
dizendo com a vers@o entropica da segunda lei da
termodinamica.
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