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As ondas eletromagnéticas estdo presentes em nosso cotidiano, sendo tteis em diversas dreas, tais como as
teorias da medicina, geofisica, geologia, fisica, dentre outras. Na geofisica, por exemplo, aparecem com muita
frequéncia nos métodos eletromagnéticos, onde sdo utilizados campos magnéticos, potenciais elétricos e ondas
eletromagnéticas. As ondas eletromagnéticas surgem das equagdes de Maxwell, que sdo equagbes lineares no
véacuo ou no interior dos dtomos e dos ntcleos e, considerando-se estes casos, ddo origem a equagbes diferenciais
também lineares. No entanto, as equagoes deduzidas sdo sempre resolvidas utilizando-se métodos classicos de
solugdes de equagdes diferenciais de ordem inteira. Portanto, o objetivo deste trabalho é analisar a propagacéo de
uma onda eletromagnética no vacuo, para uma equacgdo de odem inteira e fraciondria, resolvendo-as através do
método modificado da decomposi¢do por Laplace (MMDL). A nova solu¢do proposta permite uma variacdo do
valor do pardmetro fracionério, resgatando as solugdes das equagoes das ondas eletromagnéticas que se propagam
em meios materiais, possibilitando analisar os diversos tipos de amortecimento para os mais variados meios.
Palabras-clave: ondas eletromagnéticas planas, geofisica, método modificado da decomposi¢do por Laplace,
equagoes diferenciais fracionérias.

Electromagnetic waves are present in our daily lives, being useful in several areas. These can be seen permeating
the theories of medicine, geophysics, geology, physics, among others. In geophysics, for example, they appear very
frequently in electromagnetic methods, where magnetic fields, electric potentials and electromagnetic waves are
used. Electromagnetic waves arise from Maxwell’s equations, which are linear equations in a vacuum or inside
atoms and nuclei and, considering these cases, give rise to differential linear equations. However, the deduced
equations are always solved using classical methods of solving whole order differential equations. Therefore, the
objective of this work is to analyze the propagation of an electromagnetic wave in a vacuum, for an integer and
fractional order equation, solving them through the modified method of Laplace decomposition (MMDL). The
new proposed solution allows a variation of the fractional parameter value, rescuing the solutions of the equations
of the electromagnetic waves that propagate in material media, making it possible to analyze the different types
of damping for the most varied media.

Keywords: Flat electromagnetic waves, geophysics, modified method of decomposition by Laplace, fractional

differential equations.

1. Introducao

Desde os primordios do calculo diferencial e integral
um questionamento era comum: saber como se com-
portam os operadores de derivacao e integragao para
equagoes de ordem nao inteira. Mesmo assim, o calculo
fraciondrio permaneceu no anonimato por muito tempo.
Neste sentido, como o célculo de ordem inteira con-
seguia representar diversos fendmenos da ciéncia e dis-
punha de significados fisicos e geométricos, o calculo
fraciondrio ndo ganhava forca suficiente para emergir.
Além da duvida em sua natureza, existia ainda um ques-
tionamento sobre sua interpretagao fisica e geométrica e
sobre a alteracao da dimensao fisica, quando a equagao
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era transformada de inteira para fracionaria. Ainda hoje
existem alguns estudos sobre essa interpretagdo [1H4], e
também sobre o problema da dimensdo [5]. Além disto,
novos métodos de solugao foram introduzidos na lit-
eratura [6HS] e, mais precisamente na década de 90,
surgiram muitas publicacées em livros, revistas, congres-
sos sobre o tema. Atualmente, tem-se no¢do de como
resolver tais equacdes e de lidar com o problema da
dimensao, mas ainda é preciso lapidar a questao da inter-
pretagao fisica e geométrica.

A modelagem fracionaria em equagoes diferenciais
estd em crescimento, no que diz respeito a sua utilizagao.
Considera-se como a primeira aplicagdo do célculo fra-
cionério a solucao do problema da Curva Tautocrénica,
proposta por Niels Henrik Abel, em 1820, e trabalhado
por Dirichlet, em 1840. Dentre outras aplicacées das
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derivadas fraciondrias, existem as seguintes utilizagoes:
no estudo de materiais com memoéria, fené6menos de
difusdo, epidemiologia, vibra¢des mecéanicas e circuitos
elétricos. Recentemente, alguns trabalhos que propoem
a modelagem fracionéria podem ser citados: [9HIT]. Estes
trabalhos mostraram resultados melhores que os da lit-
eratura, os quais usam o calculo diferencial de ordem
inteira. Segundo [6], esta modelagem traz uma inter-
pretacdo mais préxima da realidade do fenémeno. No
entanto, apesar de alguns avancgos significativos, a mode-
lagem fracionaria ainda carece de maior compreensao no
que diz respeito a sua interpretacgao fisica. Desta forma,
este trabalho busca analisar uma onda eletromagnética
e sua propagacdo no vacuo resgatando solugbes dos
meios materiais. Além disto, uma correlacdo entre os
pardmetros do meio e o exponente fraciondrio sera
encontrada, trazendo assim uma contribuicdo para a
busca de entendimento da fisica do expoente fracionario.

Para atingir estes objetivos, inicialmente serd discu-
tido na se¢do 2, de maneira breve, o método modifi-
cado da decomposi¢do por Laplace (MLDM), o qual
reduz o custo computacional e, além disso, chega-se a
um resultado mais estdvel e preciso [6]. Na se¢do 3,
serd abordada uma aplicacdo do método para a equacao
diferencial de uma onda eletromagnética extraida das
equacoes de Maxwell. Na secdo 4, uma modelagem fra-
ciondria é aplicada a equagao diferencial da onda, sendo
resolvida também com o mesmo método. Depois, uma
variagao do parametro fracionario é aplicada na solugao,
mostrando a compatibilidade dos valores fracionarios
com as solugoes das equagdes em meios materiais.

2. Método modificado da decomposicao
de Laplace (MLDM)

Inicia-se com uma equagao diferencial parcial, nao linear,
ndo homogénea e de segunda ordem, dada por [6]:

Lu(z,t) + Ru(z,t) + Nu(z,t) = h(z, 1), (1)

2 , . ’
onde L = %, R ¢é o operador linear, N é o operador
nao linear e h(z,t) é o termo fonte, com as seguintes
condicoes iniciais:

Ou(z,0)

u(w,0) = f(@), S = gla) )

A funcéo f(z) representa o valor de u para t igual a
zero e g(x) é a variagdo do valor de u em relagdo a ¢
também para ¢ igual a zero (condigdes iniciais).

O primeiro passo na metodologia consiste em aplicar
a transformada de Laplace em todos os membros da
equagao , na variavel ¢. Assim,

" Llu(z,1)] - sf(x) - g(z) + L[Ru(z,t)] + L [Nu(z,t)]
= Z[h(z,1)], (3)
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resultando,
Zlute,0) = D 9D L ipua, )
_ S%,,%[Nu(x,t)] + %Z[h(m)lv (4)

O passo seguinte é escrever a solucdo u(z,t) como a
série:

o0
uzZun(:ﬁ,t), (5)
n=0
onde o operador nao linear é dado por:

Nu(z,t), (6)

e pode ser escrito como,

Nu(z,t) = ZA,“ (7)

n=0

onde A,,, sdo os polinémios de Adomian, que podem ser
calculados como:
,n=0,1,2,.... (8)

1 d» >
A, = ——— uy
" aldan [N (ZA “)
1=0 A=0
Substituindo-se e em ,

2% li un(x,t)] 1@ 9@ L o)
n=0

s 52 52

Ao se comparar os termos na Eq. (9, tem-se:

Lug(z,t)] = f(sx) n % + ;12,% [h(z,t)] = K(z, s).
(10)
Para efeito de simplificagao,
Ll w,0)] = ~ 5 2 [Run(e, 0]~ 2[4, n=1

(11)
Aplicando-se a transformada inversa de Laplace,
resulta:

uo(z,t) = K(x,t), (12)
Surgindo a relagao de recorréncia dada por,

Un+1 (Jf, t)

= ! 1

LR, 1)] + Sizg[An] n>0. (13)

A modificacdo no método é feita assumindo-se:

K(z,t) = Ko(x,t) + Ky (x,t), (14)
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de forma que,
uo(x,t) = Ko(z,t), (15)

€,

up(z,t) = Ky (z,t) L1 ;12$ [Rug(z,t)] + S%.,Sf [AO]}

(16)

O primeiro termo a direita na equagio é consider-

ado somente no termo wu;(z,t). Recursivamente, se pode
escrever os demais termos da série na seguinte forma:

Unt1(x, 1)

_ g 5%3 [Run (z, £)] + S%g Aa|,n =1 a7)

Observa-se que a modificagdo do método esta no termo
up(z,t), onde é considerado apenas o primeiro termo
referente a K(z,t). Esta pequena modificagdo é funda-
mental para a rédpida convergéncia da série e a elim-
inagdo do ruido [6]. Obviamente, a solugdo obtida com
esta metodologia é altamente dependente da escolha de
Ko(z,t) e Ky(x,t).

3. Ondas eletromagnéticas

No trabalho [12] é deduzida, a partir das equagdes de
Maxwell, a equacdo da onda eletromagnética para um
meio linear, isotrépico e homogéneo, onde a densidade de
carga ¢é nula quer o meio seja condutor ou nao condutor,
sendo dada por:
’E E
V2E — z—:uaa? - aeaa—t =0. (18)

onde E é o campo elétrico da onda eletromagnética, € é a
permissividade elétrica, p é a permeabilidade magnética
e 0, a condutividade.

No espaco vazio, semelhante a um dielétrico sem per-
das (perfeito), tem-se: 0 = 0, € = g9 e & = pg. Sendo
assim, a equagao pode ser escrita como,

’E

V2E — —_—
oMo 012

—0. (19)

Usando-se a notacao fasorial e, considerando que E(r)
varie apenas na dire¢ao z, resulta:

E(r,t) = Epe 5% . ¢t = B(z,1). (20)

Aplicando-se a equacao em e fazendo E(z) =

e P% tem-se:
aQ(E(z) . eiwt)

0722

0*(E(2) - e™")

— E0/o 52

=0. (21)
Simplificando,

O?E(2)
022

— eopow?E(2) = 0. (22)
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0?E(z)
022
Onde 8 =% = 2m
Para a equacao tem-se uma solucao possivel [13]
dada por:

— B%E(z) = 0. (23)

E(z) = Eppe P, (24)
Logo,
E(0) = En, (25)
OF .
5, (0) = —Bibm. (26)

Agora, aplicando-se o método MMDL na equagao

, tem-se:

2
k7 {%j] ~ 2 [B*E] = Z[0]. (27)
Obtendo-se,
s*E(s) — sE(0) — aEaio) - Z[B*E] = (28)
B =180+ 520 LE (@)

Aplicando-se a transformada inversa,

s s2 0z

LV E(s) =27 [1E(0)} L [1 5E(0)]
— ! [812.,% [EQE]}, (30)

resulta,

E(2) = E(0) + = <a§io)) _ g LL.X[&QE]] .31

e verifica-se facilmente que,

Ey=E,, (32)
E, = —zifE,, - %! {;3[52&], (33)
e os demais termos vem da equagao de recursiva,
Epi1=-271 Llrsﬂ [ﬁ2E]} n=1,23,.... (34
Logo, a série resultante é dada por,
E(,) = Ep, (1 —ifz — 15%2 - lz‘ﬁ%?’ - iﬂ4z4
2 6 24

Lo 1 66
12016 z 7206 z° + . (35)
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Figura 1: Campo elétrico (V/m) em fun¢&o da variavel espacial
z (m) e do tempo t (s).

No entanto, pela identidade dada pela expressao:

> n
= Z (x)' com x = —Qiz, (36)
= n!
resulta,
E(z) = Eme_iﬁz. (37)

Assim inserindo-se o fator temporal, tem-se:
_ Emei(wt—ﬁz)
= E,, [cos(wt — Bz) + isen(wt — Bz)].  (38)

E(z,t)

Tomando-se a parte real,

E(z,t) = Epcos(wt — fz). (39)

Por conveniéncia, adota-se w = 3.10% rad/s e, por con-
sequéncia, 8 = 1 rad/m, resultando na Figura que rep-
resenta o campo elétrico (V/m) em fungdo da varidvel
espacial z e do tempo t.

4. Ondas eletromagnéticas fracionarias

Para a utilizacao do célculo fracionario, a maneira mais
comum encontrada na literatura é simplesmente trocar
a derivada de ordem inteira da equacgao diferencial, que
descreve o fendmeno, por uma de ordem nao inteira,
resultando assim em equagoes diferenciais de ordem nao
inteira. Sendo assim, a equacao se transforma em:

0*E(2)

o —B*E(2) =0,com 1 < a < 2. (40)

Usando-se as condigoes iniciais do problema de ordem
inteira,

E(0) = E,p, (41)

S(0) = B (42)
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Aplicando-se o MMDL, tem-se:

& BQE] + 2 [B*E] = 2]0]. (43)
obtendo-se,

s“E(s) —s* 1 E(0) — 577 2(%;( )+$ [B*E] =0, (44)

E(s) = EE(O) S%agio) - Sia.z [B*E]. (45)

Aplicando-se a transformada inversa,

1
5

2B =27 |

(0 )P'Z [16E( )]

s2 0z
-z Lz el (46)

resulta,

[t

e verifica-se facilmente que,

EO = Ema (48)
E] = —ZZBEm — 371 |:Sia$ [ﬂQEO]]a (49)

e os demais termos vem da equacgao de recursiva,

1
Enp1=—-27" [s—a,s,ﬂ [62En]], n=1,23,.... (50)
Logo, a série resultante é:
. B2z izB%2%
Eiy = En(1 - 22—
(=) =i i Y et e
N 542204 B iZBGZ2a B BGZSQ N )
I'l+2a) I'(2+2a) I'(1+3a) ’
(51)
Dado que
Z)F(ak:—i—l Eaal kZ:OFak—f—Q

sejam as fungoes de Mittag-Leffler de um e dois
pardmetros, respectivamente [I4], logo,

Eo(—B22%) — BizEq o(—B%2%)]. (52)
Inserindo-se o fator temporal,

Eo(=322%) = BizEap(~5%2%)]  (53)

Ey = En|

E(z) _ eithm[
onde,

W

e = cos(wt) + isen(wt). (54)
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Campo Elétrico(V/m)

Figura 2: Campo elétrico (V/m) em fun¢io de z (m) com a =
1.9.

Logo,

E. 1) = (cos(wt) +isen(wt))E,,
X [Eo(—B%2%) — BizEa2(—B%2%)].  (55)

Tomando-se a parte real, tem-se:

E(. 1) = Enfcos(wt) By (—B2%) + sen(wt) Eq o(—2%)].
(56)

Por conveniéncia, adota-se w = 3.10% rad/s e, por con-
sequéncia, § = 1 rad/m. Fazendo-se « = 1.9 e o tempo
igual ao periodo, tem-se o campo elétrico representado
pela Figura [2]

Pode-se observar que para « fracionario, no caso o =
1.9, mostra-se um decaimento na amplitude, lembrando
as perdas de energia em meios com condutividade difer-
ente de zero. Para ressaltar esta observacao, foi plotado
o grafico campo elétrico em funcdo da posigdo (z) com o
« variando de 1.7 até 2.0. Nestes graficos foram fixados
os tempos iguais ao periodo. Assim a equagdo do campo
elétrico se reduz a:

E(.y = EnEo(—B2%). (57)

A Figura [3] mostra o campo elétrico em funcao da
varidvel z para a = 1.7,1.8,1.9,2.0. Por simplicidade,
E,, =1 V/m, com os mesmos pardmetros anteriores.

Observa-se claramente que ao variar o parametro «
resgata-se as solugdes do amortecimento das ondas em
um meio material. Se « € igual a 2.0, resgata-se a solu¢ao
da propagacao da onda no espago livre. Esta atenuacao
serd estudada com mais detalhes na proxima segao.

5. Envoltéria

Segundo [13], & medida que os campos elétricos e
magnéticos se propagam em um meio condutor a sua
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Figura 3: Campo elétrico (V/m) em fun¢&o de z (m) para o =
1.7, 1.8, 1.9, 2.0.

— Campo(E)

—— envoltdria

40 50 © =
—— atenuacéo

Figura 4: Campo elétrico (V/m) em fun¢do de z (m) apresen-
tando sua envoltéria e a atenuagio.

amplitude é atenuada por um fator e~ ¥7. Nesta secio,
serd investigado o formato da envoltéria do gréfico
campo elétrico x posi¢do (z), para o caso da modelagem
fraciondria. Segundo [I5], “a modulagdo da amplitude
apresentada pela maioria dos livros-texto é, na realidade,
a envoltéria da curva de oscilacdo, que no caso limite
de amortecimentos muito pequenos tendem aos mesmos
valores numeéricos”. Aqui neste trabalho serd utilizada
esta aproximacao. A diferenca entre estas curvas estd
apresentada na Figura [

Com esta aproximacao, foi determinada a equacao da
envoltéria, pegando-se os pontos de maximo do campo e
plotando estes em um grafico. Apds uma anélise do for-
mato da curva, ficou evidente que em todos os casos anal-
isados a melhor curva a ser ajustada era a funcao expo-
nencial. Nas Figura [f] [6] [7] e [§] estdao exibidas algumas
curvas encontradas. Entdo, uma regressdo exponencial
foi efetivada em cada caso estudado, obtendo-se assim
todas as fungoes.

Pode-se observar que todos os coeficientes de deter-
minacao das regressoes sao bem altos, mostrando assim
que todas curvas obtidas pelas regressoes sdo bem
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Figura 5: Campo elétrico (V/m) em fungdo de z (m) para o

parimetro fracionario a = 1.85 Figura 8: Campo elétrico (V/m) em fung¢do de z (m) para o

pardmetro fracionario v = 1.99.

14 B Pontos da envoltéria
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~YU A 0,08722 * 8,83539E-4 ’ | Slope -0,85593 + 0,00551
g R-Square (COD) 0,99965 1 " Residual Sum of Squares 2,35301E-5
> 0,12 -1 Pearson's r -0,99967
5 n R-Square (COD) 099934
o 0,6 1 ] Adj. R-Square 0,9993
= 0,1 = =
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Figura 6: Campo elétrico (V/m) em fun¢io de z (m) para o
pardmetro fracionadrio v = 1.89. Figura 9: Coeficiente do expoente da exponencial em fun¢do do
pardmetro fracionério da equacgdo (58]).

14 m Pontos da envoltéria istent U t b 50 int te &
Regresso exponencial consistentes. Uma outra observacdo interessante ¢ que,
0,9 - ode! B quando o « se aproxima de 2, a exponencial se aprox-
Equation y = exp(-A*x) . .
€ A 003122 + 1927964 ima de uma reta. O que era de se esperar, pois quando o
= 0,8 R-Square (COD) 0,99961 , , ~
S a é 2 é retomada a funcdo de onda sem perdas, onde
(o] s
2 0,7 4 a envoltéria deve ser uma reta constante. Estas con-
D o] statacoes retomam a ideia anterior em que a envoltoria
> —z . .
o deve mesmo ter o formato de e . O 9 estd eviden-
205 . A .
g0'5 temente relacionado com os pardmetros do meio, os
0,4 - uais provocam a atenuacao da onda. Uma interessante
) t d da. U t t
03 relagdo linear entre ¢ e a é encontrada plotando-se o
' grafico de dispersdo entre estas grandezas, possibilitado
0,21 a regressao linear entre a variavel independente o e a
o 10 20 30 40 =0 dependente 1. Assim, obtém-se a relagdo:
z(m) U = —0,8657c + 1, 7282 (58)
Figura 7: Campo elétrico (V/m) em fungdo de z (m) para o Observa-se que existe uma relagdo linear com o coe-
pardmetro fracionario o = 1.96. ficiente de determinacdo de 0,99959. Pode-se também
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observar que extrapolando-se a reta para 1 = 0, resulta
«a = 2. Este resultado concorda claramente com o que era
esperado, pois quando « = 2, retoma-se a propagacao no
espago livre, sem perdas, logo ¥ tem que ser nulo.

6. Conclusoes

Observa-se claramente nos resultados que se pode obter
uma solucdo mais geral utilizando-se a modelagem
fraciondria. Em alguns trabalhos as solu¢des com a mod-
elagem inteira e a modelagem fracionaria ja foram con-
frontadas [I6HI8]. Neste trabalho, foi utilizada a onda
eletromagnética, mas qualquer fendémeno que recaia em
uma equacdo diferencial pode ser modelada desta forma.
Uma relacao entre os parametros do meio com o a da
equacao diferencial pode ser determinada. Esta relagao
pode ser utilizada para uma possivel andlise de com-
posicao do meio, trazendo assim uma nova possibilidade
para problemas de inversao presentes em todos os ramos
da ciéncia, tais como geofisica, medicina, fisica, quimica
e engenharias.

Para continuagdo desta investigagdo pode-se procurar
também uma relagdo entre o 5 (ntunero de onda) e o 9,
que representa o expoente da exponencial responsavel
pelo amortecimento. Desta forma, pode-se entao esta-
belecer uma expressao mais geral para o expoente de
amortecimento da onda eletromagnética. Além disto,
uma melhoria na modelagem pode ser colocada para
trabalhos futuros, pois quando é feita a modelagem fra-
cionaria surge um problema de dimensao. Importante
dizer que na modelagem fracionaria o expoente fra-
cionéario foi colocado somente na derivada, como é feito
na maioria dos trabalhos da literatura, sendo que isto faz
permanecer a relacdo w = fc¢, mantendo a possibilidade
de todas as sugestoes de valores deste trabalho.
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