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Neste artigo, argumento que a expressdo matematica correta para o trabalho realizado pela forga de atrito
cinético depende de como o corpo que sofre a agdo do atrito estéd sendo modelado: como uma particula ou como um
sistema de particulas. Defendo que ambas as alternativas sdo validas, e que a escolha entre uma e outra depende
do tipo de informagdo que nos interessa, no problema. No segundo caso, contudo, a prépria expressdo “trabalho
realizado pela forca de atrito cinético” precisa ser modificada.

Palavras-chave: forca de atrito cinético, trabalho, teoremas trabalho - energia cinética, sistemas de particulas,

modelagem.

In this paper, I argue that the correct mathematical expression for the work done by the force of kinetic friction
depends on how the body who is subject to friction is being modelled: as a particle or as a system of particles. I
argue that both alternatives are valid, and that the choice of one of them depends on the type of information that
interests us in the problem. In the second case, however, the very expression “work done by the force of kinetic

friction” needs to be modified.

Keywords: force of kinetic friction, work, work - kinetic energy theorems, systems of particles, modelling.

1. Introducao

A Fig.[1]ilustra um bloco de massa M movendo-se com
velocidade v sobre uma superficie horizontal. H4 atrito
entre o bloco e a superficie, e, portanto, o médulo de v
diminui com o tempo. Qual é o trabalho realizado pela
forca de atrito cinético, f., ao longo de um deslocamento
d sofrido pelo bloco?

A resposta usual para esta pergunta é: — f.d, em que
fe € o mbédulo de f.. Contudo, em um trabalho publicado
em 2011 [1], Nelson e Carneiro Filho afirmaram que tal
expressao estd incorreta, e propuseram uma outra (que
discutiremos mais adiante) — supostamente a expressao
correta.

Discordando da conclusao rigida desses autores, neste
artigo argumento que a resposta para a questao acima
depende, entre outras coisas, de como o corpo que sofre
a acao do atrito cinético esta sendo modelado: como uma
particula ou como um sistema de particulas. Defendo
que ambas as alternativas de modelagem sao validas, e
que a escolha entre uma e outra depende do tipo de
informagcao que nos interessa, no problema. No caso da
modelagem do corpo como um sistema de particulas,
porém, argumento que a expressao “trabalho realizado
pela forca de atrito cinético” é inadequada, e proponho
uma outra expressao.
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Figura 1: Bloco desacelerando, devido ao atrito cinético com o
piso.

2. Teoremas trabalho - energia cinética

Nesta se¢ao, trabalharemos a fundamentagao tedérica ne-
cessaria a realizacdo das modelagens apresentadas nas
secoes 3 e 4.

Segundo o teorema trabalho - energia cinética para
uma particula de massa m,

Wiotal = AT (para uma particula), (1)

em que AT é a variacdo da energia cinética da particula
entre dois estados 1 e 2 € Wioia1 € & soma dos trabalhos
de todas as forcas Fy,Fa,..., F, que atuam sobre a
particula na evolucao do estado 1 ao estado 2. Sera ttil
revisarmos a demonstragao deste teorema. Temos:

Wtotalz/Fl'dr+/F2'dr+"‘+/Fn'dI‘, (2)
r r r
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em que I' é a trajetéria da particula entre os estados 1
e 2, e r é seu vetor posicao, no referencial do laboraté-
rio. Usando uma propriedade basica do calculo integral,
podemos reescrever a igualdade como

Wtotal = / Fres : dI‘, (3)
I

em que Fres = F1 +Fo + -+ + F,, é a forca resultante
sobre a particula. Podemos entao afirmar que, no caso de
uma particula unica, o trabalho total € igual ao trabalho
da forca resultante. Fazendo uso, na igualdade , da
segunda lei de Newton na forma Fyes = mdv/dt, em
que v = dr/dt, e observando que v - dv = vdv || (em que
v = |v|]), obtemos Wiota = A(mov?/2). Com a definigao
T = mwv?/2 para a energia cinética T’ de uma particula de
massa m com velocidade de médulo v, segue a igualdade
[

Passemos ao teorema trabalho - energia cinética para
um sistema de particulas de massa total M. Definindo,
por extensao, Wigtal como a soma dos trabalhos de to-
das as forgas (internas e externas) que atuam sobre as
particulas do sistema na evolugao de um estado 1 a um
estado 2 do mesmo, e reunindo em uma sé integral —
a semelhanca do que fizemos da igualdade para a
igualdade — os trabalhos de todas as forcas (internas
e externas) que atuam em uma determinada particula,
obtemos:

Wtotal / Fre51 N drl + / FI‘952 ‘ dI‘2 + -
Fl 1_‘2

+ / FresN : dI'N, (4)
I'n

em que Fres, (i € {1,...,N}) é a forca resultante sobre
a i-ésima particula do sistema (que pode envolver forcas
internas e externas), I'; é a trajetéria de tal particula na
evolucao do estado 1 ao estado 2 do sistema, e r; € seu
vetor posicéo, no referencial do laboratério. Fazendo uso,
na igualdade , para cada particula, da segunda lei de
Newton na forma Fres, = m;dv;/dt (em que m; e v; sdo,
respectivamente, a massa e a velocidade, no referencial
do laboratério, da i-ésima particula do sistema), apds
alguns calculos simples, ja familiares, podemos concluir
que o trabalho total sobre o sistema, na evolugao de
um estado 1 a um estado 2 do mesmo, é igual & soma
das variacdes das energias cinéticas de suas particulas.
Definindo a energia cinética de um sistema como a soma
das energias cinéticas das particulas que o constituem
(ou seja, T' = Zfil 1m;v?), concluimos que o trabalho
total sobre um sistema de particulas € igual a variacio da
energia cinética do sistema, entre dois estados do mesmo
— e este é o teorema trabalho - energia cinética para um
sistema de particulas. Note que este teorema também
pode ser expresso através da igualdade

Wiotal = AT (para um sistema), (5)

1Para obter esta igualdade, projete dv na direcdo de v, e observe
que tal projecdo é igual & variacdo infinitesimal correspondente dv
do médulo de v.
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mas sendo, agora, AT a variacdo da energia cinética do
sistema entre dois estados 1 e 2, e Wigta1 @ soma dos
trabalhos de todas as forgas (internas e externas) que
atuam sobre as particulas do sistema na evolugdo do
estado 1 ao estado 2.

A energia cinética de um sistema de particulas de
massa total M pode ser convenientemente expressa como
T = IMv2, + T, em que v, é 0 médulo da ve-
locidade do centro de massa do sistema (no referen-
cial do laboratério) e Ty é a soma das energias ciné-
ticas das particulas do sistema relativamente ao centro
de massa (ou seja, no referencial do centro de massa).
Para obtermos este resultado, basta substituirmos, em
T = Zfil %mim’Q = Ziil %mi(vi-vi), a velocidade v;
da i-ésima particula do sistema por vem =+ Viem, em
que Vem € a velocidade do centro de massa do sistema
(no referencial do laboratoério) e viem € a velocidade da
i-ésima particula em relacdo ao centro de massa Com
tal expressao para T, podemos reescrever a igualdade
como

1
Wtotal = A<2M'U3m) + ACrrcla (6)

N 1 2
em que Tre =, 3MVF e

Obteremos, a seguir, o segundo membro da igualdade
@ diretamente da igualdade (4) — ou seja, sem pas-
sarmos previamente pela igualdade . Curiosamente,
trata-se de um caminho um pouco mais trabalhoso, e com
algumas sutilezas, mas que constituird o nicleo da funda-
mentagao tedrica necessaria a realizacao das modelagens
apresentadas nas segoes 3 e 4, relativas ao problema do
calculo do trabalho realizado pela forca de atrito ciné-
tico. Portanto, sugiro que vocé dé especial atencao a essa
parte.

Substituindo, em (4), r; Por rem + iem, €m que rem
é o vetor posicdo do centro de massa do sistema (no
referencial do laboratério) e rjem € 0 vetor posigao da
i-ésima particula em relagdo ao centro de massa, obtemos:

Wtotal :/Fresl'drcm +/ Fresl’drl,cm
T

cm 1,cm

+/Fre52'drcm +/ Fre52’dr2,cm
I r

cm 2,cm

+/FresN'drcm +/ FresN'drN,cma (7)
Tem I'nem

em que ey é a trajetéria do centro de massa (no refe-
rencial do laboratério) e I'; o € a trajetéria da i-ésima
particula, no referencial do centro de massa, na evolugao
do estado 1 ao estado 2 do sistema. Reunindo em uma
Unica integral o primeiro termo de cada linha em ,

2Em obtemos a
N N

Vem® Zi_l M;Viem, € devemos observar que Zi_l M;Viem =

MvVem,em = 0, pois a velocidade do centro de massa no referencial

do préprio centro de massa é, obviamente, nula.

uma parte dos célculos, expressio
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obtemos:

ext
Wtotal == / Fres'drcm
T

cm

+/ Fresl'drl,cm +/ Fresz'er,cm
N r

1,cm 2,cm

+ -+ / FresN'drN,cma (8)
T

N,em

em que FE = Freq, + Fres, + -+ Fresy ¢ a resultante
das forgas externas sobre o sistema Trabalhando com a
segunda lei de Newton para um sistema de particulas de
massa total M, FE&! = Mdvey,/dt, a primeira integral
em (8) nos fornece o primeiro termo do segundo membro

em (6)):
1
Ftdrem = A(2Mu§m> ) (9)

Fem
Veremos que as demais integrais em resultam no
segundo termo do segundo membro em (6) — o que
concluird nossa demonstracio da igualdade (6)), partindo
da igualdade . Ou seja, para concluir a demonstracgao,
vamos mostrar que

N
Z/ Fres; dI'i,cm = AT}l (10)
i=1 T

i,cm

Em primeiro lugar, devemos atentar para o seguinte:
Fres; € a forca resultante sobre a i-ésima particula no
referencial do laboratdrio, ndo no referencial do centro
de massa. Portanto, em geral temos Fres; 7 Fres;,cm, €,
consequentemente,

/ Fresi'dri,cm%/ Fresi,cm'dri,cm-
T T,

i,cm i,cm

Esta desigualdade torna-se uma igualdade no caso par-
ticular em que o centro de massa se move com veloci-
dade constante no referencial do laboratério (pois, as-
sim, trabalhando com a transformacao de Galileu obte-
mos dvi em/dt = d(vi — Vem)/dt = dv;/d¢, e, portanto,
Fres; = m;dvi/dt = m; dviem/dt = Fres; em). Nesse
caso particular, as contas ficam mais faceis, pois seguindo
um desenvolvimento semelhante ao realizado na demons-
tracdo da igualdade obtemos (ja somando sobre todas
as particulas):

N
Zi:l fri,CEreSi,cm' dri,cm
= Z'fil fr‘i’cm(mi dviem/dt)- driem
N
- Zi:l fFi,cm
_ N . ,
= Yy Jr, miviendvien = 3001 A(miv? oy, /2)
=A (Zi\il mivzcm/2) = ATrel- (11)

3Cada uma das forcas resultantes Fres;,Fresy,- .-, Fresyy pPode
envolver forgas internas e externas, mas, na soma Fres; + Fres, +
-+ + Fresy, obtemos a resultante das forgas externas porque a
resultante das forgas internas é nula (uma consequéncia da terceira
lei de Newton).

M Vi,em - dVi,cm
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Temos em , portanto, a demonstracao da igualdade
(10) para o caso particular em que o centro de massa se
move com velocidade constante no referencial do labora-
tério, e, portanto, Fres; = Fres;,cm-

Mas nao precisamos dessa restricdo. No caso geral,
temos:

S0 Jr, Fres dricm
= Zi\; fri7cm(mi dv;/dt)- drjem
=¥ fl“,;ﬁcmmi Viem* dvj
=i fri,cmmi Viem® d(Vem + Viem)
= Zf\il frmm
+Xi, friycmmi Viem* dViem- (12)

mM; Vicm* dvcm

Mostramos, em , que o ultimo destes somatérios re-
sulta em AT}q. Portanto, para concluir a demonstracéo
da igualdade (10)) precisamos mostrar que o pentiltimo
dos somatérios em ¢é nulo; ou seja, precisamos mos-

trar que
N
Z/ mi Viecm* dvem = 0. (13)
i=1 7T

i,cm

Na evolucao de um determinado estado 1 a um deter-
minado estado 2 do sistema, cada particula segue seu
caminho I'; ¢, 7 € {1,2,..., N} (e da combinagio (pon-
derada) desses caminhos resulta a trajetéria do centro
de massa). Em principio, isso impede a permutagio das
posicdes de “3°N

9 « ” .
e me em li Mas, para re-
solvermos este problema, basta observarmos que as N
varidveis Vi cm, € também vem, sdo, todas, funcgdes do

tempo (t), e que, portanto, podemos reescrever:

N N 2
Z/ miVicm-* dvcm = Z /mivi,cm(t) : dvcm(t)~
i=1 "/ Tiem =1

Agora sim, podemos permutar as posi¢oes dos sinais de
somatoério e de integracao, obtendo:

t=to N

N
§ / m; Viem* dVcm = /
i=1 Y Tiem

mM; Viem 'dvcm~
t=t; =1

(14)

A expressao entre parénteses, em , éiguala MvVem em,
€ COMO Vem,em = 0, segue a igualdade (13) — o que
conclui nossa demonstracao da igualdade partindo
da igualdade .

Recapitulando, no inicio desta secao revisamos o teo-
rema trabalho - energia cinética para uma particula de
massa m e para um sistema de particulas de massa total
M. Em seguida, mostramos que a variagdo da energia ci-
nética do sistema pode ser convenientemente expressa na
forma que constitui o segundo membro da igualdade @
Na sequéncia, deduzimos tal expressao diretamente da
igualdade — etapa particularmente importante para
0 que vem a seguir, nas secoes 3 e 4. Serdao de particular

interesse as igualdades @ e .
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Antes de encerrarmos esta secdo, convém enfatizar
que, diferentemente do caso de uma particula tUnica, para
um sistema de particulas ndo podemos afirmar que o
trabalho total é igual ao trabalho da forca resultante
sobre o sistema (pois, na igualdade , o segundo mem-
bro nédo se encerra na primeira integral). No caso de
uma particula tnica, foi possivel passarmos da igualdade
(2) para a igualdade porque todas as integrais em
(2) envolvem um mesmo caminho I" — afinal, trata-se
de uma tunica particula. Contudo, trabalhando com um
sistema de N particulas, em geral temos, na evolugao
de um estado 1 a um estado 2 do sistema, N caminhos
distintos ', T'a, ..., T'ny (ou I't em, I'2.oms - - - I'NVyem, DO
referencial do centro de massa), um para cada particula
— dai a presencga das N tultimas integrais em , e, por-
tanto, a impossibilidade de obtengao de uma igualdade
semelhante & igualdade ({3)).

Estamos prontos para discutir a modelagem do bloco
da Fig.[I] como uma particula e como um sistema de
particulas, comecando por esta.

3. Modelando o bloco da Fig.[I] como um
sistema de particulas

Na mecanica classica, uma particula é algo como um
corpo, com massa, mas de “tamanho nulo” (um ponto,
no sentido geométrico), ou com dimensoées infinitesimais
(como adequado para a integragido de um volume finito).
Trata-se de uma abstragcio, que leva a um desenvolvi-
mento solido e rigoroso da teoria a partir de uma fun-
dacao relativamente simples. Para estudar o movimento
de corpos reais, como o bloco representado na Fig.[T}
podemos modeléd-los como um sistema de particulas. Se
o corpo gira, vibra, ou de algum modo se deforma, di-
zemos que é devido ao movimento das particulas que
o constituem. Agora, esteja atento(a): por “particulas”
nao estamos nos referindo aqui, por exemplo, a elétrons,
prétons e néutrons. A mecanica classica nao descreve
adequadamente a natureza nessas dimensoes. Quando,
trabalhando com a mecénica classica, descrevemos um
corpo macroscopico como um sistema de particulas, te-
nha em mente que estamos imaginando-o sendo formado
(ou melhor, estamos modelando-o como sendo formado)
por um certo nimero N de particulas “cldssicas” — ou
seja, que obedecem as leis da mecénica classica. Mesmo
em uma visdo realista de mundoE| nao se trata de suas re-
ais particulas constituintes, mas de uma abstragdo — que
8O se justifica conforme as previsoes tedricas do modelo
se harmonizem com resultados experimentais. Portanto,
perceba que nao é apenas modelando o bloco da Fig.[]
como uma particula que introduzimos simplificagdoes em
nosso desenvolvimento; também o fazemos modelando-o
como um sistema de particulas classicas. O que quero

4Em termos simples, o realista cientifico é aquele que defende que ao
menos algumas das entidades postuladas pela ciéncia, como elétrons,
fétons, quarks etc., realmente existem. [O autor deste artigo ha
muitos anos adotou a visdo de que a ciéncia busca harmonia entre
imagens de mundo (modelos, teorias, ... ) e experiéncias de mundo
(experimentos, observagoes, ... ), mas ndo é capaz de penetrar na
esséncia das coisas.)
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dizer com isso é que nao da para reclamar uma aborda-
gem como absolutamente correta, e a outra como errada;
como veremos, a escolha depende do tipo de informagao
que nos interessa, no problema.

Feitas essas consideracoes, passemos a modelagem.

Logo de inicio, veremos que, optando por modelar o
bloco da Fig.[I] como um sistema de particulas, a expres-
sao “trabalho realizado pela forca de atrito cinético, f,
ao longo de um deslocamento d sofrido pelo bloco” é
inadequada.

Quando dizemos que o peso do bloco da Fig. éP =
Mg, em que M é a massa do bloco e g é o vetor aceleragao
da gravidade local (desprezemos as infimas variagoes de g
com a altitude, ao longo do bloco), estamos nos referindo
a soma vetorial dos pesos de todas as N particulas que o
constituem (na modelagem do bloco como um sistema de
particulas). Sendo m; a massa da i-ésima particula, temos
P=y" Pi=30 (mig) = (L, mi)g = Mg, M =
> i1 m;. De modo analogo, o que chamamos de forca
de contato, Feontato, que 0 piso exerce sobre o bloco da
Fig.[1} é a soma vetorial de todas as forcas exercidas pelo
piso sobre particulas do bloco. E o que chamamos de
forca normal, £,, e de forca de atrito cinético, f., sdo
as componentes de Feontato perpendicular e paralela ao
plano de contato, respectivamente. Pois bem, se estamos
interessados em calcular o trabalho realizado pela forga de
atrito cinético, f., ao longo de um deslocamento d sofrido
pelo bloco, nos deparamos com este problema: f, nao
constitui uma forga, mas uma soma de forcas (ou, mais
precisamente, a componente paralela ao plano de contato
da soma de for¢as Feontato). Assim, modelando o bloco
da Fig.[[] como um sistema de particulas, por enquanto
proponho substituir a pergunta apresentada no inicio
da primeira secdo pela seguinte: Qual € o trabalho total
realizado pelas forcas que o piso exerce sobre particulas
do bloco da Fig.[1, ao longo de wm deslocamento d de seu
centro de massa? Chamaremos esse trabalho de trabalho
do contato, Weontato-

Como néo ha informagdo para modelarmos individual-
mente as forgas exercidas pelo piso, nem as trajetorias
das particulas do bloco sujeitas a tais forcas (ao longo
de um deslocamento d do centro de massa do bloco da
Fig., 0 que temos para o calculo de Wegngato Sa0 as
igualdades , @ e .

Considerando que as tnicas forgas externas sobre o
bloco da Fig.[T] sdo as forgas exercidas pelo piso, além
dos pesos das N particulas que o constituem, podemos
escrever:

Wtotal = Wcontato + Wpesos + WF

internas’

em que Wiesos € a soma dos trabalhos realizados pelos
pesos das IV particulas que constituem o blocoe Wg, ...
é a soma dos trabalhos das forcas internas ao bloco — ou
seja, das forgas exercidas pelas particulas que constituem
o bloco, umas sobre as outras. Segue entdo que

Wcontato = Wtotal - Wpesos - WF (15)

internas *

Vamos nos ocupar, agora, com cada um dos termos
do segundo membro da igualdade (|15]), comegando com
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Woesos- O trabalho realizado pelo peso da i-ésima parti-
cula do bloco é Wp, = —m,;gAh;, em que Ah; é a variacio
de altura de tal particula apds o deslocamento d do cen-
tro de massa do bloco. Segue que Wpyesos = vazl Wp, =

Sy —mighhs = —gA(S X mihi) = ~gA(Mhen) =
—MgAhem, em que Ahey, é a variagao de altura do centro
de massa do bloco da Fig.[l} apés o deslocamento (hori-
zontal) d desse centro de massa. Assim, mesmo havendo,
apo6s tal deslocamento horizontal, pequenas variagoes de
altura para as N particulas que constituem o bloco, a
altura de seu centro de massa permanece a mesma, e,
portanto,

Whesos = 0. (16)

O célculo de Wy,,_.... em principio é um problema.
Afinal, que elementos temos para realizar — mesmo com
um modelo simplificado — um calculo direto desse traba-
lho? Conseguimos, no entanto, contornar essa dificuldade
considerando que, além de podermos modelar o bloco
da Fig. (para o cdlculo de Weontato) como um sistema
de N particulas cléssicas, as forgas internas sao tais que
WFemae S0 depende das posigoes finais e iniciais das IV
particulas, no referencial do centro de massa. Com essa
hipétese, podemos introduzir uma fung¢do energia poten-
cial Uy — uma funcao das posigdes das N particulas,
no referencial do centro de massa — tal qud|

Wr

= _AUint' (17)

internas

O que falta, agora, é uma expressao para Wioal. A
primeira vista, poderiamos usar a igualdade @ (ou,
equivalentemente, as igualdades , @[) e (|10]), conjun-
tamente), mas ela ndo nos seria muito tutil, porque a
expressao final para Wegntato seria fungao da variagao do
quadrado da velocidade v, do centro de massa do bloco
da Fig.[T} ap6s um deslocamento d desse centro de massa.
O que queremos é que apareca “f.” na expressao final

para Weeontato. Assim, faremos uso, em , da igualdade
, mas nao da igualdade @D, obtendo:

Wtotal = / F?;(st'drcm + ATreL (18)
Iy

cm

Como o centro de massa do bloco se move paralelamente
ao piso, a integral na igualdade acima fica:

ext
/ Foos -drem =
Fem

= / fo-drem = 7.fcda (19)
Fem

/ (Fcontato + P) : drcm
Fem

5 Ao escrever esse trecho do artigo, lembrei-me das seguintes pala-
vras de Ivan S. Oliveira, pesquisador titular do Centro Brasileiro
de Pesquisas Fisicas, em seu livro Fisica Moderna para iniciados,
interessados e aficionados [2] (volume 1, pagina 144): “Em fisica é
assim: tratamos com pompa e detalhes mateméaticos o que conhece-
mos; ao que nao conhecemos associamos uma letra qualquer, damos
um nome pomposo, e incluimos nos calculos. E barbaro!” O autor
esté se referindo ao conceito de massa efetiva, mas a citacao reflete
um pouco do espirito do que estamos fazendo aqui, introduzindo a

igualdade ,
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para um deslocamento d do centro de massa do bloco.
Com isso, obtemos:

Wtotal = _fcd + ATrel' (20)

Substituindo entao , e em , obtemos
Wcontato = _fcd + A,Tlrel + AUvint- (21)

Podemos definir a energia interna, Ei,, do bloco da
Fig.[T] como a soma das energias Tyel, Uint, € qualquer
outra forma de energia que possa integrar o “contetdo
energético interno” desse bloco. Desde que apenas Tye)
e Uy variem no processo de deslizamento horizontal
do bloco, temos AFE;; = ATye + AUint, €, portanto,
podemos reescrever a ultima igualdade como

Wcontato - 7fcd + AEwinb (22)

Chegamos, entdo, a uma expressao para Weontato — O
trabalho total realizado pelas forcas que o piso exerce
sobre particulas do bloco da Fig.[I} ao longo de um des-
locamento d de seu centro de massa.

Considero inadequado — ou mesmo incorreto — cha-
mar esse trabalho de trabalho da forca de atrito cinético,
porque nao se trata de um trabalho de uma tnica forga
— nem mesmo da forca resultante. Mas penso que é ade-
quado chamar tal trabalho de trabalho do atrito cinético
(sem a palavra “forca”), porque é através do fend6meno
de atrito entre as superficies que esse trabalho é reali-
zado — embora cada forga que o piso exerce sobre uma
particula do bloco possa atuar, na realizacao do trabalho,
nao apenas na dire¢do do movimento do centro de massa.
Com isso, podemos reescrever a igualdade (22]) como

Watrito cinético — 7de + AEint' ‘ (23)

Entao, insisto: ao olhar para a igualdade , nao a leia
como “trabalho da forca de atrito cinético”, mas como
“trabalho do atrito cinético”. Trata-se do trabalho total
realizado pelas forcas que o piso exerce sobre particulas
do bloco da Fig.[1, devido ao fenémeno de atrito cinético,
ao longo de um deslocamento d de seu centro de massa.

A igualdade nao deve ser usada as cegas. Seu
processo de obtencao deve ser bem compreendido, para
que ela possa ser adaptada a problemas diferentes do
apresentado, se alguma modificacdo se fizer necessaria.
Vamos analisar algumas variagdes possiveis do problema
relativo & Fig.[[] Na primeira, considere que o bloco da
Fig.[T]é puxado horizontalmente para a direita através de
uma forga de tracdo constante de médulo T (veja Fig..
Dependendo do valor de T' (T > f., T < foouT = f.),
o bloco seré acelerado, desacelerado ou ird se mover com
velocidade constante. Refazendo os passos que levaram
a igualdade (23]), podemos facilmente identificar que a
igualdade (|15]) deve ser modificada para

Wcontato = Wtotal - WT - Wpesos - WF (24)

internas?

com Wiyesos € Wry .. ainda dados pelas igualdades
e , respectivamente, e com

Wy = Td. (25)
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Figura 2: Variacdo do problema relativo a Fig. bloco sendo
puxado para a direita com tracdo 7' constante.

Para o calculo de Wiyta1, devemos voltar as igualdades
(19), e observar que devemos modificé-las para

/ F(;:st “drem = / (Fcontato +P+ T) ~drem
T T

= / fc-drcm—l—/ T - drem
FCn] FC!TA
= —fd+Td. (26)

A igualdade (que resultou da substituicao de
em ([18)) deve ser entdo modificada para

Wtotal = _fcd +Td+ ATrel- (27)
Substituindo entao , , e em , obte-

mos:

Wcontato = _fcd + T + ATrel —Td + AUint
= _fcd + ATlfel + A(]irl‘m (28)

que é o mesmo resultado que o apresentado em .
Segue entdo o mesmo desenvolvimento apresentado logo
apos a igualdade (21) — o que nos leva a igualdade
. Ou seja, a igualdade também se aplica a essa
variacdo do problema inicial (mas isso néo significa que
o valor de AF},; seja o mesmo nos dois casos).

E ficil concluir (proponho que vocé verifique) que
chegamos ao mesmo resultado (igualdade (23)) com uma
tracao horizontal T de moédulo varidvel, podendo haver
até mudanca no sentido de T — com a condicao, é claro,
que a distancia d seja percorrida pelo bloco. Ainda temos,
nesse caso, um cancelamento como o apresentado em

, mas com fod T, (z)dz no lugar de T'd, sendo T, a
componente 2 de T (que pode ser positiva, negativa ou
nula, para um dado x)ﬂ

Vamos analisar mais uma varia¢ao do problema relativo
a Fig.[T] Desta vez, consideremos que o bloco estd sobre
uma esteira que se move aceleradamente para a esquerda
(veja Fig.. Consideremos que a aceleracao da esteira é
tal que a forga necessaria para mover o bloco sem que
ele deslize sobre ela tem médulo superior ao médulo

SEstamos, por enquanto, restringindo a direcdo de T & horizontal
porque uma componente vertical varidvel de T alteraria o médulo
da forga normal f, sobre o bloco ao longo do percurso, e, com
isso, fe ndo seria mais constante (afinal, fc = pcfn, em que pc é o
coeficiente de atrito cinético entre as duas superficies em contato);
portanto, a igualdade néo seria mais valida. Todavia, observe
que continuamos obtendo a igualdade substituindo, na Fig. T
por uma tracgdo ndo horizontal, desde que sua componente vertical
seja constante.
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>

Figura 3: Variagdo do problema relativo a Fig. bloco sendo
puxado para a esquerda por uma esteira acelerada, através da
forca de atrito cinético f..

maximo da forga de atrito estatico. Com isso, o bloco
é movido para a esquerda pela forca de atrito cinético,
f., exercida pela esteira. Isso significa, é claro, que ha
movimento relativo entre o bloco e a esteira (ou nao
haveria atrito cinético), mas o bloco é puxado para a
esquerda, no referencial do laboratério. O que temos de
especial nessa situagao é que f. tem o mesmo sentido do
deslocamento vetorial d sofrido pelo bloco (no referencial
do laboratério), e, portanto, temos frc,fc cdrem = fed
(em vez de — f.d). No mais, as contas sao idénticas as j4
realizadas, e obtemos:

w,

. . /.
atrito cinetico

— fcd + AEint' (29)

E interessante perceber que o termo f.d em in-
depende do valor da velocidade relativa entre o bloco e
a esteira; o que importa é que a esteira tenha acelera-
¢ao suficiente para que o bloco ndo possa ser arrastado
por atrito estatico. E quanto ao valor do termo AFEj,,
em ? Ele muda com o aumento dessa velocidade re-
lativa? Vejamos. Imagine varios blocos idénticos ao da
Fig.[3] sofrendo o mesmo deslocamento d no referencial do
laboratério, mas com deslocamentos diferentes em relagéo
& esteira. Em principio (aqui é minha intuigdo fisica se
expressando, e ela pode nao estar correta), quanto maior
a velocidade relativa entre o bloco e a esteira, maior o
aquecimento do bloco; portanto, maior o aumento de sua
energia interna, ao final do percurso de comprimento d
no referencial do laboratério. Assim, o valor de AFEyy,
em , nao pode ser extraido apenas da andlise do
movimento do centro de massa do bloco. Certamente
isso dificulta a obtencao do valor de W, .10 cindiico €M
(29) (se tivermos interesse nele), mas a andlise do ba-
lango energético do sistema nao estaria completa sem o
termo AFiy. (Contudo, se desejarmos modelar o bloco
como uma particula — ou seja, se estivermos interessados
apenas no movimento de seu centro de massa —, nao
precisaremos incluir AFEy, explicitamente na andlise do
balango energético, conforme veremos na prozima segao.)

Observe que podemos reunir os resultados e
em uma Unica igualdade, escrevendo f.-d no lugar de
—fed e f.d, respectivamente, obtendo:

W

. . /.
atrito cinetico

=f.-d + AEy. (30)

Esta é a equacao mais geral, até este ponto, para
o célculo de W, i cindico (VAlida para os problemas
relativos as Figs. e 3), mas podemos torné-la ainda
mais geral. Esteja atento(a) as seguintes consideragdes:
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¢ Vamos manter a restri¢io de que o bloco que sofre
a acdo do atrito cinético se move, no referencial
do laboratorio, sempre com velocidade tangente a
superficie com a qual faz contato, de forma que
f]_—‘mf:n’ drcm = 07 €, pOI‘taI’ltO, fpcx:nFcontato' dI‘cm =

Fmgc' drem.

e Consideremos também que todas as outras forgas
externas, além das forgas de contato (associadas ao
atrito cinético) sobre o bloco, sdo tais que a soma
dos trabalhos realizados por elas, W
pode ser expressa na forma me]?‘

externasgutras ’

ext . drem, em

outras
ext A :
que F&¥t. . € a soma de tais forgasm
e Vamos continuar considerando que as forcas in-

ternas sdo tais que podemos continuar escrevendo

WFinternas = _AUint-
e E vamos manter a igualdade AE;y = ATy +
AUvint~

Com isso, temos:

Wtotal = Wcontato + WF
Wcontato = Wtotal - WF

+ Wg =

(31)

externasgutras internas

Finternas

_AUint

externasoutras

em que

Wtotal = / Fg;(st'drcm + ATrel
T

cm

ext
:/ Fcontato'drcm+/ Foutras'drcm
T

cm cm

fr fedrem

cm

+ AT‘rcl .

Substituindo em , obtemos:

(32)

t
Wcontato = / fc' drcm + outras— drcm

cm Tem

- %m + ATver + AUing,
——_— ——

APFEing

(33)

b2

o que nos leva (agora trocando “Weontato” pOT

“ , 77) a
atrito cinetico

Watrito cinético — / fo- drem + AEin. (34)

cm

A vantagem desta expressdo para W, ..o cindtico: €M Tela-
¢a0 & expressao em , é que em podemos traba-
lhar com f; com médulo e sentido varidveis. O médulo
de f. pode mudar devido & mudanca do coeficiente de
atrito entre as superficies em contato, ou do médulo da
forca normal f,,, ao longo do percurso do bloco. O de-
senvolvimento de a , com as consideragoes que
o precedem, resume e amplia todo o desenvolvimento
anterior nesta secao.

"Esta é uma restricdo & qual devemos estar particularmente atentos,
na aplicagdo da equagdo (34)), obtida logo adiante.
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Em seu trabalho, Nelson e Carneiro Filho obtiveram a
igualdade

W, = —fad + AE;;,; (igualdade (18) da ref. 1),

que corresponde a igualdade deste artigo, com “W,”
no lugar de “Wi, it cindtico” € fa” 1o lugar de “f.”. No
caminho para a obtencgao daquela igualdade, o teorema
trabalho - energia cinética para um sistema de particulas
foi demonstrado para um sistema de apenas duas par-
ticulas, enquanto aqui foi apresentada a demonstracao
completa para um sistema de N particulas. Tudo bem;
foi uma opgao dos autores, deixando o texto bastante
conciso e acessivel a uma gama maior de estudantes do
inicio de um curso de graduacao em fisica ou drea afim
— embora, talvez, deixando de satisfazer os interesses
de estudantes que buscam maior rigor. Mas nao é nesse
ponto que reside a critica feita aqui aquele trabalho. Se-
gundo Nelson e Carneiro Filho, a expressdo correta para
o trabalho realizado pela for¢a de atrito cinético, em um
problema como aquele relativo & Fig.[T} equivale & apre-
sentada na igualdade deste artigo; ou seja, além de
os autores nao admitirem a possibilidade de modelarmos
como uma particula um bloco como o da Fig.[I] para o
calculo do trabalho realizado pela forca de atrito cinético,
usam, equivocadamente (e em vdrias partes do texto)
a expressao “trabalho da forca de atrito” — que, ironi-
camente (conforme discutimos no inicio desta segéo) é
inadequada quando modelamos o corpo como um sistema
da particulas.

Veremos, na préxima secao, que podemos, dentro dos
rigores da mecanica cldssica, modelar o bloco da Fig.[I]
(e também os blocos das Figs. e[3) como uma particula,
e dar significado (1til) & expressao trabalho realizado
pela forga (aqui sim, convém usar esta palavra) de atrito
cinético.

4. Modelando o bloco da Fig.[I] como
uma particula

Ja temos o que precisamos para modelar o bloco da
Fig.[[] como uma particula e dar significado & expressao
“trabalho realizado pela forca de atrito cinético” (ao longo
de um deslocamento d sofrido pelo bloco). Trata-se da
igualdade @D Vou reescrevé-la aqui, dando-lhe destaque:

1
l/ﬁgﬁmA(MﬁQ.
F 2

cm

(35)

Podemos pensar essa igualdade como a expressao mate-
matica de um terceiro teorema trabalho - energia cinética.
Segundo tal teorema, o trabalho da forca externa resul-
tante, aplicada ao centro de massa de um sistema de
particulas, € igual a variacio da energia cinética de trans-
lagao do sistema (que pode ser denominada “energia
cinética do centro de massa”). Trata-se de um teorema
nao para uma particula, nem para um sistema de par-
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ticulas, mas para o centro de massa de um sistema de
particulas

Em geral, podemos separar a integral em em dois
ou mais termos, dependendo ndo apenas da composicao
da forca externa resultante, mas também da forma como
desejamos agrupar tais forgas. Assim, no que se refere ao
problema relativo & Fig.[I} podemos extrair do primeiro
membro da igualdade |.) o termo fF fe -drem e pensa-
lo como o trabalho realizado pela forga de atrito cinético
— aplicada ao centro de massa do sistema. Sabemos que
f. ndo é uma forga simples, mas uma componente da
forga resultante Feontato- Contudo, quando aplicada ao
centro de massa de um sistema de particulas, podemos
trata-la como uma forga simples, porque a integragdo em
chm fe - drem se da ao longo de um caminho tnico: o do
centro de massa do sistema. Logo, faz sentido modelarmos
um sistema como o bloco da Fig.[I] como uma particula
e definirmos o trabalho realizado pela forca de atrito
cinético, ao longo de um determinado percurso 'y, do
centro de massa do sistema, como

ch Z/ fc . dI‘cm y (36)
Tem

que no caso do problema relativo & Fig.[I] leva a
Wi, =—fd, (37)

que é a igualdade cujo uso é criticado por Nelson e
Carneiro Filho [1]E|

Vemos, assim, que, no que se refere ao calculo do traba-
lho de uma forga, a igualdade nos permite retomar o
conceito de particula tinica quando inicialmente optamos
por modelar o sistema fisico como um sistema de particu-
las. Portanto, mesmo modelando o bloco da Fig.[I] como
um sistema de particulas — e, desse modo, criando espago
para grandezas como temperatura e energia interna —
podemos retomar o conceito de particula voltando nossa
atengdo ao centro de massa do sistema. Nao precisamos,
entdo, abrir mao da ideia de que o atrito cinético produz
aquecimento do bloco da Fig.[T] e, a0 mesmo tempo, pode-
mos modelé-lo como uma particula: basta concentrarmos
nossa atencdo em seu centro de massa. Mas é claro que,
quando o fazemos, usando a igualdade ou a igual-
dade (36]) (que é mais geral que a anterior), o termo Ej,
nao aparece nas contas. Podemos manter a ideia de que
o atrito cinético produz aquecimento do bloco da Fig.[I]
porque sabemos que estamos concentrando nossa atenc¢ao
no centro de massa do sistema, sem nos esquecermos do
sistema como um todo. E concentrando nossa atengao
no centro de massa, podemos resolver problemas como
os apresentados a seguir.

8Nem todos os livros de fisica basica apresentam esse teorema. Vocé
ir4 encontréa-lo, por exemplo, no livro de Tipler e Mosca [3] — mais
especificamente na se¢do 6.5, intitulada “Trabalho no Centro de
Massa”.
9CompaLre as igualdades (36) e (37) respectivamente as 1gua1dades
134) e . Lembre-se de que crlthuel para as igualdades (|3
-) o uso da expressio “trabalho da forga de atrito cmetlco

por isso usei nas mesmas “W. ’, em vez de “Wiy "
atrito clnetlco
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Se desejamos, por exemplo, prever a distancia d que
serd percorrida pelo bloco da Fig.[I] estando ele com ve-
locidade inicial de médulo v, podemos aplicar a0 mesmo
o teorema expresso pela igualdade , obtendo:

1
/ F&tdre, = A(2Mv§m> = (38)
Tem
=Wi, = —fed 1M(0—v2)
Mv? B V2
2fe 2ftcy’

onde usamos, na ultima igualdade, f. = pcfn = pcMg.
Também podemos obter esse resultado a partir da apli-
cacao da segunda lei de Newton ao bloco, mas o que
importa, para o argumento que apresento, é que a igual-
dade nos permitiu obter o resultado correto para
o problema proposto. O uso da igualdade (23], em vez
da igualdade 7 nao leva a nada diferente, na resolu-
¢ao deste problema: partindo da igualdade @ e substi-
tuindo na mesma Wtotal por Watrlto cinético + WFinternas’
com W, atrito cindtico — f0d+AE1nt e Wg, = _AUin'“
obtemos uma igualdade equivalente & igualdade (38 , por-
que o termo AFi,; é cancelado conjuntamente com os
termos ATy € AUjn.

Uma interessante variacao desse problema: temos, na
Fig.[4 uma pista em forma de “U”, sendo que s6 hd atrito
entre o bloco e a pista na base horizontal da mesma.
Counsiderando a condic¢do inicial expressa na figura, e
desprezando as dimensoes do bloco, em comparac¢ao com
a largura L da base da pista (a figura estaria fora de
escala), qual serd a posigao final do bloco, em relagao
ao ponto A7 Novamente, podemos aplicar ao bloco o
teorema expresso pela igualdade (35]), considerando que
o estado inicial é o indicado na Fig.[| e que o estado final
é aquele em que o bloco esta em repouso. Cada vez que
o bloco sobe e desce uma das rampas, a contribuicao de
seu peso para a integral no membro esquerdo de (35)
se anula, de forma que, ao final, temos [, Ff2t- drem =
Wy = ¢ r, fe - drem = —f.D, sendo D a distancia
total percorrlda pelo bloco na base da pista. Com isso, a
igualdade nos da —f.D = lM(O —v?), e, portanto,
D = Mov? —

2fec 2#
bloco, devemos leldlr D por L e subtrair do resultado
sua parte inteira, que denotarei por pi(D/L), obtendo
entdo a parte decimal da divisdo, pd(D/L). Se pi(D/L)
é par, entdo a posicao final do bloco (medida a partir
do ponto A) é zy = L x pd(D/L); do contrario, é xy =
L—Lxpd(D/L)=L(1—pd(D/L)). O uso da igualdade

internas

. Para obtermos a posicao final do

A} L |

Figura 4: Bloco se movendo em uma pista em forma de “U". S
ha atrito entre o bloco e a pista na base horizontal da mesma.
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(136), associada a equagdo (35)), nos permitiu obter o
resultado correto para o problema proposto, mostrando
que o uso daquela igualdade se justifica.

5. Conclusao e comentarios adicionais

Contrariando o que afirmaram Nelson e Carneiro Filho
no artigo intitulado “A witilizacdo equivocada do conceito
de particula no cdlculo do trabalho da forca de atrito” [1],
neste texto vimos que podemos, dentro dos rigores da
mecanica cldssica, modelar um bloco como o da Fig.[]
nao apenas como um sistema de particulas, mas também
como uma particula, e dar significado (1til) & expressio
“trabalho realizado pela for¢a de atrito cinético”. Em tal
modelagem, o uso da igualdade , ou similar, apon-
tado pelos autores da referéncia 1 como equivocado e
“desprovido de qualquer justificativa”, é legitimo. Po-
demos usar tal igualdade (ou similar), conjuntamente
com a igualdade , na resolucao de problemas como
os apresentados na parte final da secdo 4, nos quais o
que nos interessa é o movimento do centro de massa do
sistema — sem nenhuma contradi¢ao com o fato de que
o atrito cinético produz aquecimento dos sistemas fisicos
em contato, porque as igualdades e nos forne-
cem o trabalho realizado pela forga de atrito cinético
aplicada ao centro de massa do sistema de particulas sob
consideragao.

No caso da modelagem do bloco como um sistema de
particulas — que, fique claro, ndo constitui um retrato
fiel da realidade, mas outra opc¢ao de modelagem —, ar-
gumentei que a expressao “trabalho da forca de atrito
cinético” é inadequada, porque a forga de atrito cinético,
fe, ndo constitui uma forca tnica, mas uma soma de for-
¢as — ou, mais especificamente, a componente paralela ao
plano de contato da soma de forcas Feontato! | Propus,
entdo, a expressao “trabalho do atrito cinético”, e as
igualdades e devem ser usadas quando temos
interesse em incluir, nos calculos, a variacdo da energia
interna do sistema, AF;,, devido ao atrito cinético. Um
exemplo interessante estd disponibilizado online como
Material Suplementar. Lembre-se: W, 0 cindtico © © tra-
balho total realizado pelas forcas que o piso (ou outra
superficie) exerce sobre o corpo, devido ao fenémeno de
atrito cinético, ao longo de um determinado percurso
de seu centro de massa. E esteja atento(a) as conside-
ragoes que precederam o desenvolvimento da igualdade
(31) a igualdade , para aplicar a igualdade com
seguranga.

Esteve sempre presente, na elaboragao deste artigo,
meu desejo de mostrar — especialmente a um(a) estu-
dante de fisica no inicio de sua formacao, e mesmo que
apenas para um problema especifico — como o processo
de modelagem desempenha um papel fundamental no de-
senvolvimento dessa ciéncia. Nesse sentido, determinadas
“certezas” devem ser evitadas, e, no final, a fisica funci-
ona quando consegue harmonizar teoria e experimentos
(ou observagoes).

10No caso anterior isso ndo foi um problema porque aplicamos f. ao
centro de massa do sistema de particulas.
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Nao posso deixar de comentar que o tema “atrito”
ainda envolve muita investigagao cientifica, e em um ni-
vel de sofisticacao bastante superior as modelagens que
foram discutidas neste artigo. Como apontam Alarcén e
colaboradores [4], esfor¢os em micro e nanoescalas e na
biologia, durante as ultimas décadas, tém resultado no
ressurgimento de atividades na area de tm’bologia@ Se
for de seu interesse, veja, por exemplo, as referéncias 5
a 15, na publicagdo de Alarcon e colaboradores, e arti-
gos relacionados. Tais trabalhos envolvem tratamentos
tedricos avangados (que vao muito além da fenomenolo-
gia), microscopia de forca atdomica e investigagoes com
nanotubos de carbono e folhas de grafeno, entre outras
coisas. No entanto, como comentam Alarcén e colabo-
radores [4], é notavel que embora fenémenos complexos
nao-lineares possam ser observados em escalas micromé-
tricas, é frequentemente o caso que em escalas de maior
comprimento as chamadas leis de Amontons-Coulomb
simples (leis AC) com as quais estamos téo familiarizados
(como f. = pefn, incluindo a independéncia do valor de
fe em relag@o a velocidade relativa entre as superficies
em contato) séo vélidas. Nas modelagens apresentadas
neste trabalho, nos restringimos a corpos de dimensoes
macroscdpicas, com a suposi¢ao da validade das leis AC,
e fizemos uso da mecénica newtoniana, apenas.
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|[Combinando intuicdo e rigor)
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