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Este artigo visa apresentar um algoritmo descritivo de gaps energéticos em semicondutores utilizando o
modelo de Kronig-Penney. O cédigo desenvolvido proporciona uma ferramenta didatica na descrigao de zonas
proibidas em redes cristalinas, tema comumente tratado em cursos de estrutura da matéria e fisica de estado
sélido. Os célculos presentes no algoritmo seguem detalhados. O principal objetivo é descrever uma metodologia
para se obter curvas da energia vs. nimero de onda, tratando o coeficiente de transmissao do material como
constante, caso bem conhecido na literatura, e como funcéo da energia.

Palavras-chave: modelo de Kronig-Penney, fungdes de bloch, gaps de energia, estruturas eletronicas em um
cristal.

This paper presents a descriptive algorithm of energy gaps in semiconductors applying the Kronig-Penney
model. The code provides a teaching tool in the description of forbidden zones in crystalline lattices, which is
an issue usually treated in structure of matter and solid state physic courses. All calculations contained in the
algorithm is detailed. The main goal is to describe a methodology to obtain curves of energy vs. wave number,
addressing the transmission coefficient of the material as constant, well known in the literature, and as a function

of energy.
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1. Introducgao

Elétrons de um tnico atomo ocupam orbitais que de-
finem um ajuste discreto de energia. Quando dtomos
sao colocados juntos em uma molécula, seus orbitais se
separam como em uma oscilacao acoplada. Isso pro-
duz um ntmero de orbitais moleculares proporcional
ao nimero de dtomos [1]. Quando milhares de dtomos
interagem uns com os outros formando um sélido, o
nimero de orbitais se torna excessivamente grande e a
diferenca de energia entre eles se torna muito pequena;
assim, os niveis podem ser considerados, praticamente,
bandas continuas de energia e nao niveis discretos como
em atomos isolados. Contudo, alguns intervalos de
energia nao contém orbitais, nao importando quantos
atomos estejam agregados; isso d4 origem aos gaps de
energia.

O objetivo desse artigo é descrever um algoritmo,
baseado no modelo de Kronig-Penney, que conduz a
curva da energia em funcao do numero de onda para o
coeficiente de transmissao constante, sendo essa, bem
conhecida na literatura [2-5] e, também, dependente
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da energia, cujo esboco nao foi encontrado em textos
relacionados. Esse algoritmo pode ser facilmente mo-
dificado, possibilitando novos testes e diagndsticos. O
modelo de Kronig-Penney sera previamente abordado,
ap6s consideragdes sobre o teorema de Bloch [6]. O
designio final é averiguar a presenca das zonas proibi-
das. Os célculos serdo detalhados no Apéndice A. No
Apéndice B, encontra-se um algoritmo projetado para
o Scilab [7], que é um programa livre. Esse algoritmo
pode ser facilmente modificado possibilitando novos tes-
tes e diagnosticos.

2. Consideracoes iniciais

O comportamento de elétrons transitando no interior
de um cristal semicondutor pode ser comparado a
particulas em uma caixa tridimensional cujo interior
é demasiadamente complicado. Os dtomos dessa es-
trutura vibram em posicoes especificas na rede. Em
cristais reais existem defeitos estruturais que se origi-
nam, por exemplo, de a&tomos perdidos e impuros. Uma
maneira de simplificar o modelamento matematico do
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problema é assumir que tais defeitos e as vibragoes do
ntcleo do atomo conduzirao a uma perturbagao de se-
gunda ordem. De fato, essa hipdtese expressa a estru-
tura da rede como perfeita e os dtomos como fixados
em posicoes bem determinadas.

O modelo de Kronig-Penney [8] serd empregado
para as andlises tratadas nesse artigo. Este, ad-
mite solugbes analiticas, permitindo simplificagGes
algébricas. A estrutura de bandas eletronicas esté
diretamente relacionada a varias propriedades ma-
croscopicas de materiais e, por conseguinte, tem desem-
penhado um interesse vasto na area de semicondutores.
Materiais hipotéticos sao investigados por célculos en-
volvendo tais estruturas [9-12]; quando esses materiais
mostram propriedades atrativas, despertam interesse e,
quando possivel, sao preparados em ensaios experimen-
tais.

A teoria de Kronig-Penney é um arquétipo unidi-
mensional da mecénica quéantica na andlise de redes
cristalinas. Apesar das simplificagoes, a estrutura de
bandas eletronicas oriunda desse modelo proporciona
o estudo de varias caracteristicas referentes a com-
posicoes de bandas que resultam de modelos mais com-
plexos envolvendo calculos numéricos extensos.

A anélise reportada por este trabalho terda como
base o estudo de uma particula presente em uma es-
trutura unidimensional dentro de uma rede cristalina
periodica. Este problema pode ser simplificado tra-
tando uma barreira de potencial em trés dimensoes
(uma particula em uma caixa [13]) de forma unidimen-
sional. O potencial que define tal barreira é causado
pelos ions na estrutura peridédica do cristal. FEssa es-
trutura cria um campo eletromagnético de forma que
os elétrons ficam sujeitos a um potencial regular. Isso
é uma extensdao do modelo do elétron livre [14], que
assume um potencial nulo dentro da estrutura.

3. Formacao de bandas no modelo de
elétron livre

3.1. O teorema de Bloch

Se o potencial U (z) é uma funcao periddica tal que
U(x+a) =U (z), o teorema de Bloch pode ser escrito
como ¥ (z +a) = €W (r), onde ¥(x) representa a
funcao de onda unidimensional, k£ o nimero de onda
(27/x), a a distancia interatomica, x a distancia na rede
cristalina e ¢ = /—1. De forma equivalente, o teorema
ainda pode ser escrito como V¥ (z) = e™**y (), sendo
que a fungao de onda da célula tem a mesma periodici-
dade do potencial, isso siginifica que u (z + a) = u ().
Entao, ¥ (z 4 a) = e*@+t9y (z + a) = et*F@et @y (z) =
e’ (). A funcdo de onda W () claramente nio é
periédica. Ela tem a forma de uma onda plana (e?**)
modulada por uma funcéo u (z) que reflete a periodici-
dade da célula cristalina e a periodicidade do potencial.

O uso de condigoes de contorno periédicas em um
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arranjo de N dtomos implica que ¥ (z) = ¥ (z + Na) =
e* Ny (1), entdo efN® = 1 = 27 assim k = 2n7/Nq,
para n = 0,4+1,£2 ..., +N/2. Para um cristal com di-
mensoes finitas, o nimero de onda k pode assumir ape-
nas valores inteiros limitados por £7/a. Em um cristal
real, a grande quantidade de atomos implica em valo-
res de k muito proximos e, assim, definem praticamente
uma continuidade na energia.

Vale ressaltar que razao do ntumero de onda k ser
proporcional a 77/ é devido a formagao de ondas esta-
cionarias para os estados nas extremidades das barrei-
ras. As fungbes de onda interferem construtivamente,
com diferenca de fase de 2w com a funcdo de onda
do vizinho mais préximo como mostrado na Fig. 1.
A onda U, (x) interfere construtivamente com W (z).
Entao, pode-se dizer que A = 2a. Com essa consi-
deracao, a interferéncia sera construtiva sempre que
2a = A, 2\, 3\,... =nm, o que implica que A\ = 2a/n,
Porém A\ = 27/k, logo, k = n7/a.
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Figura 1 - Esquema representativo da interferéncia das fungoes
de onda.

3.2. O modelo de Kronig-Penney

O modelo de Kronig-Penney é fundamentado em uma
rede cristalina unidimensional e infinita, onde se uti-
liza uma solucao analitica conhecida da equacao de
Schrodinger para uma barreira de potencial [15]. Esta
equagao, originada do trabalho de Erwin Schrodinger
[16], descreve a evolucdo espacial e/ou temporal de um
sistema quantico e, quando se remove a dependéncia
temporal, é dada pela Eq. (1).

U (2) ¥ () = BY (). (1)

A Fig. 2 representa um potencial unidimensional e
periédico U,(x) que atua em um elétron de massa m e
energia F.
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Figura 2 - Potencial unidimensional real e aproximagao de
Kronig-Penney.

O modelo de Kronig-Penney se basea em resolver a
Eq. (1) na célula ilustrada na Fig. 2, regiao —§< x <§.
A periodicidade da rede cristalina e por conseguinte, a
periodicidade dos potenciais influenciam nas fungoes de
onda. Tal comportamento é considerado por intermédio
do teorema de Bloch, onde os potenciais periédicos re-
ais sao aproximados por potenciais periédicos em forma
de barreira, como descrito na Fig. 2.

3.2.1. Solucao da equagao de Schrodinger em
uma barreira de potencial

Sejam W, (z) e Uy (z) as solugdes da Eq. (1), para
uma onda propagante da esquerda para direita U, (z)
(Fig. 3A) e da direita para esquerda ¥y (z) (Fig. 3B).
Definem-se os nimeros complexos r e t como o coefi-
ciente de reflexdo e de transmissao, respectiavamente.
Na Fig. 3, ¢ representa a onda incidente, r a porcao
refletida e t a parte transmitida da onda. Com isso, as
solucoes da Eq. (1) para os potenciais representados
pelas Figs. 3A e 3B serao:

eika: + refik:r x < _a

v={ LT I e
— 2’
te— ke r< =3

\Ild ({E) = e—zkw + rezkac r>4a (3)
- 9"

Através do principio da superposicao, a combinacao
linear ¥ (z) = AV, (z) + B¥4 (x) é solugao da Eq. (1),
jad que U, (z) e ¥y (z) também sdo solugoes.
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Figura 3 - Ilustragao do modelo utilizado para resolver a equagao
de Schrodinger. Onda incidindo pela (A) esquerda e pela (B)
direita.

O teorema de Bloch postula que
U(z +a) = (), (4)

e que
dv

Eb’:aﬁta -

dv
’Ca%.\m,za. (5)

Este teorema, em x = &3, conduz a

[ fawe (-8 B )
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Substituindo ¥, (x) e ¥4 (z) das Egs. (2) e (3) nas
Egs. (4) e (5), chega-se em um sistema de duas equagoes
com duas varidveis que serd resolvido para as incognitas
Ae B (Eq. (6)). A solugao deste sistema resulta na
Eq. (7).

(t2 — r2) X 1 _.

cos (Ka) = ika - 71ka' 7

s (Ka) 5 ¢t gge (7)
Ao considerar o potencial periédico igual a zero

em todo o cristal, tem-se |[{|° = 1 e |[r]° = 0. Ou

seja, a transmitancia serd 1 e nao haverd nenhuma
reflexdo. De fato, a Eq. (7) é consistente com essa
consideragao. No limite onde nao ha nenhum poten-
cial, cos(Ka) = 1/2 e’ + 1/2 e~k@ Pontua-se que
a relagdo: cos(ax) = ¢“"+e7"""/2, permite escrever
cos (Ka) = cos(ka), isto é: K = k. Assim, o per-
fil da energia serd o mesmo do modelo de elétrons li-
vres, E = "°k*/am; o que acontece quando se toma
Up (x+ Na) =0.

Desenvolvendo a Eq. (7), como detalhado no Apen-
dice 1, obtém-se:

cos (ka + 9)

cos (Ka) = i

, com [t] < 1. (8)

4. Bandas de energia e zonas de Bril-
louin

Através da Eq. (8), a razdo matemética da formagao
de gaps de energia se torna clara. Nota-se que a fungao
cos (Ka) s6 pode assumir valores no intervalo [—1,1],
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como |t| < 1, a fungao cos(ka+9)/¢| pode ser um nimero
maior que 1. A energia em unidades de #°7*/2ma ¢é dada
pela equacio E = k2. As zonas proibidas (os gaps
de energia) resultam, naturalmente, deste evento, como
mostra a Fig. 4.

cosi )

Figura 4 - Gréfico da fungao implicita 8.

A Fig. 5 mostra uma representacao das bandas na
zona reduzida. E possivel esbogar as curvas de energia
em um diagrama extendido como mostrado na Fig. 6.
Nesse diagrama a energia E pode crescer indefinida-
mente ao longo do eixo do nimero de onda k. O es-
quema da zona extendida possibilita uma comparacao
mais pratica com a curva caracteristica do modelo do
elétron livre que é definida pela pardbola E = i*k*/2m.

[N

Figura 5 - Grafico da representagao reduzida da primeira e se-
gunda zona de Brillouin.

A Fig. 6 permite definir uma terminologia relevante
em fisica do estado sélido, a zona de Brillouin. Tais zo-
nas sao numeradas em fungao de intervalos de energia
ou de nimero de onda. Um exemplo é mostrado na
Fig. 4, onde as zonas de Brillouin sao definidas. Na

7

Fig. 6, a primeira zona de Brillouin é a regiao entre

_”/a a 7"/(1.

5. O algoritmo

A construgao do algoritmo se baseia na Eq. (8). Atra-
vés desta, o algoritmo fornece a curva da energia vs.
ka. A edificacao da curva se dard em duas conjunturas:
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Figura 6 - Grafico comparativo entre o modelo do elétron livre e
as zonas de Brillouin na representacao extendida.

e A primeira com o coeficiente de transmissao

t = 0,8

e A segunda com a transmitancia variando com o
k; para tal sera escolhido um valor para a altura
da barreira, Up.

O algoritmo empregara um processo interativo para
gerar pares de coordenadas que esbogarao a curva pre-
tendida. O eixo da energia serd dado em unidades
1?7 Jama, possibilitando certa arbitrariedade na escolha
de unidades de medida. Por exemplo, ao se escolher 2 A
para a, que é um valor plausivel, diretamente se infere
nas unidades do eixo da energia; isso significa que esse
acoplamento de unidades permite que se escolha a = 1
m, que apesar de absurdo, nao traz prejuizo qualitativo
na representagao grafica.

O perfil da curva se dard no esquema da zona re-
duzida e na regiao positiva do produto ka. Para gene-
ralizarmos toda a primeira zona de Brillouin, bastaria
espelhar o resultado para valores negativos de ka.

Primeiramente é necessario definir linhas de co-
mando para determinar os valores para a largura do
poco de potencial a, coeficiente de transmissao ¢, fase §
e a acuidade do plot definida como dk (espagamento en-
tre pares de coordenadas). Na linha seguinte, define-se
o ko para representar o valor inicial de k. Em seguida
é necessério gerar um comando que impoe um processo
iterativo. Tal processo faz o ¢ variar entre zero e o
namero de iteragoes determinada pelo usudrio. Essa
operacao se inicia pela Eq. (9)

k = ko + idk. (9)

Na Eq. (10), f é definido para representar o lado
esquerdo da Eq. (8)
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cos (ka 4+ 9
f= ¥ (10)
lt]
K é dado por uma funcao arco-cosseno . Logo,

torna-se necessario uma linha de comando condicio-
nal que limita o resultado de f entre —1 e 1, antes
da Eq. (10)

arccos (f) (1)

Na Eq. (11), o k é isolado. A Eq. (12) fornece o
valor da energia

K:

E =k (12)

Em seguida, gera-se um comando para determinar
a energia em funcao de ka e/ou as coordenadas F e k.
Temos assim a curva pretendida na primeira conjun-
tura.

A segunda conjuntura segue a mesma feicdo da
primeira; contudo, deve-se definir a transmitancia em
relagdo a energia. Isso é realizado por meio da Eq. (13)
para a energia maior que a barreira de potencial e pela
Eq. (14) para a barreira maior que a energia. As Eqgs.
(13) e (14) s@o descritas por Eisberg e Resnick [15]

[sin (ka)]?
T=1+ - - ) (13)
(&) (&) 1]
Te1 [sinh (ka))? (14)

@)

onde T representa o inverso do coeficiente de trans-
missao.

Como na primeira conjuntura, é necessario gerar
uma linha solicitando entradas para os parametros a,
dk, ko, Uy, 0. O mesmo comando condicional apli-
cado na primeira conjuntura atua na Eq. (9), depois
na Eq. (12) e em seguida um novo comando condici-
onal é requerido. Este comando seleciona as energias
que serdo aplicadas na Eq. (13) ou na Eq. (14), isto
é, se E > Uy, a energia sera aplicada na Eq. (13); se
E < Uy, aplica-se E na Eq. (14). Deve ser garantido
que os denominadores das Eqgs. (13) e (14) nao assu-
mam valores nulos. Para resolver esse empecilho, basta
coloca uma linha de comando que selecione valores dife-
rentes de zero para o denominador dessas equagoes. A
préxima linha de comando faz com que f receba o va-
lor da transmiténcia, como na Eq. (10). Em seguida,
calcula-se K por meio da Eq. (11) e se determina o
comando para gerar a curva e/ou as coordenadas pro-
vedoras da curva.

6. Simulagoes e resultados

A Fig. 7 mostra a curva obtida no caso da trans-
mitancia constante. Os dados de entrada foram a = 1,
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dk =0,01, kg =0,0=0,2,t=0,8 e i variando de 0 a
500. A Fig. 8 mostra a simula¢do com ¢ variando de 0
a 1500. Os gaps de energia ficaram bem evidentes.

Na primeira simulagdo para a transmitancia
varidavel, a curva apresentou o perfil ilustrado na Fig. 9.
Nesta, observa-se dois gaps de energia com um compor-
tamento peculiar.

25

20

35

Figura 7 - Energia em funcdo do numero de onda apéds 500
iteragoes com t constante.

250

200 -

150

2ma

100 .

Energia (-

50

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35

Figura 8 - Energia em fungdo do numero de onda apds 1500
iteragoes com t constante.
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Figura 9 - Energia em funcao do numero de onda apéds 350
iteragoes.
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A Fig. 10 apresenta um dominio maior na extensao
da curva, para isso foi usado o dobro de iteracoes da si-
mulagdo apresentada na Fig. 9. Ao aumentar o niimero
de iteragoes nao se observa mais zonas proibidas, isto
é, a curva apresentou apenas dois gaps visiveis, ficando
evidenciado apds determinar varios intervalos iniciando
de valores distintos de kg e averiguando minuciosamente
os diagndsticos.

2ma

Energia (-

T T T T
oo 05 1.0 15 20 245 30 35

Figura 10 - Energia em fun¢do do numero de onda apés 700
iteragoes.

7. Conclusao

Nesse trabalho abordamos o teorema de Bloch e o mo-
delo de Kronig-Penney seguido de um algoritmo que
fornece curvas da energia vs. nimero de onda para a
transmitancia constante e variando com a energia, onde
o escopo foi esbocar a existéncia dos gaps de energia
em semicondutores. As zonas proibidas foram observa-
das em ambas as analises. A curva para o coeficiente
de transmissao constante atingiu os mesmos resultados
das obtidas na literatura. Para a conjuntura que utiliza
o coeficiente de transmissao varidvel, ndo foram encon-
trados dados na literatura para comparagao. E deixado
um algoritmo completo que segue a mesma idéia do
descrito nesse artigo, onde o leitor pode experimentar
novos parametros em suas proprias simulagoes.
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8. Apéndices

8.1. Apéndice: desenvolvimento analitico da
Eaq. (7)

Solucao do sistema descrito pela Eq. (6) fornece
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{ e’ [AW, (54) + B4 ()]

Substituindo as equagoes para W, (z) e Uy(x)
(Egs. (2) e (3)) na Eq. (15), chega-se ao sistema de
duas equagoes com duas variaveis descrito abaixo

gika [A (e_iga + reiga) + Bte“;a} (16)
. ika ika ika 16
ik{e“ca[AGfg —reg)—Bteg}}.

Somando e subtraindo as equagoes acima, tem-se

ika

2Ate™s® 1+ 2Bre’s* = K2 e~ 17
2Be~ %" = ¢ika (QATGMTG + 23tei§a> . (17)

ika
2

Multiplicando a primeira equagao do sistema (17)

ika ~ —
pore 2 ea segunda equacao pore 2 | tem-se

Ateika +B7’€ika — AeiICa (18)
Be~he = ¢ika (Ar + Bt).
Pode-se escrever a Eq. (18) da seguinte forma
A(teika _ eilCa) + B,reika =0 (19)
Areike  B(tetha — emika) = (.

Definindo o sistema acima na forma matricial como

—

AX =0

re teifa _ ¢

t ika _ iKa ika
A= |: ( “ ile ) . —ika :| ) (20)

X:[g] (21)

Assim, o sistema linear homogéneo AX = 0 pode
ser escrito como

(teika _ eiK:a) Teika A B 0
reilCa teilCa _ efika B - 0 .

Para que um sistema de equagoes lineares homogé-
neo tenha solugdo nao-trivial, deve-se ter det (4) =0

_ .2

iak iak
rZe ezaIC+t2e ezaIC_

teZiaIC _ t + e—iakeialC: 0 (23)

Rearranjando os termos da Eq. (23), obtém-se

(t2—7"2) eiakeialC_t (1 + 622'(11(:) +e—iakeialC: 0=
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(t2—'f’2) eiak_ (1 =+ eZialC) e—iak

21 geiak T g 0T
(1 + e?ial(:) B (t2—7’2) iak e—v’,ak
ek o © Ty
1 —iKa iKa _(tQ—T2) iak eiiak
5 (e + ™) = 57 ¢ + 57 =
t2— 2 ) —iak
cos (Ka) = (Tr)emhreTt. (24)

Considerando ¢t e r nuimeros complexos tais que
t = |t|e® com [t| < 1er = +i|r|e? sendo |r| < 1
e |t + |r]* = 1, entdo 2 = |t|* €20 e 12 = — |r|? €219,
Assim, 2 — 2 = (|t* + |r|2) e como [t2 + | =1,
logo t2—12 = €%, Finalmente, aplicando esse resultado
na Eq. (24), tem-se

. 28 ek
= : _ =
cos (Ka) = srem®” i en
i(ka+9) —i(ka+0)
cos (Ka) = (e ;_‘7; > (25)

A Eq. (25) equivale & Eq. (8).

8.2. Apéndice: algoritmo no Scilab

8.2.1. Coeficiente de transmissao constante

e Notagao para o algoritmo: k=k e Kappa=K.

a=1;
dk=0.01;
k0=0;
delta=0.2;
for i=0:1000 do
k=k0+i*dk;
t=0.8;
f=T*cos(k*a+delta);
if (abs(f)<=1) then
Kappa=acos(f)/a;
E=(k"2);
printf(” %f %f \n” Kappa*a,E);
plot(Kappa*a,E,.");
end
end

8.2.2. Coeficiente de transmissao variavel
e Notagao para o algoritmo: k=k e Kappa=K

a=1,;
dk=0.01;
k0=0;
U0=3;
delta=0.2;

for i=0:350 do
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k=k0+i*dk;
E=(k"2);
if E>UO then
w=(sin(k*a))"2;
x=(4*(E/U0)*((E/U0)-1));
elseif E<UQ then
w=(sinh(k*a))"2;
x=4*(E/U0)*(1-(E/U0));
end,
if x<>0 then
T=abs(1+(w/x));
f=T*cos(k*a+delta);
if (abs(f)<= 1) then
Kappa=(acos(f))/a;
printf(” %f %f \n” ,Kappa*a,E)
plot(Kappa*a,E,".")
end,
end
end

)
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