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Las cargas y los campos que rodean un circuito y los ejemplos
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Se revisan dos de los ejemplos sobre el transporte de energia en circuitos de corriente continua propuestos por
J.H. Poynting en 1884: un alambre recto que transporta una corriente y la descarga de un condensador a través
de un alambre. En particular se analiza si algunas de las hipétesis que Poynting hace en estos ejemplos se deben
a que en esa época se ignoraba el rol de la carga superficial sobre los conductores resistivos en la comprensién
del transporte de energia. Se presenta también una solucién analitica para el flujo de energia en la descarga de

un condensador a través de un conductor resistivo.

Palabras-clave: cargas superficiales, campo eléctrico, flujo de energia.

We review two examples on the transport of energy in DC circuits proposed by J.H. Poynting in 1884: a
straight wire carrying a current and a capacitor discharge through a wire. In particular we analyze whether some
of the Poynting hypothesis in these examples are due to at that time was unaware the role of surface charge on
the resistive conductors in the understanding of energy transport. We also present an analytical solution for the
flow of energy in the discharge of a capacitor through a resistive conductor.

Keywords: surface charges, electric field, energy flow.

1. Introduccion

El espacio que rodea un circuito eléctrico puede ser
considerado como una regién donde la energia se
transforma, en ciertos puntos, en campos eléctricos y
magnéticos por medio de baterias, generadores, etc.,
mientras que en otras partes esta energia se transforma
en calor o trabajo mecéanico. El vector de Poynting con-
ceptualiza y cuantifica el transporte de energia por el
campo electromagnético y es generalmente utilizado en
los cursos universitarios de pregrado como una forma
de representar el flujo de energia de una onda electro-
magnética. Sin embargo, también puede ser ttil para
representar el flujo de energia en un circuito de cor-
riente continua. Precisamente, J.H. Poynting (J.H.P.)
[1,2], en sus trabajos de 1884 y 1885, donde expone
por primera vez la transferencia de energia electro-
magnética por medio de los campos, presenta ejem-
plos que se refieren a circuitos de corriente continua.
En los tltimos veinte aflos numerosos autores [3-15],
aunque algunos mucho antes, como Sommerfeld [16],
senalaron que para alcanzar una buena comprension
del proceso de transferencia de energia, via el vector de
Poynting, en un circuito de corriente continua, es nece-
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sario conocer el campo eléctrico en las proximidades de
los conductores resistivos por los que circula una corri-
ente. Especificamente, demostraron que estos campos
estan determinados por la carga superficial sobre los
conductores que transportan la corriente. Esto era des-
conocido en la época de J.H.P. y, por lo tanto, cuando
utiliza su teorema para estudiar la transferencia de e-
nergia en circuitos de corriente continua hace algunas
suposiciones muy especiales para obtener el resultado
esperado.

En la seccién 2 de este trabajo, presentamos una
traduccién de dos de los ejemplos propuestos por J.H.P.
en su publicacién de 1884. En la seccién 3, analizamos
el primer ejemplo dado por J.H.P. y mostramos las di-
ficultades con que se encontré por desconocer la natu-
raleza del campo eléctrico que rodea a un conductor por
el que circula una corriente. También exponemos las
criticas que hace O. Heaviside [17,18] a uno de sus ejem-
plos. En la seccién 4 mostramos, mediante una simple
deduccién, que la carga superficial de los conductores
provee dos tipos de campo eléctrico: el campo adentro
del conductor que impulsa la corriente de conduccion de
acuerdo a la ley de Ohm y el campo afuera del alambre,
que tiene una componente normal y otra tangencial a la
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superficie del alambre. El campo eléctrico externo gen-
era, conjuntamente con el campo magnético que rodea
el conductor, el flujo de Poynting. En la seccién 5 anal-
izamos el segundo ejemplo de J.H.P. y en la seccién 6
lo resolvemos, con més detalle y sin suposiciones es-
peciales aunque modificando la geometria para hacerla
matemadaticamente accesible.

2. Aplicaciones de la ley de transferen-
cia de energia propuestas por Poynt-
ing

A continuacion presentamos dos de los ejemplos propor-
cionados por J.H.P. (las figuras son del texto original)
sobre la transferencia de la energia en su trabajo de
1884. Se han realizado cambio menores para adaptar
los simbolos de las magnitudes fisicas a las actuales.

(1) Un alambre recto que transporta
una corriente

En este caso, muy cerca del hilo y dentro
de él, las lineas de fuerza magnética son
circulos alrededor del eje del alambre. Las
lineas de fuerza eléctrica estan a lo largo
del alambre, si consideramos como probado
que el flujo a través de areas iguales de la
seccién transversal es la misma en todas las
partes de la seccién. Si AB, Fig. 1, re-
presenta el alambre, y la corriente es de A
a B, entonces un plano tangente a la su-
perficie en cualquier punto contiene las di-
recciones de las intensidades electromotriz
y magnética (designadas en lo que sigue
por LM.E. e .M. respectivamente), y la
energia, por lo tanto, fluye perpendicular-
mente a través de la superficie, esto es,
en direccién radial hacia el eje. Conside-
raremos una porcién del alambre limitada
por dos secciones planas perpendiculares al
eje. A través de sus extremos ninguna ener-
gia estd fluyendo, porque ella no contiene
ninguna componente de la LM.E. La tota-
lidad de la energia entra entonces a través
de la superficie externa del alambre y por el
teorema general la cantidad de energia que
entra debe dar cuenta del calor que se de-
sarrolla en la resistencia ya que la corriente
es estacionaria y no hay ninguna otra al-
teracién de la energia. Vale la pena, quizés,
mostrar que en este caso la energia que en-
tra de acuerdo al teorema general es justo
la cantidad de calor que se desarrolla. Sea a
el radio del alambre, I la corriente a lo largo
del mismo, H el campo magnético en la su-
perficie, E el campo eléctrico en cualquier
punto dentro del alambre y V la diferencia
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de potencial entre los extremos. El area del
alambre de longitud 1 es 2wal y la energia
que entra desde el exterior por segundo es

FEH x area = 2nalEH = 2raHE!

_ 2mwalEl __
- 2ma VI

Por la ley de Ohm, V = IR, entonces,
IV = I?R, que es el calor disipado de
acuerdo a la ley de Joule.

LE

> U

Figura 1 -

Parece entonces que la energia de una corri-
ente no viaja a lo largo del alambre, sino que
esta viene desde el medio que rodea al alam-
bre y que ni bien entra comienza a transfor-
marse en calor, la cantidad que cruza las ca-
pas sucesivas del alambre decrece hasta que
llega al centro, donde no hay ningtin campo
magnético y por lo tanto no hay energia que
pase, todo ha sido transformado en calor.
Una corriente de conducciéon puede decirse
que consiste en este flujo de energia ha-
cia adentro con su correspondiente campos
magnético y eléctrico y la transformacion de
energia en calor dentro del conductor.

Examinaremos ahora cémo la energia viaja
a través del medio en su camino hacia el
alambre donde se disipa en forma de calor

(2) Descarga de un condensador a
través de un alambre

Si consideramos el caso de la descarga lenta
de un simple condensador, consistente en
dos placas paralelas conectadas mediante un
alambre de gran resistencia, podemos hacer-
nos una idea aproximada del camino de la
energia.
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Sean A y B, Fig. 2, las dos placas del
condensador, A estd cargada positivamente
y B negativamente. Antes que comience
la descarga las secciones de las superfi-
cies equipotenciales serdn como se indica
en la figura. La parte principal de la e-
nergia reside en el dieléctrico entre las dos
placas, pero habra alguna energia donde
haya campo eléctrico. Entre A y B, el
campo eléctrico va desde A hacia B y en
todas partes es perpendicular a las superfi-
cies equipotenciales. Ahora conectamos A
y B por medio de un alambre muy delgado
LMN, de una resistencia muy grande, con
una forma tal que sigue una linea de fuerza
y con una resistencia por unidad de longitud
que se ajusta para que sea la misma para la
misma caida de potencial a través del hilo.
Se hace esta suposicién sobre la resistividad
del hilo para que las superficies de nivel no
se perturben por el flujo de la corriente. El
alambre se supone que es tan fino que la
descarga tiene lugar muy lentamente.
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Figura 2 -

Mientras la corriente fluye alrededor de
LMN en la direccién indicada en la flecha,
se tendrd también una corriente de des-
plazamiento desde A hacia B debido a la
variacion temporal del campo eléctrico. Las
lineas de campo magnético forman curvas
cerradas que rodean el circuito, son en-
trantes en el interior de la espira y salientes
en el exterior de la espira. El campo
eléctrico va siempre desde las superficies de
alto nivel — aquellas mds cercas de A, a las
mas bajas — aquellas mas cercas de B, tanto
en la zona en que se encuentra el alambre
como en el espacio entre A y B.

Ahora, como la energia siempre se mueve
perpendicularmente a las lineas de campo
eléctrico ésta debe viajar a lo largo de las
lineas equipotenciales que se muestran en la
Fig. 2. Como también se mueve perpendi-
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cularmente a las lineas de campo magnético,
se mueve como vimos en el ejemplo (1), ha-
cia adentro, sobre todos los lados del alam-
bre, y se disiparda en forma de calor — si
suponemos que la descarga es tan lenta que
la corriente se mantiene estacionaria du-
rante el tiempo considerado. Pero entre A
y B la direccién del campo eléctrico es o-
puesta a la corriente, mientras que el campo
magnético tiene la misma relacién a la cor-
riente como en el alambre. Recordando que
el campo eléctrico, el campo magnético, y la
direccién del flujo de energia estan conecta-
dos por la regla de la mano derecha, vemos
que la energia se mueve hacia fuera del es-
pacio entre A y B. Cuando la tensién del
dieléctrico entre A y B es gradualmente libe-
rada por la corriente de descarga, a lo largo
del alambre LMN, la energia entregada de
esta manera viaja hacia fuera a través del
espacio, siguiendo siempre lineas equipo-
tenciales y gradualmente converge una vez
mas sobre el circuito donde las superficies
equipotenciales son cortadas por el alambre.
Allf la energia se transforma en calor. Es de
notar que si la corriente puede ser considera-
da estacionaria la energia se movera siempre
a lo largo de la misma linea de nivel

3. Observaciones sobre el ejemplo (1)
de J.H. Poynting

El ejemplo (1) de J.H.P. se utiliza, précticamente sin
variantes, en la mayoria de los ejemplos de la transfe-
rencia de energia que se dan actualmente en los textos
de fisica como, por ejemplo, en las Lecciones de Fisica
de Feynman [19].

Tanto Feynman como J.H.P. presumen que el campo
eléctrico es siempre paralelo al alambre. Adentro del
alambre esto es correcto pues la densidad de corriente y
el campo eléctrico son paralelos (J = E/p donde p es la
resistividad del alambre) y ambos tangentes a la super-
ficie del alambre. Con esta suposicién para el campo
externo E, combinado con la existencia de un campo
magnético circular alrededor del alambre, encuentran
que el vector E x H es perpendicular a la superficie del
alambre en todos sus puntos. Sin embargo, Heaviside
[17], un contempordneo de Poynting que descubrié el
flujo de energia del campo electromagnético de manera
independiente [18] sefial6 que solamente una pequena
componente del vector de Poynting en el exterior se
dirige hacia el interior del alambre y el resto de E x H
es paralelo al alambre. Heaviside [17] se refiere al tema
de esta forma:

La transferencia de energia tiene lugar, en
la vecindad del alambre, casi paralelamente



1302-4

al mismo, con una pequena tangente ha-
cia el alambre. .. El Prof. Poynting [1985],
por otra parte, propuso una visién diferen-
te, representando la transferencia de ener-
gia casi perpendicularmente al alambre, i.e.,
con una pequena desviacién de la vertical.
Pienso que esta diferencia de un cuadrante
surge solamente de lo que parece ser una
idea equivocada de su parte sobre cémo
es la naturaleza del campo eléctrico en la
vecindad de un alambre por el que circula
una corriente. Las lineas fuerza del campo
eléctrico son casi perpendiculares al alam-
bre. ..

Es probable que Heaviside haya llegado a esta
conclusién inducido por sus estudios sobre las lineas
de transmision. En efecto, una linea de transmision
eléctrica (por ejemplo una linea formada por un par
de hilos) funciona como una guifa que transporta la e-
nergia desde el generador hasta un dispositivo distante
donde se disipa o se transforma en otro tipo de ener-
gia. El flujo de energia, por lo tanto, debe ser casi
paralelo a los conductores de la linea de transmision.
La pequena componente que se dirige hacia los hilos
de la linea y se introduce en su interior es para com-
pensar la pérdida éhmica causada por su resistividad.
En el alambre E x H esta totalmente dirigido hacia
adentro y representa la energia disipada en calor Joule.
En consecuencia, toda la energia que se propaga a lo
largo de la direccién de los alambres fluye afuera de los
alambres. Los comentarios de Heaviside han sido sola-
mente cualitativos [16] pues no se introdujo en los de-
talles matematicos del problema. Esta cuestién, como
veremos a continuacién, puede resolverse si se utiliza
un modelo méas adecuado para la corriente eléctrica y
el campo eléctrico que rodea a un conductor que trans-
porta una corriente.

4. Los campos y la carga superficial que
rodean un conductor

En la Fig. 3 se muestra un cable coaxil de longitud [,
radio interno a y externo b. El conductor interno es ma-
cizo y tiene una resistividad p mientras que el externo es
perfectamente conductor. Uno de sus extremos (z = 0)
estd cortocircuitado, mientras que el otro (z = —1) estd
conectado a una tensién continua V.

En una primera aproximacion sil > a y la resistivi-
dad del conductor central es muy pequena, el campo
eléctrico, en la regién — < z < 0, tiene solamente una
componente radial F, que viene dada por

A oa

= (1)

" 2megr  eor’

donde A\ y o son la densidad de carga por unidad de
longitud y la carga superficial del conductor central que
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estan relacionadas entre si por la relacion A = 2wao.

Observemos que si el hilo central es resistivo, en-
tonces la diferencia de potencial entre el conductor cen-
tral y el conductor externo varia con z. Esta diferencia
de potencial, de acuerdo a la ley de Ohm, viene dada
por

-z=0

-z =]

Figura 3 - Cable coaxil de longitud ! formado por un conductor
interno resistivo de radio a, y por um conductor exerno perfecto
de radio b.

V(z) = R(2)1, (2)

donde R(z)es la resistencia del cable coaxil de longitud
—z (z < 0) que coincide con la resistencia del conductor
central de la misma longitud pues el conductor externo
no tiene resistencia y el conductor interno y el externo
estan cortocircuitados en z = 0. Esta resistencia viene
dada por

pz
R(z) = ——. 3
() =-12 3)
La diferencia de potencial entre el hilo y el conduc-

tor de retorno y la componente radial del campo estan
relacionadas a través de la expresién

V(z) = /bETdr :%m <Z) . (4)

Si igualamos (4) con (2) y (3) encontramos que la
carga superficial sobre el conductor resistivo central
debe ser igual a

eoplz

0C=—— . 5

ma3In(b/a) (5)

Observemos que o varia linealmente con z, es
maxima en z = —[ y se anula en z = 0. Reemplazando

(5) en (1) obtenemos

plz

B=—— P
" ma?rIn(b/a)

a<r<b. (6)
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Nos encontramos ahora con un problema: si la com-
ponente radial del campo eléctrico (6) varfa con z, no
se puede satisfacer en el interior del coaxil la ecuacién
V x E = 0. Esta ecuacién se puede satisfacer solamente
si existe una componente z del campo eléctrico de modo
que

8Ez_8ET_id£__ pl 1 )
or 0z  eordz  wa?ln(b/a)r’

Integrando, obtenemos

pl
E =——1 .
=) ma?1n(b/a) nr+ ¢ ®)
Como E,(r = b) = 0, obtenemos finalmente
pIln (b/r)
= <r<hb.
E-(r) ma?ln(b/a) asrsb ()

Las componentes radial (6) y axial (9) del campo
eléctrico satisfacen las condiciones de borde en las su-
perficies cilindricas, r = a y r = b, y sobre la superficie
perfectamente conductora que cierra el coaxil en z = 0.
Por lo tanto, por el teorema de existencia y unicidad
este campo eléctrico es la solucién de nuestro problema.

En r = a la componente tangencial al conductor
interno es

I
E.(r=a)= 7%2 = pJ. (10)

Como la componente tangencial del campo eléctrico
debe ser continua, se tiene que en el interior del con-
ductor central el campo eléctrico es

pl

Ta?

E.(r)= = pJ, 0<r<a. (11)

Observemos que la ecuacién (11) es la expresién de
la ley de Ohm en el interior del conductor.

En conclusién, la carga superficial sobre la super-
ficie del conductor central provee dos tipos de campo
eléctrico: el campo adentro del conductor (11) que im-
pulsa la corriente de conduccién de acuerdo a la ley de
Ohm y el campo afuera del conductor resistivo central,
que tiene una componente radial (6) y otra paralela (9)
a la superficie del alambre.

Este simple detalle t las cargas superficiales son las
que crean el campo t ha sido inadvertido, no solo por
J.H.P., sino también por Feynman [18] quien, después
de calcular el flujo normal del vector de Poynting so-
bre la superficie de un cilindro que transporta corriente
hace el siguiente comentario:

los electrones en el interior del conductor
son impulsados por un campo eléctrico que
ha sido creado por cargas eléctricas que
estdn muy lejos y la energia que adquieren
estos electrones se transforma finalmente en
calor. .. (énfasis agregado)
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Feynman no dice dénde se encuentran las cargas,
afirma solamente que estdn lejos. jEsta sugiriendo que
son las cargas que se encuentran en los bornes de la
bateria que alimenta el circuito?

El campo magnético en el cable coaxil es

Ir
= — <
(a) Hp a2 0<r<a,
(12)
B Hy= -  a<r<b
O~ onr asr ’

mientras que para r > b, Hy = 0. El salto de Hy en la
superficie r = b se debe a la corriente de retorno que
fluye sobre el cilindro de radio b.

Los campos eléctricos externos, (6) y (9), y el
interno (1)), generan, conjuntamente con el campo
magnético (12) el flujo de Poynting.

Se constata que el vector de Poynting en el conduc-
tor resistivo central es puramente radial, mientras que
en el exterior tiene componentes radial y otra paralela
al conductor. Refiriéndose a este resultado Sommerfeld
[16] afirma:

...los metales son buenos conductores de la
corriente pero no buenos conductores de la
energia. Los metales conducen la corriente
pero el espacio que los rodea conduce la e-
nergia y el mejor conductor de la energia es
jel vacio!

Este comentario de Sommerfeld es parecido al de
Heaviside [17], que citamos en la seccién 3. En el texto
de Sommerfeld [16] y en [12] se calculan los campos y la
carga superficial en un cilindro conductor resistivo por
el que circula una corriente resolviendo la ecuacién de
Laplace para el potencial con condiciones de contorno
apropiadas y en [16] se muestra una excelente figura que
muestra al flujo de energfa alrededor del cable. En [§]
se estudia la carga superficial y los campos que rodean
al prototipo de las lineas de transmisién eléctrica: el
par de hilos.

5. Observaciones sobre el ejemplo (2)
de J.H. Poynting

El segundo ejemplo de J.H.P. ofrece varios aspectos in-
teresantes para ser analizados. En primer lugar, elige
la forma del alambre LMN de modo que coincida e-
xactamente con una linea de fuerza del campo eléctrico
creado por las cargas eléctricas que se encuentran en las
superficies externas del capacitor. En esta situacion,
como el campo eléctrico es paralelo al hilo deduce que
éste penetra en su interior (continuidad de la compo-
nente paralela del campo eléctrico). Como el campo
eléctrico toma diferentes valores a lo largo del hilo, debe
ajustar su resistencia por unidad de longitud para que
se cumpla la ley de Ohm en cada segmento del circuito.
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En efecto, en un tramo de longitud Al, la ley de Ohm
impone que

AV = EAl = %AZI, (13)

donde F y p son el campo eléctrico y la resistividad en
ese tramo del hilo, S es la seccién del hilo e I es la cor-
riente que circula a lo largo del circuito. La ecuacion
(18) impone que la resistividad debe estar relacionada
con el campo eléctrico a través de la ecuacion

_Bs
s

La corriente I es la misma en todos los puntos del
alambre y si suponemos que S es una constante, en-
tonces la conductividad del hilo debe ser proporcional al
modulo del campo creado por las cargas que se encuen-
tran sobre la superficie externa del capacitor. Con estas
suposiciones las superficies equipotenciales (o lineas de
nivel) no se perturban por el flujo de la corriente. Como
el campo eléctrico es normal a las lineas equipotenciales,
concluye que las lineas de nivel mostradas en la Fig. 2,
coinciden con las lineas de flujo de la energia que van
desde el capacitor hacia el alambre. Cuando las lineas
equipotenciales y, por lo tanto, las lineas de flujo de la
energia, llegan a la superficie del alambre éstas son nor-
males a la misma en concordancia con lo que ocurre en
el ejemplo (1). El flujo de energia electromagnética se
disipa finalmente en calor Joule en el interior del hilo.

Una pregunta que podria hacérsele a J.H P. es por
qué no considera un alambre de forma cualquiera (no
coincidente con una linea de campo eléctrico) y de re-
sistividad constante. En este caso, ley de Ohm requiere
que el campo eléctrico tenga mddulo constante y di-
reccién paralela al hilo. Pero, en esta situacién, ;dénde
estdn las cargas que crean este campo eléctrico de
moédulo constante en todo punto del alambre y paralelo
al mismo? J.H.P. atribuye al hilo LMN propiedades
muy especiales para que el campo eléctrico en su inte-
rior sea el creado por cargas que estan, muy lejos como
dice Feynman [19], sobre la superficie externa del ca-
pacitor. En un hilo de resistividad uniforme y de forma
cualquiera el campo en su interior es creado por cargas
superficiales que, como vimos en la seccion 4, estan muy
cerca.

p (14)

6. Descarga de un capacitor a través de
un conductor cilindrico

Si intentamos resolver la ecuacién de Laplace para el
potencial electrostdtico en la geometria de la Fig. 2
tendriamos que tratar con las condiciones de contorno
sobre la superficie toroidal del hilo de radio finito.
En principio el problema puede ser resuelto usando
métodos numéricos, pero la geometria del contorno y
la tridimensionalidad lo hacen muy dificil. El campo
magnético también debe resolverse si se desea encon-
trar el flujo del vector de Poynting.
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Por estos motivos, vamos a restringir nuestra con-
sideracién a un problema andlogo bidimensional. In-
terpretaremos el esquema de la Fig. 2 como la repre-
sentacion de la seccion transversal de un dispositivo
compuesto por un capacitor que estd conectado a un
cilindro muy largo como el que se muestra en la Fig. 4.
La distancia d entre las placas A y B del capacitor son
muy pequenas (d < a). La superficie cilindrica LMN
tiene un radio a, espesor e y resistividad pg constante.
Se carga el capacitor hasta que la diferencia de potencial
entre las placas sea V. Cuando se conecta la superficie
cilindrica resistiva a las placas del capacitor comenzara
a circular una corriente. Este problema, desde el punto
de vista de la teoria de circuitos, es la descarga de un
capacitor en un circuito RLC. Vamos a suponer que
la resistencia del cilindro es muy grande de modo que
el régimen sea sobreamortiguado. En esta situacién la
descarga sera muy lenta y la corriente se mantendra re-
lativamente constante en un cierto intervalo de tiempo.

El capacitor esta localizado en 6 ~ 7 F d/2a (si
suponemos que la distancia entre placas, d es muy
pequefia comparada con a) y sus placas estédn a los po-
tenciales V4 /2 como se muestra en la Fig. 5.

Este problema, a diferencia del tratado en las re-
ferencias [3,20] sélo puede ser resuelto analiticamente
en el interior del cilindro. Pero si w > a, el campo
magnético y por lo tanto, el vector de Poynting, son
no nulos solamente en el interior del cilindro y como
nuestro objetivo es mostrar como se realiza el trans-
porte de energia desde el interior del capacitor hacia el
conductor resistivo esta limitacion no es importante.

Figura 4 - Las placas A y B del capacitor estdn conectadas al
cilindro resistivo LMN cuya superficie tiene un ancho e.

y

V2
T A\
T

—

Figura 5 - Sistemas de coordenadas polares: (r,0) con origen en
(0,0) y el (r¢,¢) con origen en (ta,0).
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Para encontrar el potencial y el campo en todo
punto del espacio resolveremos la ecuacién de Laplace
con las condiciones de borde apropiadas. Utilizamos un
sistema de coordenadas cilindrica convencional r,6, z
con su eje coaxial con la del cilindro como se muestra
en la Fig. 5. En esa figura 7', ¢ son las coordenadas
polares con centro en x = —a, y = 0.

De acuerdo con la ley de Ohm, el potencial en el
cilindro resistivo es

O(r;0) = ZL:

La solucién de la ecuacién de Laplace, en el interior
del cilindro, que no diverge en cero viene dada por

(—m<fO<m a<r<a+e) (15)

O(r,0) = i ArFsen(k6)

k=1

(0<r<a) (16)

La condicién de borde (1), en r = a, permite de-
terminar los coeficientes A de modo que el potencial
adentro del cilindro viene dado por

> (—r/a)ksen
@(r<a,9):—ﬁzw (17)

™
k=1

Esta serie puede escribirse en forma cerrada [21]

O(r <a;f) = (VO> arctan [rsenf/(a + rcos )]
T

_ (Yj) arctan [y/(a + 7)] = (Yj) 6,

(18)
donde ¢, en (18), es el angulo polar de un radio vector
con origen en x = —a, y = 0 como se muestra en la
Fig. 5.

Adentro del cilindro las equipotenciales son los
planos, ¢ = cte., de acuerdo con la forma final de la
ecuacién (5). En la Fig. 6 se muestra una familia de
equipotenciales en el interior del cilindro. El campo
eléctrico en cualquier punto se encuentra calculando
el gradiente del potencial. Observemos que las lineas
de fuerza, perpendiculares a las superficies equipoten-
ciales, son circunferencias con centro en x = —a, y =0
y, por lo tanto, tienen una componente paralela a la
superficie del cilindro.

Las componentes del campo eléctrico en el interior
del cilindro son

109 Vo (r 4+ acos )
= ——,— = —— <
Ey 90 - 7 r<a (19)
B, =92 _ Voasend r<a.  (20)

or T T
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Figura 6 - Equipotenciales para una corriente que circula sobre
una superficie cilindrica con resistencia distribuida. El capacitor,
cuya distancia entre placas es muy pequeina, estd en la izquierda.
Las lineas equipotenciales también pueden ser interpretadas como
las lineas del flujo de Poynting.

El médulo del campo eléctrico en el interior del cilin-

dro es
/ Vo

En un punto cualquiera (r = a,6) de la superficie
del cilindro, la componente tangencial es

%
E@(r:aﬁ):—ﬁ, (22)
y la componente normal es
B W 0\ W
E.(r=a,0) = oma tan <2> =5 tan¢. (23)

La componente tangencial a la superficie del cilin-
dro, penetra en la capa de espesor ede modo que

Yo

E@(?", 9) = 727”4

a<r<a+e. (24)
El vector densidad de corriente es, por lo tanto,

"W
2mr

Jo(r,0) = a<r<a+e. (25)

Si designamos con Iy a la corriente total que fluye
en el sentido horario en el interior de la capa, tenemos
que

a+te
Iy = 7/J9d$ =— / Jow dr. (26)
S a

donde S es cualquier seccién transversal de la capa. Si
introducimos (25) en (26) obtenemos

v
IO = Eov (27)
donde
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p2m
R=—F—, 28
wlin(l + e/a) (28)
es la resistencia de la capa cilindrica (para corrientes en
la direccién )

Sie/a <1,

p2r _ p2ma

wela  we (29)

La densidad de carga superficial en la superficie in-
terna del cilindro es

2ma 2

eoVo
% tan ¢7 (30)

0i(0) = —eoEr(r = a,0) = €0V tan (9) =

donde ¢ es el angulo polar de un radio vector con ori-
gen en r = —a, y = 0. Si e < a la misma densidad
de carga superficial debe existir sobre la superficie ex-
terna del cilindro. Estas son las cargas superficiales que
crean los campos eléctricos (19) y (20). En la Fig. 7 se
muestra la grafica de o; en funcién de 6 en unidades de
oo = €oVo/2ma. Observemos que no varia linealmente
a lo largo del perimetro del conductor resistivo, como
en el caso del cilindro recto de la seccién 4. Como es
una funcién tangente incrementa no linealmente en las
cercanias de la bateria. Sin embargo, en un entorno de
6 = 0 es aproximadamente lineal.

El campo magnético de este ejemplo es el de un
solenoide infinito con un espesor e: la magnitud del
campo es uniforme y su direccién es normal (hacia
fuera) a la figura en r < a, decrece linealmente desde
r = a hasta hacerse cero en r = a + e, y es nulo para
r>a+e.

20, T T T T T

c/o,
15} 1

10t 1

.15} i

-20 1 1 1

Figura 7 - Gréfica de o; en funcién de 6, en unidades de og.
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I

H,=—— r < a, (31)
w 31
_[ _

g tlete=rl e
w (&

El vector de Poynting S = E x H estd en el plano
xy, es ortogonal a las lineas del campo E y, coincide
entonces con las equipotenciales. Esto significa que
podemos interpretar a las equipotenciales de la Fig. 6
como las lineas del flujo de Poynting. EI sentido del
vector es desde el interior del capacitor hasta cada uno
de los elementos resistivos del cilindro. En el interior
de la capa resistiva el campo eléctrico tiene una compo-
nente 6 constante, por lo tanto, el vector de Poynting
es radial Esta componente radial, debido a la variacién
del campo magnético con r (ecuacién (31)) disminuye
linealmente hasta hacerse cero en la superficie externa
del cilindro.

El campo eléctrico entre las placas del capacitor es
E, = —V,/d, mientras que el campo magnético en el in-
terior del cilindro es H, = —Iy/w. El vector de Poynt-
ing, en * = —a, y = 0, en el extremo derecho del
capacitor es

v I VI
Pex = EyH, = (_1)5(_1)E = Ju’ (32)

La potencia total que sale del capacitor, a través de
su superficie lateral de area dw, y penetra en el interior
del cilindro es

W, = P (dw) =V1, (33)

La componente normal P.(r = a,6) del vector de
Poynting en la superficie del cilindro es

VI
T 2raw’

P.(r=a,0) =Eyg(r=a,0)H, (34)

La potencia total que entra en la capa resistiva del
cilindro se obtiene integrando (34) a través de la super-
ficie interna del cilindro

Wy = P.(r =a,0)2raw) = VI, (35)

En conclusién, la potencia que se disipa en el cilin-
dro resistivo es la energia que estaba almacenada en el
interior del capacitor.

A pesar que los célculos que presentamos en esta
seccién son solamente para un caso bidimensional
(cilindrico), los resultados permiten hacerse una idea
de la distribucién de carga, superficies equipotenciales,
campos eléctrico y magnético y el flujo del vector de
Poynting para cualquier circuito de corriente simple en
el espacio tridimensional. En particular, este ejemplo
permite enfatizar el rol del flujo del vector de Poynting
como el transportador de la energia desde el interior del
capacitor, que actiia en este caso como fuente, hacia los
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elementos del resistor que actian como sumideros. El
campo eléctrico producido por las cargas superficiales
sobre los hilos es el mecanismo por el cual el flujo de
Poynting penetra hacia el interior de los hilos resistivos
donde se disipa la energia.

7. Conclusion

Examinamos en este trabajo dos ejemplos sobre la
transferencia de energia en circuitos eléctricos dados
por J.H.P. y senalamos las criticas que hace Heavisisde
de las supuestas “ideas incorrectas” de J.H.P. sobre de
la naturaleza de los campos que rodean un conductor
que transporta una corriente. Desde hace unos anos
sabemos que para usar el vector de Poynting, en el
célculo de la transferencia de energia en circuitos de cor-
riente continua, es necesario conocer la carga superficial
sobre los conductores que transportan corriente, puesto
que estas son las fuentes que crean el campo eléctrico
en el exterior y en el interior de los mismos. Esto era
desconocido no solamente en la época de Poynting sino
que es actualmente ignorado por muchos profesores y
aun investigadores de fisica. En la seccién 3 nos referi-
mos a los comentarios de Feynman cuando analiza en su
texto [19] uno de los ejemplos dados por J.H. Poynting.
Jackson [7] afirma que luego de una somera inspeccién
de textos bdsicos, intermedios y avanzados [19, 20, 22-
37] en la Biblioteca de Fisica de Berkeley encuentra que
entre los textos basicos solamente el libro de Chabay y
Sherwood [27] menciona las cargas superficiales sobre
los conductores resistivos y entre los textos intermedios
y avanzados sdlo el libro de Jefimenko [20].

Transcurridos quince anos de este comentario de
Jackson y, a pesar de los numerosos articulos y con-
ferencias que exaltan las conveniencias de utilizar las
cargas superficiales para unificar la electrostdtica con
los circuitos, la inclusion de este tema en libros de tex-
tos y su empleo en el aula es casi nula. En la mayoria
de los textos se sigue presentando el balance de energia
de manera contable: la energia que entrega la fuente se
disipa en la resistencia.
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