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No presente trabalho tivemos como objetivo investigar como a teoria de gravitacido de Isaac Newton, presente
no Livro IIT dos Principia — Sistema de Mundo — foi abordada durante o século XIX, quando as geometrias nao-
euclidianas estavam sendo empregadas no estudo da mecéanica em superficies com curvatura diferente de zero. Para
isso, realizamos um estudo dos principais aspectos do Livro III e da geometria utilizada por Newton; apresentamos
os principios da geometria ndo-euclidiana em discussdo no século XIX e realizamos uma busca bibliografica na
Royal Society em busca de trabalhos que relacionassem esses dois temas. Como resultado, encontramos apenas
um trabalho durante o século XIX em que alguns conceitos newtonianos de movimento sdo discutidos sob as
ideias riemannianas de métrica, em que a curvatura do espaco adotado nédo influencia as equagdes de movimento.
Concluimos assim que ndo houve uma diferenciacdo, em termos dos movimentos dos corpos celestes, no espaco
absoluto de Newton mesmo quando a geometria ndo euclidiana trazia novas interpretacoes e possibilidades.
Palavras-chave: Século XIX, Sistema de Mundo, Geometrias ndo-euclidianas.

In the present work we aimed to investigate how Isaac Newton’s theory of gravitation, present in Book III of
Principia — System of World — was approached during the 19th century, when non-Euclidean geometries were
being used in the study of mechanics on surfaces with curvature other than zero. For this, we carried out a study
of the main aspects of Book III and the geometry used by Newton; we present the principles of non-euclidean
geometry under discussion in the 19th century and we carried out a bibliographic search in the Royal Society’s
database in search of works that related these two themes. As a result, we find only one work during the 19th
century in which some Newtonian concepts of motion are discussed under Riemannian ideas of metric, in which
the curvature of the adopted space does not influence the equations of motion. We therefore conclude that there
was no differentiation, in terms of the movement of celestial bodies, in Newton’s absolute space even when non-
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Newton’s System or World and the non-euclidean geometries in the XIX century: possible relationships?

Euclidean geometry brought new interpretations and possibilities.
Keywords: 19th century, World System, Non-Euclidean geometries.

1. Introducgao

Publicado em 1687, a obra Principios Matemaéticos de
Filosofia Naturall] - ou Principia [1], de Isaac Newton
(1643/44-1727/28), s6 foi efetivamente aceita a partir da
segunda metade do século XVIII, com as expedig¢oes que
confirmaram o achatamento da Terra nos polos e a conse-
quente variacao da gravidade sobre a superficie terrestre.
Durante o século XVIII, varios estudiosos desenvolveram
alguns problemas que nio estavam muito claros na obra
newtoniana, ndo somente na parte sobre a mecéanica do
ponto material, mas também com relacdo a luz, consi-
derada ali como de natureza corpuscular. Um exemplo
desse tipo de estudo é a especulacao de John Michell

“Endereco de correspondéncia: [anabispouepb@gmail.com

L A obra original foi publicada em latim. Neste trabalho usamos
trés versoes diferentes na andlise: a tradugdo para portugués
da EDUSP [I], a traducdo de Andrew Motte com revisdo de
Florian Cajori [2] e a traduc@o para o portugués da Fundacdo
Gulbekian [3].
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(1724-1793) sobre a possivel existéncia de corpos escuros
e do desvio sofrido pela luz na presenca de corpos
massivos, que explicaria a paralaxe das estrelas [4].

Com a expressiva divulgacao da teoria da relatividade
geral (TRG) de Albert Einstein (1879-1955) na década
de 1920, a teoria newtoniana passou a ser utilizada
apenas nos casos de pequenas velocidades. Com relagao
ao cosmos, parecia nao haver mais sentido em adotar
Newton, uma vez que observacdes posteriores cada vez
mais corroboravam com a hipétese de os campos gravi-
tacionais alterarem o espago-tempo [5]. Essa posigao foi
revista na década de 1930, quando E. A. Milne e W. H.
McCrea propuseram uma “cosmologia neo-newtoniana”,
assumindo uma geometria euclidiana e modificando a
métrica (ds) com fatores invariantes adequados, con-
forme proposto por Milner [6H8].

De certa forma, a discussao anterior mostra o quanto
o conhecimento cientifico ndo é estatico, mas estd em
constante modificagdo [9], o que justifica a importancia
de se conhecer a histéria da ciéncia para uma formacao
ampla também sob o ponto de vista de conceitos e
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teorias, e que pode até mesmo trazer novos elementos
de pesquisa na area.

Entre a aceitagdo dos Principia e a publicacdo da TRG
por Einstein, observa-se uma lacuna quanto a trabalhos
produzidos no século XIX considerando-se os pressupos-
tos da teoria da gravitacdo newtoniana. Por outro lado, é
durante o século XIX que as geometrias nao-euclidianas
apresentam maior desenvolvimento, seja num espago
tridimensional como em n-dimensées [I0, [IT]. Também
foi durante o século XIX que a mecanica e a geome-
tria nao-euclidiana foram diretamente relacionadas no
estudo de geodésicas, aplicando-se principios mecanicos
no estudo de superficies [I12]. Assim, é possivel que ja
no século XIX tenha havido trabalhos no sentido de
rever a teoria da gravitagdo newtoniana considerando-se
o novo formalismo geométrico que admite a curvatura
do espaco.

Portanto, questiona-se: como o Sistema de Mundo de
Newton e sua teoria da gravitagdo foram representa-
dos pelo novo formalismo da geometria nao-euclidiana?
Pode-se admitir o conceito de espago — absoluto e
homogéneo em Newton — com curvatura diferente de
zero e com propriedades dependentes da matéria — a
partir da defini¢do de métricaﬂ riemannia? Para tentar
responder essas perguntas, esse trabalho foi desenvolvido
em trés etapas. Inicialmente analisamos o Livro III dos
Principia - Sistema de Mundo — buscando compreender
a geometria adotada. Depois revisamos as geometrias
nao-euclidianas desenvolvidas durante o século XIX e
como elas estabeleceram as propriedades do espago
considerando diferentes curvaturas. Por fim, realizamos
uma busca por trabalhos na Royal Society, em que
pudesse haver uma revisao da teoria da gravitagdo de
Newton usando um espag¢o com curvatura e as novas
geometrias.

2. O Livro Sistema de Mundo e Algumas
Consideracoes Geométricas

A obra Principia é formada por trés livros. Antes
mesmo de iniciar o primeiro deles, Newton apresenta
suas defini¢bes e axiomas ou leis do movimento. Dentre
as defini¢bes, encontramos a quantidade de matéria e
de movimento; a definicdo de wis insita, forga impressa
e forca centripeta. Cabe ressaltar que as defini¢oes
dadas por Newton nao podem ser interpretadas exa-
tamente como as entendemos agora. Varios estudiosos
debrugaram-se e ainda se debrugam na compreensao
desta obra e é impossivel esgotd-la num simples artigo.
O proéprio conceito de forga utilizado por Newton possui
varias interpretacoes, desde um ponto de vista mais
matematico até sua concepcdo como entidade real, o
que nao faz parte do escopo deste trabalhcﬂ O mesmo

2 O conceito de geodésica de Riemann, apresentado em 1854, ja
admitia que as propriedades fisicas alterariam a distdncia entre
dois pontos pertencentes & multiplicidade [I3].

3 Para aprofundamento sugerimos a leitura de Martins [T1].
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também se pode dizer quanto a geometria utilizada
na exposi¢do das leis do movimento. Nao se trata da
geometria euclidiana na sua versdo da Antiguidade, mas
também nao é totalmente a geometria analitica que sera
desenvolvida por Euler, Lagrange e outros matematicos
do século XVIIT [14]. Conforme Santos [15] e Cohen [16]
argumentam, Newton desenvolve uma “geometria di-
namica”, desenvolvida pela e para a mecanica e o
movimento.

Assim, se consideramos como geometria euclidiana
aquela descrita nos Elementos [I7], ela nao foi estrita-
mente aplicada na obra de Newton. Mas podemos iden-
tificar algumas similaridades na forma como os Principia
foram escritos e a estrutura dos Elementos de Euclides:
definigbes, nogdes comuns (axiomas) e proposigoes, que
s6 se tornam demonstraveis a partir das definicoes e
axiomas dados. Newton também estrutura inicialmente
suas defini¢bes e axiomas para s6 depois trazer suas
proposigéesﬂ No escélio no inicio dos Principia [3], p. 29]
Newton traz o conceito de espaco absoluto. Por ser
um dos principais conceitos que diferencia a teoria da
gravitagdo newtoniana da TRG, julgamos importante
reproduzir aqui sua definigao:

2. Espago absoluto, de sua prépria natureza
sem relagdo com qualquer coisa de externo,
permanece sempre semelhante e imével. Es-
paco relativo é qualquer medida ou porgao
movel dos espagos absolutos, determinada
pelos nossos sentidos segundo a sua posicao
em relagdo a corpos; e é tomado comum-
mente como espago imével. Por exemplo, a
porcao de um espaco subterrdneo, aéreo ou
celeste, determinado pela sua posicdo em
relagdo a Terra. Espago absoluto e relativo
sdo os mesmos em figura e grandeza, mas nao
permanecem sempre iguais numericamente.
Por exemplo, quando a Terra se move, um
espago do nosso ar, fixo em relagao a Terra e
permanecendo sempre o mesmo em relagao
a ela, serd em dado instante uma parte
do espaco absoluto; assim, falando em ter-
mos absolutos, estd em permanente mudanca
13, p. 29].

A defini¢do de espago absoluto torna-se relevante na
escolha dos referenciais relativos no movimento. Newton
nao explicita em suas defini¢ées a presenca de qualquer
matéria sutil preenchendo esse espago, mas também
nao explicita o vazio total. Tal posicionamento é um
reflexo das duas correntes existentes naquele momento,
a cartesiana, que nao aceitava a existéncia do vazio; e as
ideias atomistas [16]. H4 uma série de consequéncias em
relagdo a matéria sutil que preenche o espago, inclusive

\

quanto a causa da gravidade, por exemplo; e, também,

4 Nzo é do escopo deste trabalho tratar da metodologia e do
arcabougo filos6fico envolvido nos Principia como um todo, para
0 que sugerimos a leitura de Santos [15].
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quanto ao préprio movimento e o conceito de dimensoes
como sugere Martins [II]. Aqui apenas nos interessa
destacar que o espago absoluto de Newton é um espago
matematico, hipostésico, como diria Koyré [I6], p. 87].

Dentre as leis do movimento, o corolario I da lei 3
merece destaque.

Um corpo, actuado simultaneamente por
duas forcas, descreverd a diagonal do para-
lelogramo cujos lados seriam descritos pelo
corpo, no mesmo tempo, se fosse actuado por
essas forgas em separado [3, p. 43].

Ainda que Newton faga consideracoes entre tragados e
movimento, numa demonstracado de uma geometria que
vinha se estruturando no século XVIIE em complemento
a euclidiana, é possivel identificar que a curvatura do
espago nao é levada em consideracao. A lei de composi-
¢do de movimentos ja havia sido discutida anteriormente
por Aristételes; em Newton a mudanca se refere a
uma definicdo dindmica, relativa a soma de forgas [I§].
A soma de forgas ou regra do paralelogramo pressupunha
consideragoes sobre o espaco, como por exemplo, sua
curvatura. Durante os séculos XVIII e XIX outros
trabalhos propuseram formas diferentes de realizar a
soma de forgas, como o trabalho de Foncenex [I1]. Esses
dois exemplos foram trazidos apenas para reforgar que
na geometria dindmica de Newton ndo hid mencao a
propriedades do espago que possam alterar distancias,
argumento que serd recuperado posteriormente.

No Livro I Newton trata do movimento dos corpos.
Utilizando-se da sua geometria dindmica, associada com
movimento, Newton discute as consequéncias para o
movimento sob a acao de forgas, das leis apresentadas
anteriormente. O movimento vale para qualquer corpo,
desde que atenda as defini¢oes e axiomas iniciais. Ou
seja, Newton esta igualando os movimentos dos corpos
terrestres aos celestes, o que pode ser tomado como o
rompimento final com a fisica de Aristoteles.

No Livro II, Newton introduz um meio resistivo onde o
corpo se move. E no Livro II que Newton estuda os efei-
tos da forca da gravidade na variagdo da velocidade do
corpo e, consequentemente, na sua trajetoria. O estudo
do movimento num meio resistivo poderia, por exemplo,
rever as ideias cartesianas do movimento de corpos
celestes no vortice. Portanto, de maneira geral, pode-
se concluir que os Livros I e II preparam a discussao que
serd tratada no Livro III, principalmente do ponto de
vista matemédtico, como argumenta o proprio Newton:

Nos livros precedentes, apresentei principios
de filosofia [natural] que, de resto, eram
filoséficos, mas estritamente matematicos —
aqueles principios sobre os quais o estudo
da filosofia [natural] se deve basear. Estes

5 Santos [I5] apresenta uma discussio bem completa a esse
respeito. Martins [14] apresenta a deducdo da lei do somatério
de forcas de uma forma mais simplificada que Newton.
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principios sdo as leis e as condigoes dos
movimentos e das forcas, que dizem especial
respeito a filosofia. Mas para evitar que
estes principios paregam estéreis, ilustrei-os
com alguns escdlios filoséficos (quer dizer,
escolios respeitantes & filosofia natural), a
respeito de tépicos que sdo gerais e parecem
os mais fundamentais para a filosofia, como a
densidade e a resisténcia dos corpos, espagos
vazios de corpos, e o movimento da luz e
dos sons. Resta-nos apresentar o sistema do
mundo a partir destes mesmos principios.
Sobre este assunto cheguei a escrever uma
antiga versao do Livro III em estilo populalﬂ
de modo a encontrar mais leitores. Mas
aqueles que nao compreenderam suficiente-
mente os principios ai expostos, certamente
nao perceberam a forga das conclusoes, nem
vao libertar-se dos preconceitos aos quais
foram acostumados durante largos anos. E
por isso, a fim de evitar disputas, traduzi a
substancia da versao antiga num conjunto de
proposicgoes em estilo matematico, de modo
que possam ser lidos apenas por aqueles que
previamente dominaram os principios. Mas,
como nos Livros I e II ocorre um grande
nimero de proposigoes que podem ser can-
sativas, mesmo para os leitores competentes
em matematicas, ndo aconselho ninguém a
estudar cada uma dessas proposigoes. Sera
suficiente ler com cuidado as Definicoes, as
Leis do Movimento e as trés primeiras segoes
do Livro I, e passar logo a este livro I1I sobre
o sistema do mundo, consultando eventual-
mente as outras proposigoes dos livros I e II
que até aqui apresentei [3, p. 645-647].

Antes de iniciar o Livro III, Newton estabelece suas
regras para filosofar. A primeira regra afirma que “Néo
se devem admitir para as coisas da Natureza mais causas
do que aquelas que simultaneamente sao verdadeiras
e suficientes para explicar os fendémenos” [3]. Ou seja,
eliminam-se entes sobrenaturais e argumentos metafisi-
cos; a natureza é simples e dispensa “o luxo de causas
supérfluas” [3].

J& a quarta regra para filosofar expressa outra ca-
racteristica fundamental deste terceiro livro, afirmando
que “Em filosofia experimental, as proposicoes extraidas
dos fendmenos por indugdo devem ser consideradas
exactamente ou muito aproximadamente verdadeiras
nao obstante quaisquer hipdteses em contrario, até que
outros fendmenos tornem estas proposicoes ou mais
exactas ou passiveis de excepgoes” [3]. A forma como

6 Newton estd se referindo & uma versio publicada em 1685,
portanto antes da publicagdo dos Principia. Nessa versdo, o texto
possui 73 tépicos e poucas demonstragoes geométricas. Partes dela
podem ser encontradas em Cohen [16] p. 315-333].
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Newton introduz o Livro III, tanto na versao “para
divulgacdo” quanto na versdo dos Principia parece
deixar claras suas intencgoes: a eliminacao dos vortices
e a introducdo de razoes matemadticas em substituicao
a consideracoes metafisicas; em oposicao clara as ideias
cartesianas de constituicdo e movimento celesteﬂ Em
decorréncia dessas intengbes, no Sistema de Mundo,
diferentemente dos livros anteriores, Newton inicia pe-
los fenémenos relacionados aos movimentos dos corpos
celestes e satélites. Tais fendmenos sio [3, p. 652-658]:

Fenémeno 1: Os satélites de Jupiter, pelos
raios que os unem ao centro de Jupiter,
descrevem areas proporcionais aos tempos,
e os seus periodos — estando as estrelas fixas
em repouso — sao proporcionais as poténcias
de expoente 3/2 das suas distancias aquele
centro.

Fenémeno 2: Os satélites de Saturno, pelos
raios que os unem ao centro de Saturno,
descrevem dreas proporcionais aos tempos,
e os seus periodos — estando as estrelas fixas
em repouso — sao proporcionais as poténcias
de expoente 3/2 das suas distancias aquele
centro.

Fenomeno 3: As oOrbitas dos cinco planetas
primarios — Merctrio, Vénus, Marte, Jupiter
e Saturno — rodeiam o Sol

Fenoémeno 4: Os periodos dos cinco planetas
primérios e o do Sol em torno da Terra ou da
Terra em torno do Sol — estando as estrelas
fixas em repouso — sao proporcionais as po-
téncias de expoente 3/2 das suas distancias
médias ao Sol.

Fenémeno 5: Os planetas primarios, por raios
tracados para a Terra, descrevem areas de
nenhum modo proporcionais aos tempos,
mas, por raios tracados para o Sol, atraves-
sam areas proporcionais aos tempos.
Fenomeno 6: A Lua, por um raio tracado
para o centro da Terra, descreve areas pro-
porcionais aos tempos.

Ao abordar os seis fenémenos citados, Newton refe-
rencia os astronomos responsaveis pelas observagoes que
correspondem aos fenémenos, apresentando as tabelas
com os dados observados, os instrumentos e métodos uti-
lizados para as medi¢oes. Tomando a quarta regra como
ponto de partida, ele inicia a exposicdo de proposicoes
que podem ser extraidas desses fendmenos e, por indu-
¢80, levar a universalizagdo das causas no movimento dos
corpos celestes. Destaca-se nos fendmenos o referencial
das estrelas fixas (em repouso) para a determinagao
dos movimentos relativos. Dentre as proposi¢oes, merece
destaque a IV:

7 N&o é intencdo deste trabalho detalhar os pressupostos de
Newton quanto ao Sistema de Mundo. Para isso sugerimos a leitura
de Cohen [16] e Santos [15].
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A Lua gravita para a Terra e pela forca
da gravidade é continuamente desviada do
movimento rectilineo e mantida na sua 6rbita

I3, p. 663

Para que haja desvio do movimento retilineo, é preciso
uma forga impressa, conforme o primeiro axioma, posto
no Livro I, que estabelece que “Todo corpo continua em
seu estado de repouso ou de movimento uniforme em
uma linha reta, a menos que ele seja forcado a mudar
aquele estado por forgas impressas sobre ele” [I]. Com
o objetivo de deduzir a natureza dessa forca, Newton, a
partir das observagoes, define que a distancia média da
Lua & Terra nas sizigiasﬂ é de 60 didmetros da Terra,
que uma revolugdo da Lua é completada em 27 dias,
7 horas e 43 minutos e que a circunferéncia da Terra
chega a 123.249.600 pés de Pari&ﬂ Para que a Lua
tenha esse movimento, ela esta sob a agao de uma forga
que é equivalente & for¢a da gravidade na Terra. “Pois
se a gravidade fosse diferente dessa forca, os corpos
que tendem para a Terra por estas duas forgas [a da
gravidade e a causa da drbita] actuando em conjunto
desceriam com o dobro da velocidade, e no espago de
um segundo de queda descreveriam 30 1/6 pés, o que é
inteiramente contrario a experiéncia” [3, p. 665].

Com isso, demonstra que a forca com que a Lua
é¢ mantida em sua Orbita na superficie da Terra é
igual a forca da gravidade que observamos nos corpos
pesados na Terra. Logo, admitindo-se a segunda regra
para filosofar, enunciada como “portanto, aos mesmos
efeitos naturais temos de atribuir as mesmas causas,
tanto quanto possivel” [I], temos que a forga com que
a Lua é mantida em Orbita é a mesma que chamamos
de gravidade. Como consequéncia, a partir do fendmeno
IV e proposicao II do Livro I, define na proposigao III
do Livro III que a forca com que a Lua é mantida em
sua 6rbita tende ao centro da Terra, logo é uma forca
centripeta e é inversamente proporcional ao quadrado
da distancia de sua posicao ao centro da terra.

Sendo assim, o autor, ao ter em vista os fenémenos
observéaveis, utiliza elementos da sua geometria dindmica
e traga retas em espacos sem curvatura, para demons-
trar que a partir de sua descricdo da gravidade seria
possivel explicar o movimento dos corpos celestes e suas
consequéncias. Newton também aplicou a sua teoria
da gravitacdo a outros problemas em aberto em sua
época e suas demonstracoes foram capazes de certificar a
validade de sua teoria, como por exemplo: na proposi¢ao
XXIV, teorema XIX que explica que o fluxo e refluxo do
mar surgem das agoes do Sol e da Lua; na proposicao
XXXVIII, problema XIX, determina qual é a forma

8 Sizigia é um termo da astronomia que, de forma geral, identifica
o alinhamento de trés corpos pertencentes a um sistema gravita-
cional.

9 Atualmente, 1 pé = 0,30 m. Porém, deve-se levar em consideragio
que as unidades de comprimento no século XVII ainda ndo pos-
sufam um padrao de medidas semelhante ao Sistema Internacional
e isso é apenas uma aproximacao.
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do corpo da Lua; na proposicao XLI, problema XXI, a
partir de trés observagoes dadas, determina a 6rbita de
um cometa que se movimenta em parabola, mostrando
sua regularidade e opondo-se as ideias de Descartes, para
quem o cometa nao teria uma orbita [I].

E vélido ressaltar que as equacdes associadas atual-
mente ao trabalho de Isaac Newton, foram desenvolvidas
a partir do final do século XVIII [14]. Além do mais,
por vezes o autor utiliza o conceito de proporcionalidade
em suas defini¢oes, pois no século XVII, ndo se utili-
zava o conceito de igualdade entre grandezas distintas;
por esse motivo, as demonstragoes em seu trabalho
sdo executadas utilizando sua geometria dindmica e
considerando alguns elementos definidos na geometria
euclidiana, como linhas retas e paralelas em superficies
sem considerar sua curvaturallV]

3. Algumas Consideragoes Sobre
Geometrias Nao-Euclidianas

O conceito “geometria ndo-euclidiana” pode ser tomado
a partir de diferentes perspectivas. A geometria néo-
euclidiana “classica” parte das incoeréncias do quinto
postulado de Euclides. Esse postulado, chamado tam-
bém de postulado das paralelas (Figura [1)), é definido
por “se uma linha reta que corta duas outras linhas
retas forma angulos interiores do mesmo lado cuja soma
é menor que dois angulos retos, as duas linhas retas,
se prolongadas indefinidamente, se encontrarao no lado
em que a soma dos angulos é menor do que dois
angulos retos” [I7]. Devido a importancia do postulado,
que ¢ utilizado na demonstracdo de véarias proposigoes
como a soma dos angulos de um tridngulo, diversos
matematicos se ativeram a tentar demonstra-lo, apesar
da sua complexidade.

Muitas dessas tentativas levaram a resultados in-
coerentes ou a novas abordagens [I0]. Porém, sdo os
trabalhos de Janos Bolyai (1802-1860), em 1832, e de
Nikolai Lobacevskil (1793-1856), em 1829, que trardo

Figura 1: Representacdo do quinto postulado, as retas r e s se
encontram do lado em que os dngulos interiores o € 8 somam
menos que 180°. Fonte: Silva [10].

10 Na proposicdo XX, problema IV, por exemplo, em que Newton
encontra e compara os pesos nas diferentes regides da Terra, ele
ndo considera sua curvatura na determinacgio das distancias.
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outra possibilidade de pensar a geometria. Assumindo
defini¢oes e desenvolvendo de forma independente suas
geometrias, pode-se considerar que tanto Bolyai quanto
Lobacevskii partiram de um mesmo pressuposto: assumi-
ram uma definicdo diferente de “reta”, o que implicava
que poderia haver mais de uma paralela a uma dada
“reta”, e mantiveram o espaco tridimensional euclidiano.
Para Lobacevskii as observagoes astrondmicas poderiam
servir para explicar como o espago fisico equivaleria ao
espaco matematico da sua geometria imaginaria, como
no caso do cdlculo da paralaxe das estrelas [10] [11].
Ao tomar conhecimento das geometrias de Bolyai e
Lobadcevskil, Eugénio Beltrami (1835-1900) interpretou-
as de forma diferente, considerando que a modificacao
deveria ser no espago em que as novas defini¢bes eram
adotadas. Nesse caso, num espago com a curvatura
negativa, como uma sela, uma reta tracada a partir do
movimento, como propunha Lobacevskii, comportaria
mais de uma paralela. Com a interpretacao de Beltrami,
as geometrias de Bolyai e Lobacevskii levaram a uma
nova concep¢ao de espago, que nao necessariamente era
um espago fisico, mensuravel [10].

Em paralelo a essa abordagem classica, desenvolvia-
se a geometria diferencial para o estudo de superfi-
cies curvas. Fazendo uso de um espaco tridimensional
euclidiano, em que vale o quinto postulado, em 1827
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) desenvolveu o estudo
da geodésica para superficies em que a curvatura era
diferente de zero [19]. Para investigar ponto a ponto
uma superficie curva, Gauss cria a ideia de esfera
auxiliar: uma esfera de raio unitario que tangencia toda
a superficie curva varrendo-a com a normal (Figura [2)).
Desta forma, é possivel tragar um plano tangente em
cada ponto da superficie curva e descrever uma reta
normal, ou um vetor normal a esse plano. Temos que o
vetor normal tem direcdo definida por um raio paralelo
na esfera auxiliar, e a partir disso, cada ponto na
superficie curva, estara associado a um ponto na esfera
de referéncia.

Assim, a correspondéncia entre os pontos da superficie
e da esfera ¢ feita através da dire¢ao da normal. A partir
disso, utilizando coordenadas intrinsecas, Gauss é capaz
de deduzir a métrica pela Equacao :

ds?> = Edp?® + 2F dpdq + G dg? (1)

Na qual, E, F, G sdao as fungbes das coordenadas
intrinsecas p, q e permitem calcular o elemento de linha.

Figura 2: A direc3o da reta r é dada pelo ponto P sobre a esfera
auxiliar. Fonte: Silva [10] p. 34].
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Além disso, a expressao nao depende das coordenadas
cartesianas x, y, z; apenas das coordenadas p, q sobre
a superficie curva. Podemos denominar a geometria
diferencial de Gauss de nao-euclidiana por tratar de um
espago curvo; porém ainda se restringe a um espago de
trés dimensdes. E interessante notar que o trabalho de
Gauss tinha como objetivo uma aplicagdo pratica. Tanto
é que ao final do trabalho ele aplica seu teorema egre-
giunﬂ para determinar com maior precisdo a distancia
entre trés cidades na atual Alemanha [I9, p. 192]. Ou
seja, mesmo para pequenas distancias sobre a superficie
terrestre causaria diferenga a assuncao da curvatura.

As dimensdes do espaco também foram objeto de
discussoes durante o século XIX nao somente na ma-
tematica, como também na teologia, literatura e na
fisica. A tridimensionalidade era empiricamente men-
surdavel, mas o que poderia corresponder a uma quarta
dimensao? Como poderia ser mensurada? Havia varias
implicagoes de se considerar uma quarta — quinta, sexta,
até n-dimensao [I1]. E nesse contexto que a assuncao
do tempo como uma quarta dimensdo (a nogdo de
espago-tempo) e a possibilidade de espagos geométricos
com mais de trés dimensbes levam a um outro tipo de
geometria nao-euclidiana empregada posteriormente na
TRG.

Partindo da ideia de espacos com mais de trés di-
mensodes, Bernhard Riemann (1826-1866) ird descrever
um novo espaco [13], onde a métrica seria varidvel
de acordo com os fenémenos fisicos aos quais esta
submetida, distinguindo-se da concepg¢ao dos fisicos e
matematicos contemporineos, que definiam a métrica
como fixa. Riemann generaliza o teorema elaborado
por Gauss (Equagéo [1)), para o caso n-dimensional, em
que os coeficientes da métrica (E, F, G) dependem
das propriedades do espago. Adotando-se uma notagéo
atual, a métrica de Riemann pode ser escrita como na

Equacao :
d82 = Z Zgijdl’id%‘ (2)
J

%

onde o0s g;; = gj; sdo fungdes das varidveis x;. O tra-
balho de Riemann traz outras consideracbes, como,
por exemplo, a introducdo do conceito de “multipli-
cidade” (Mannigfaltgkeit) que pode assumir diferentes
significados, e ndo somente o geométrico. Sobre uma
multiplicidade, as grandezas nao dependem da posicao e
assumem valores relativos as préprias coordenadas.

As determinagbes métricas requerem uma
independéncia das grandezas em relacao a

11« excesso que ultrapassa 180° da soma dos dngulos de um
tridngulo formado por linhas mais curtas [geodésicas] sobre uma
superficie concava-céncava [curvatura positival, ou aquilo que falta
para 180° da soma dos angulos de um tridngulo formado por
linhas mais curtas sobre uma superficie concva-convexa [curvatura
negativa], é medido pela 4rea da parte da superficie esférica que
corresponde, pelas dire¢cbes das normais, aquele tridngulo, se a
superficie total [da esfera] for considerada igual a 720 graus” [19]
p. 133].
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posicao, independéncia essa que pode se
realizar de véarias maneiras. A hipdtese que
se apresenta em primeiro lugar e da qual
vou tratar aqui é a de que o comprimento
das linhas é independente de suas posicoes e,
por conseguinte, toda linha é mensuravel por
meio de outra linha [I3] p. 415].

Ao considerar que uma multiplicidade pode possuir
n-dimensoes e que suas coordenadas dependem das
propriedades do espaco, Riemann passa a interpretar a
geometria nao-euclidiana numa forma diferente da de
Gauss, Bolyai e Lobacevskii. Com o primeiro, temos
uma geometria euclidiana num espago de trés dimensoes
com curvatura (geometria diferencial); com os outros
dois, temos uma geometria nado-euclidiana “classica”,
considerando defini¢gdes e teoremas diferentes; com Ri-
emann temos um espaco diferente, onde as propriedades
intrinsecas alteram os comprimentos.

Em 1915, Albert Einstein (1879-1955) utilizou a
geometria ndo-euclidiana de Riemann em sua descri¢dao
da gravidade, associando-a a métrica de Minkowski,
onde espaco e tempo sao indissocidveis e passam a
formar um continuo espago-tempo quadridimensional.
Além de utilizar a métrica de Riemann, Einstein ainda
faz uso do célculo diferencial absoluto, desenvolvido
por Ricci e Levi-Civita em 1899, para expressar as
coordenadas e suas variagdes ao longo do espago [18].
Mesmo antes de Einstein, Hermann Minkowski (1864—
1909) j& havia reinterpretado a métrica de Riemann,
considerando uma variedade quadridimensional, que foi
assumida como o tempo [20]. Ao combinar a métrica de
Riemann e Minkowski, utilizando o célculo diferencial
absoluto, Einstein obteve uma teoria onde o espago-
tempo manifesta curvatura na presenga de matéria ou
energia.

Por ndo levar em consideragdo as propriedades do
espago e sua curvatura, como nos exemplos que apre-
sentamos en passant na secao e também na sua
definicio de espaco e tempo absolutos, a teoria da
gravitacdo de Newton passou a ser considerada um caso
particular da TRG apds a “comprovagao empirica” em
1920 com o eclipse de Sobral/CE e o desvio da luz
na proximidade de um corpo massivﬂ Entretanto, a
publicacao em 1930 da abordagem de Milne e McCrea
permite manter a teoria newtoniana como véalida quando
adotados outros invariantes locais na métrica, como a
pressdo, sem modificar a curvatura do espagﬂ [7.

12 O desvio da luz na especulacdo de Michell mencionada na
introdugao seria devido a variagao da velocidade da luz na presenca
de um corpo massivo, uma vez que pela teoria da gravitagido
newtoniana havia desaceleragdo; Quando Michell propos isso,
sabia-se que a luz possuia velocidade finita, mas ndo que era
constante.

13 As escalas analisadas devem ser inferiores & 100 Mpc.
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4. Geometria Nao-Euclidiana e Teoria
Newtoniana no Século XIX

Conforme aponta Martins [II] os estudos sobre outras
geometrias e dimensoes e suas implicagdes para a fisica
ja estavam em pauta desde o século XVIII em diferentes
campos de conhecimento. No entanto, apenas no século
XIX é que podemos encontrar uma concepgao mais
estruturada do que seria uma geometria nao-euclidiana
que teria implicagoes diretas na teoria da gravitagao,
visto que levaria em consideracdo um espaco que admite
uma curvatura determinada por propriedades como a
presenca de corpos massivos.

Assim, para responder nossa pergunta inicial, res-
tringimos nossa pesquisa a busca por referéncias do
século XIX (1801 a 1890) que fizessem uma revisdo
da teoria da gravitacdo newtoniana e citassem geome-
trias nao-euclidianas. A base de dados para a pesquisa
foi os periddicos da Royal Society, entendendo-se que
esta sociedade estava diretamente vinculada aos ideais
newtonianos. Para os filtros considerados na pesquisa,
o artigo que mais se aproximou de nossa pergunta foi
“On the Dynamics of a rigid body in Elliptic Space”,
de R. S. Heath, fellow no Trinity College [21]. Sendo
assim, analisaremos este trabalho para compreender
como Heath conectou a geometria riemanniana a teoria
de Newton.

O objetivo do autor é tratar do movimento de um
corpo rigido sob a acdo de quaisquer forgas, utilizando
a concepgao de distdncia (métrica) da geometria nao-
euclidiana. O espago escolhido para analise é o espago
eliptico devido a sua perfeita dualidade e simetria. Pela
justificativa apontada pelo autor, observa-se que se trata
de uma geometria nao-euclidiana baseada nas ideias
de Riemann, ji que leva em consideragdo um espago
diferente em que ird determinar distancias.

Na determinagao das caracteristicas para o espaco a
ser empregado, o autor baseia-se em diferentes autores
como Cayley, Clifford, Cox entre outros, mostrando que
o trabalho fazia parte de discussbes entre os académicos
da época. Porém, nenhum dos trabalhos apresentados
constam em periddicos acessiveis pela base de dados
da Royal Society, o que justifica ndo termos localizado
esse material na nossa busca. Nas primeiras vinte e
uma secoes, o autor faz uma introdugao a ideia de uma
quadrica Absoluta de Cayley. Segundo Heath, Cayley
define absoluta como uma forma geométrica fixa, que
“consiste em um par de pontos imagindrios em uma
linha real, a saber, os pontos circulares no infinito” [21].
Considerando-se a Absoluta, é possivel determinar trés
tipos diferentes de geometria do espago [21]:

1. Geometria eliptica, na qual todos os elementos da
Absoluta séo imaginarios;

2. Geometria hiperbodlica, na qual a superficie da
Absoluta é real, mas nao contém linhas retas reais,
e nos rodeia;
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3. Geometria parabdlica, na qual a Absoluta dege-
nera em uma cOnica imaginaria num plano real.

A Absoluta assemelha-se muito a esfera de raio unité-
rio criada por Gauss para a andlise da superficie curva.
No caso, trata-se de uma forma geométrica totalmente
imaginaria empregada como recurso para a projecao de
um objeto num espaco diferente, em que a distancia
entre dois pontos assume uma funcdo logaritmica do
tipo clog z—;, onde z; e z9 sdo dois pontos da linha de
intersecgao entre a Absoluta e a quadrica a ser medida,
e ¢ é uma constante arbitraria.

A auséncia total de figuras no trabalho de Heath (e de
Cayley) dificulta bastante a compreensao, mas pode-se
inferir tratar-se de uma anélise totalmente geométrica,
sem significados fisicos, diferente do que Gauss fez
quanto ao mapeamento. Para determinar a curvatura de
uma superficie, Gauss considera que ela pode ser mape-
ada em pequenos “quadrados infinitesimais”, chamados
de diferenciais, onde as coordenadas sdo intrinsecas [19],
e também que uma reta normal, que corresponde ao raio
unitario de uma esfera, nomeada como esfera auxiliar, te-
nha inicio em cada um dos diferenciais. A esfera auxiliar
pode tangenciar a superficie curva exatamente no ponto
onde se quer determinar a curvatura e para que o faga
em apenas um ponto, a normal vai assumir diferentes
diregoes. Dessa forma, se ao tragar uma figura sobre a
superficie curva as dire¢bes das normais permanecem
as mesmas da esfera auxiliar, a curvatura é positiva;
caso contrario, a curvatura é negativa (Figura. Assim,
mesmo que o método faca uso de uma esfera auxiliar
externa a superficie, as coordenadas sao intrinsecas, o
que permite determinar o comprimento ou area da figura
tracada a partir das propriedades da prépria superficie.

Semelhantemente, Heath situa a reta normal nos
pontos de tangéncia e estabelece a sua direcao a partir
da Absoluta externa a superficie curva, que para ele é
um elipséide [2I]. Ao manter as coordenadas intrinsecas
a superficie, é capaz de determinar a curvatura pela
dire¢do da normal. Por outro lado, a fim de delimitar
a normal, transpassa o elipséide com um tridngulo e

Figura 3: Ao projetar o raio da esfera auxiliar sobre a superficie
curva, este é assumido como a direcao da normal naquele ponto.
Se as direcBes das normais s3o as mesmas da esfera auxiliar,
entdo a curvatura é positiva. Se as direcBes se invertem, a
curvatura é negativa. Fonte: Silva e Martins [19].
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Figura 4: Baseando a direcdo da normal a partir de um sélido
geométrico externo a superficie curva (elipsoide), circunscreve-
se diferentes sélidos no elipsoide. Ao tomar os pontos de tan-
genciamento, é possivel determinar as normais que servirdo para
determinar a curvatura em cada ponto. Fonte: Izmestiev [22].

um prisma. Entdo, ao circunscrever diferentes sélidos
no elipséide encontra os pontos de tangéncia. Assim, é
capaz de concluir que a curvatura é constante no espago
eliptico, pois sempre é possivel encontrar um sélido, a
quédrica, que indique a curvatura (Figura [4]).

Heath faz todo o estudo das propriedades trigonomé-
tricas de um plano no espaco eliptico (geometria eliptica)
e conclui, referenciando-se a Riemann:

Portanto, a geometria de qualquer plano no
espago eliptico é o mesmo que a geometria de
uma esfera no espago comum. Uma linha reta
no plano corresponde a um grande circulo
na esfera. Além disso, a distdncia entre dois
pontos medidos na maneira como indicamos
[logaritmica] é periddica, sendo a duragio de
um periodo completo de 2. Portanto, infe-
rimos que o raio de qualquer grande circulo
da esfera é a unidade. Assim, qualquer linha
e qualquer plano podem ter uma curvatura
positiva unitaria uniforme [21, p. 284].

Assumindo que o espago eliptico possui curvatura
positiva uniforme, Heath deduz as equagoes das conicas e
dos s6lidos nesse espaco eliptico. Feito isso, ele parte para
o estudo da cinemética de um corpo rigido, definindo-
o como “uma colecdo de particulas tdo unidas que a
distancia entre qualquer par delas permanece a mesma,
mesmo que o sistema se mova no espaco. Em geral,
se assumirmos um sistema arbitrario de relagdes de
medida como a base de nossa definicao de distancia, um
corpo rigido ndo poderia existir” [2I]. Porém, como o
espago eliptico possui curvatura uniforme e constante,
o movimento do corpo serd realizado sem qualquer
deformacao na distancia entre suas partes, conforme a
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definicdo de Riemann para o movimento numa multi-
plicidade [13]. Ou seja, Heath estd considerando que
a curvatura constante e uniforme permite o traslado
do corpo sem que ele sofra deformacdes e assim seja
possivel determinar que o movimento do todo é o mesmo
movimento das partes.

Nas secOes seguintes, Heath dedica-se a encontrar a
cinematica de um corpo rigido, assumindo como objeto
de estudo um tetraedro quadrantal como corpo. Ele
determina suas coordenadas, translagoes e rotacoes do
corpo a partir da posicao do tetraedro em relagdo a
Absoluta. Depois ele trata da cinética do corpo, admi-
tindo que nao hd mudancas nas defini¢bes de aceleragao,
momentum e energia cinética da particula no espago
eliptico.

Toda a analise de Heath restringe-se a dinamica do
corpo rigido e ao desenvolvimento das leis de movimento
de Newton assumindo novas coordenadas num espago
eliptico. Ele ndo chega a fazer consideragoes quanto aos
coeficientes da métrica de Riemann, uma vez que assume
que associar o espago eliptico a uma esfera de curvatura
unitdria positiva e uniforme elimina qualquer efeito da
curvatura sobre o movimento em si.

O trabalho de Heath nao atende ao que esperavamos
na associacao das geometrias nao-euclidianas no estudo
dos corpos celestes e a lei da gravitagao. Dele concluimos
que a adocao de um espago com propriedades que defor-
mam a métrica — geometria riemanniana — nao trouxe
consequéncias diretas na interpretacdo newtoniana de
espaco absoluto para a determinacao do movimento
relativo.

5. Consideracoes Finais

Neste trabalho analisamos a relagdo da teoria da gra-
vitacdo de Newton com a geometria euclidiana, a qual
o autor utilizou em alguns de seus pressupostos e
demonstracoes. Durante o século XIX, varios estudiosos
propuseram geometrias nao-euclidianas que assumiam
diferentes perspectivas. Com isso esperava-se que ja no
século XIX alguns pressupostos da teoria newtoniana
tivessem sido revistos considerando agora um espago que
poderia ter curvatura, ou mais de trés dimensoes ou
ainda em que a definicdo de paralelas influenciasse nos
resultados.

Porém a pesquisa bibliografica realizada na base de
dados da Royal Society trouxe apenas um trabalho
em que havia uma relagdo direta entre a geometria
riemanniana e as leis de Newton, e ainda assim néao se
tratava de uma apropriacdo dos conceitos de curvatura
e propriedades do espago como aqueles que ocorrem na
TRG.

Por outro lado, encontramos referéncias que trazem
a influéncia das geometrias néo-euclidianas em outros
campos da fisica que nao a teoria da gravitacdo de
Newton, como a soma de forcas por Foncenex e a
obtencao da paralaxe das estrelas por Lobacevskii.
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Assim, somos levadas a concluir que parece nao ter ha-
vido relagdo direta entre a ado¢ao de um espago das ge-
ometrias nao-euclidianas, com propriedades e curvatura,
e a teoria da gravitagdo de Newton. Consequentemente,
isso leva a refletir que a TRG néo precisa ser a tnica e
ultima abordagem para tratar o movimento dos corpos
celestes, reforcando a necessaria presenca de desacordos
entre os cientistas na complexidade do conhecimento
cientifico.
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